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COMMENT   UN  G0NSERVATEU15 

POURRAIT-IL  ARRIVER 

AU  SEUIL  DE  LA  MÉGANIQUE  NOUVELLE?» 


T.  Levi-Givita    Rome) 


Ils  ne  sont  pas  nombreux  ceux  qui,  en  politique,  aiment 
à  s'appeler  purement  et  simplement  conservateurs,  parce 
que  conservateur  est  souvent  synonyme  de  misonéiste.  Ge 
danger  n'existe  évidemment  pas  en  science.  Aucun  cher- 
cheur ne  peut  être  misonéiste,  mais  bien  des  savants  peuvent 
et  doivent  être  conservateurs,  car  leur  mission  est  de  garder 
avec  vigilance  un  certain  patrimoine  intellectuel  l)ien  conso- 
lidé et  d'examiner  avec  un  esprit  ci-ili(|ue  sévère  tout  ce  qui 
pourrait  y  apporter  un  changement. 

A  ce  point  de  vue,  je  suis  heureux  de  m'adresser  à  de  nom- 
breux conservateurs  et  je  me  ferai  un  devoir  d'être  circons- 
pect dans  cet  exposé  qui  doit  vous  orienter  vers  la  méca- 
nique nouvelle,  pour  ne  pas  éveiller  votre  méfiance  par  des 
bouleversements  choquants. 

Je  me  propose  de  montrer,  à  travers  c|uclques  formules 
classiques  simples  et  concises,  comment  un  désir  légitime 
de  généralisation  formelle  dune  part  et  de  synthèse  de  con- 
cept de  l'autre,  rendent  plausibles  quel(|ues  modifications 
de  lois  générales,  quantitativement  très  légères,  spéculati- 
vement  considérables,  devinées  par  Einstein  et  rangées  ces 


'  Conférence  tenue  au  Séminaire  mathématique  de  rUuiversilé  de  Rome,  le  8  niai-s  1SI9. 
Traduction  de  MM.  Fekrkro  et  R.  BiîKNER  (Genève),  revue  par  Tauteur. 


6  T.     I.EVl- CIVITA 

deniièi'es  années  par  lui-même  dans  un  ordre  systémati(|iie  '. 
Il  en  ressort  une  explication  toute  naturelle  de  plusieurs 
faits  expérimentaux,  notamment  d'une  célèbre  expérience 
d'optique  et  d'un  fait  astronomique  (déplacement  du  péri- 
hélie de  mercure)  devant  lesquels  les  anciennes  méthodes, 
auxquelles  on  doit  pourtant  l'essor  merveilleux  de  notre 
science,  restaient  impuissantes  malgré  les  plus  grands  efforts. 

D'autres  collègues  vous  illustreront  prochainemeiit  tout 
cela  avec  plus  de  verve,  .le  dois  borner  ma  tâche  à  une  pre- 
mière initiation. 

1.  Le  principe  de  Hnmillon. 

Partons  des  équations  du  mouvement  d'un  point  matériel 
dans  un  champ  conservalif.  Soit  U  la  fonction  des  forces 
(rapportée  à  l'unité  de  masse).  Les  équations  du  mouve- 
ment, en  (coordonnées  cartésiennes  (rapportées  à  des  axes 
fixes  ?/,,  2/.^,  3/3)  s'écrivent 

J,-^  (,  =  1,2,3)    ,  (N) 

le  point  superposé  indiquant,  comme  d'habitude,  une  déri- 
vation par  rapport  au  temps  /. 
Si  l'on  désigne  par 

1 

le  carré  de  l'élément  linéaire  (paicouru  par  le  mobile  dans 
un  temps  infiniment  pelit)  et  par  v  la  vitesse  du  point  mobile 
(en  valeur  absolue),  on  aura 

dt-      -ii^r  i 
1 

11  est  bien  connu  cju'en  posant 


1  Voir  par  exemple  les  belles  leçons  professées  par  M.  WfcYi.  à  l'Ecole  polytechnique  de 
Zurich,  recueillies  dans  llauiii,  Zeit  iind  Materie  [Berlin:  Spfinger  (2"  édit.),  1919]:  ou,  en 
résumé,  les  rapports  de  M.  de  Sn'TiîK  [Monthli/  Notices,  vol.  LXXVI,  1916,  pp.  699-728;  vol. 
LXXVII,  1916.  pp.  l.î-)-18'i  :  vol.  LXXVIII,  19IT,  pp.  :)-281  et  de  M.  Rdhincton  [«  licport... 
presented  to  the  Physical  Socielv  of  London  »,   Fleetway  Press,  1918]. 
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les  équations  (N)  peuvent  être  renfennées  dons  la  fonnule 
(le  vai'ialion 

of\.dt  =  0  (H) 

((ui  exprime  le  principe  d'Hamillon. 

Fixons  un  instant  notre  attention  sur  Téquation  (U).  Elle 
implique  un  intervalle  dintégration  ^7^,  /,j  (]u'on  assigne 
préalablement  et  arj^ilrairement.  H  y  a  équivalence  parfaite 
entre  ces  deux  faits  :  1"  la  formule  (H)  subsiste  pour  toutes 
les  variations  dî/-  des  y.,  nulles  aux  limites  et  du  reste  arbi- 
traires. 2"  sont  vérifiées  les  équations  (N)  dans  le  même 
intervalle. 

C'est  la  conception  la  plus  simple  du  principe  d'Hamilton, 
dans   lequel   on    ne   fait   pas    varier   /,  c'est-à-dire   on    pose 

^t  =:  (I. 

Sont  aussi  classiques  quelques  généralisations  dans  les- 
((uelles  on  soumet  aussi  /  à  variation  avec  ou  sans  liaisons. 
Nous  aurons  bientôt  à  envisager  une  parmi  ces  généralisations 
qui  respectent  l'équivalence  de  (H)  avec  les  (N).  Mais  il  con- 
vient de  faire  auparavant  quelques  remarques.  Si  on  cbange  les 
coordonnées  d'une  manière  quelconque  en  substituant  aux 
trois  coordonnées  cartésiennes  ?/i ,  ?/.,,  î/g  des  coordonnées 
curvilignes  quelconques  ou  encore  plus  généralement  trois 
paramètres  de  Lagrange  .r,  ,  .r,,  .r^  liés  à  ?/, ,  ?/,.  3/3  par  des 
relations  qui  peuvent  contenir  aussi  le  temps,  régulières  et 
réversibles  dans  le  champ  considéré, 

•»•/,  = -'v .'•.  •  y2-  y-A'  ')      (A  =  1. 2, 3i  ,T^| 

ou  encore  sous  forme  résolue  par  rapport  aux  ij.    /=  1,  2,  3) 

r.  =.r,(J',  ,   ^^2,   a-^,   t\  {i  =  1,  2,  3)  (ïj'l 

et  si  l'on  introduit  ces  expressions  dans  L,  elle  devient  une 
fonction  L(.r  \.r\  t)  des  variables  .r^,  .r^  {h  z=^  1.  2,  3),  /,  qua- 
dratique (en  général  non  homogène  de  .r).  Dès  {|u'on  adopte 
|)our  L  cette  cxj)ression  transformée,  la  formule  (H)  con- 
tinue naturellement  à  subsister  par  rapport  aux  nouvelles 
variables  r,  et  donne  lieu,  en  effectuant  la  variation,  à  trois 
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équations   différentielles  équivalentes  aux  équations  (Ni   et 
qui  ont  la  forme  classicjue  de  Lagrange 

; =  0         (A  =  1.  2,  3)   .  (M) 

dt  dXf^  bXf^ 

Cette  forme  présente  la  propriété  remarqualjle  d'être  inva- 
riante par  rapport  à  un  clioix  (pielconque  de  paramètres  de 
Lagrange  j?  (combinaisons  indépendantes  des  y  pouvant 
éventuellement  renfermer  le  temps). 

Remarque  l  (sur  la  notion  d'équations  invariantes).  La 
qualification  d'invariantes  vis  à-vis  d'un  choix  quelconque 
et  par  suite  aussi  d'une  transformation  des  .r  [de  type  (Tg)] 
dernièrement  attribuée  aux  équations  du  mouvement,  ne  doit 
pas  être  prise  dans  un  sens  absolu  :  c'est-à-dire  dans  le  sens 
(|ue  les  équations  différentielles  restent  matériellement  inal- 
térées (sauCun  pur  changement  de  symboles),  cpiel  que  soit 
le  choix  des  variables,  mais  dans  un  sens  relatif,  c'est-à-dire 
dans  l'acception  plus  large  d'une  invariance  subordonnée  à 
une  certaine  fonction  (ou  à  un  système  de  fonctions),  base 
des  transformations,  sur  laquelle  on  effectue  directement  la 
substitution  imposée  par  le  changement  de  variables.  La 
base  des  transformations  (T3)  pour  les  équations  de  la  dyna- 
mique est  évidemment  la  fonction  L,  unique  élément  dont  il 
faut  et  il  suffit  de  se  procurer  l'expression  explicite 

L  (.r  I  .r  I  /) 

dans  les  nouvelles  variables  j;  (et  leurs  dérivées  .r). 

En  faisant  intervenir  cet  élément  auxiliaire,  la  structure 
des  équations  (M)  reste  toujours  la  même,  quelles  que  soient 
les  coordonnées  de  référence. 

Remarque  H  (sur  la  base  commune  à  toutes  les  équations 
de  la  physique  mathématique).  On  notera  que  c'est  encore 
dans  un  sens  relatif  (parfaitement  analogue  à  celui  dont  on 
vient  de  parler)  que  les  équations  de  la  physique  mathéma- 
tique ont  un  caractère  invariant  par  rapport  aux  transforma- 
tions quelconques  des  coordonnées,  qui  ne  renferment  pas 
le  temps.  Dans  un  système  de  cette  forme  apparaîtront  gêné- 
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ralemenl  (-ertains  paramètres  physiques  avec  leurs  dérivées 
par  rapport  à  des  coordonnées  de  l'espace  et  au  temps.  Or, 
d'une  manière  absolue,  le  système  changera  certainement 
d'aspect  (au  moins  dans  la  généralité  des  casj  ((uand,  pai- 
exemple,  on  substituera  aux  coordonnées  cartésiennes  les 
coordonnées  polaires.  Mais  si  Ton  prend  comme  base  le  iW^ 
(carré  de  l'élément  linéaire  de  l'espace)  à  exprimer  chaque 
Ibis  en  fonction  des  coordonnées  x  auxquelles  on  veut  se 
rapporter  et  avec  lesquelles  on  a  en  général 


dt  =  ^    a^.dx.  dx. 

1 


(?) 


on  fera  apparaître  la  foi'me  différentielle  quadrati(|ue  '^'.  ou 
plus  explicitement  ses  coeflicients  «a,  et  il  sera  possible  d'at- 
tribuer au  svstème  d'équations  une  iorme  c|ui  reste  littéra- 
lement la  même,  quel  {|ue  soit  le  choix  des  coordonnées. 

Remarque  III.  La  base  dynamic(ue  L  implique  la  base  géo- 
métrique dll. 

Des  équations  (l.,    on  obtient,  en  dérivant  par  rapport  à  /, 

D'autre  part,  les  écpialions  (T3'  elles-mêmes,  considérées 
comme  formides  de  transformation  de  coordonnées,  dans 
lesquelles  l  figure  comme  sim[)le  paramètre,  donnent,  pai- 
dilférentiation, 

■'    ^^>.- 

dv,  =  ^    —dx.     . 


La  substitution  matérielle  de  ces  dernières  en  d/l  ■=■■  ^.dy"'. 

1 
donne  lieu    à  une  forme   tlifferenlielle  c|uadrati(jue,  (|u"on  a 

désignée  tout  à  l'heure  par   3  . 

1   ^     • 
La  substitution  analogue  des  ij.  dans  L  ^=  tt^^  i/'  +  ^    con- 

duit  naturellement  à  un  résultat  du  tvpe 

I^,  +  Im  +  l'o  . 
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1  < 
Lg  :^-^-T^  étant  du  second  degré,  L,  du  premier  degré  dans 

les  .r,  et  L^  fonction  seulement  des  .v  et  de  /. 

De  là  nous  voyons  que  la  base  dynamique  L  imj)lique  pour 
chaque  choix  spécial  des  (-oordonnées,  la  connaissance  des 
trois  termes  L2,  L, ,  L^,  ou  bien  équivaut  à  l'ensemble  de 
trois  bases  :  1"  une  ibrme  quadratique  qui  à  moins  du  facteur 

^-T^  (constant  par   rapport  aux  coordonnées  .r)  n'est  que  la 

base  géométrique  ((j?)  ;  2"  une  forme  linéaire  L,  [qui  a  trois 
coefficients  analogues  aux  six  a.^_  de  (9)];  3"  une  fonction 
hf){.ic\t)  qui  est  au  fond  un  dixième  et  dernier  coefficient 
de  L. 

On  pourrait  en  tirer  quelques  conclusions;  mais  il  nous 
suffira  de  retenir  que  la  base  géométrique  est  dans  tous  les 
cas  incluse  dans  la  dynamique  (non  réciproquement). 

2.  Traitement  de  t  au  même  pied  que  les  coordonnées  de 
l'espace  dans  l'algorithme  varialionncl.  —  Variété  analy- 
tique V^ .  —  Terminologie  à  quatre  dimensions. 

Gomme  conséquence  immédiate  des  équations  (M)  de 
Lagrange,  on  a  l'identité 

dt   )  'T^i   ^nr.       '    l  M 


l^X 


Ceci  posé,  imaginons  d'attribuer  dans  l'intervalle  (^q,  t^)  à 
la  variable  indépendante  ^,  une  variation  ôt  nulle  aux  limites 
et   du    reste   arbitraire.   Puisque,   par  ce   fait,   les  :r.  restent 

inaltérés  pendant  que   les  :r.:-=--T-  subissent  les  accroisse- 

menls 

•    d?jt 
'  '    dt 

on  voit  sans  peine  que  la  contribution  provenant  de  la  varia- 
tion de  /  dans  l'équation  (H),  soit 
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peut  (en  effectuant  une  intégration  [)ar  [)ai-tie)  être  mise  sous 
la  l'orme 

«0  ( 


1      ^^i 


C'est  zéro,  en  vertu  des  équations  (M),  d'après  ce  qu'on 
vient  de  remarquer. 

On  peut  donc,  dans  le  principe  variationnel  (H),  traiter  de 
la  même  manière  les  coordonnées  de  l'espace  .x\,  .rj,  x^  et 
aussi  t. 

Considérons,  par  simple  convenance  de  langage,  la  variété 
à  quatre  dimensions  V^  correspondant  aux  quatre  paramètres 
x.^  t,  variété  à  quatre  dimensions  dans  laciuelle  sont  repré- 
sentés simultanément  l'espace  et  le  temps. 

Un  système  de  trois  équations 

X.  =  x.(t)         {i  =  1,  2,  3)   , 

c'est-à-dire  un  mouvement,  dans  l'interprétation  cinéma- 
tique, donne  lieu  à  une  courbe  de  V^ ,  et  réciproquement. 
Une  telle  courbe  s'appelle  ligne  Jio/aire^,  comme  générali- 
sation naturelle  du  diagramme  plan  par  le(juel  (en  portant 
en  abscisses  les  temps  et  en  ordonnées  les  espaces  par- 
courus), on  a  l'habitude  de  représenter  Tallure  du  mouve- 
ment sur  une  trajectoire  préalablement  établie.  Adoptant 
celte  locution,  on  peut  dire  que  les  courbes  intégrales  des 
équations  (M)  sont  l'ensemble  des  horaires  de  V^ ,  à  partir 
desquelles  (les  limites  restant  fixes)  s'annule  la  variation  de 
l'intégrale 

fhdi  . 

3.  Le  caractère  invariant  du  principe  de  Hamilton  ne  peut 
pas  être   rapporté  à  V espace  V^ .   La   transformation  la  plus 


I  A  la  vérité,  la  dénomination  plus  répandue  serait  Ligne  universelle ,  d'après  Minkowski. 
qui  s'est  servi  pour  le  premier  de  la  représentation  à  quatre  dimensions  et  des  Weltlinien 
d'une  manière  systématique  dans  son  article  «  Raum  und  Zeit  »  {^Jahresbericht  der  Dentschen 
Mathcniatiker-Vereinignng,   B.   18,    1909,   pp.  75-88]. 

II  me  parait  cependant  préférable  de  se  rallier  à  l'usage  de  la  cinématique  élémentaire,  où 
l'on  appelle  précisément  ligne  horaraire  le  diagramme  dans  le  plan  (.«,  t)  d'un  mouvement 
curviligne  quelconque  défini  par  l'équation  s  =  s{t).  Un  mouvement  dans  l'espace,  défini 
par  trois  équations  x^  =  arj(/),  donne  lieu  a  un  diagramme  (à  quatre  dimensions)  parfai- 
temonl  analogue,  et  je  n'y  vois  aucune  raison   pour  introduire  une  locution  nouvelle. 
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générale  de  paramètres  dans  V^^  comprend  évidemment  trois 
équations  du  type  (T3),  moyennant  lesquelles  on  substitue 
aux  coordonnées  cartésiennes  y^.y.^^  y^  trois  combinaisons 
indépendantes  .r, ,  .r,,,  .v^  pouvant  renfermer  aussi  /;  et,  en 
outre,  une  quatrième  relation  moyennant  laquelle  on  subs- 
titue au  temps  t  une  dernière  combinaison  -T^iy^,  y.2,  y^,  t) 
(indépendante  des  trois  précédentes)  :  ce  nouveau  paramètre 
.Vf^  s'appelle  quelquefois  temps  local  parce  qu'il  dépend  non 
seulement  du  temps  ordinaire  /,  mais  encore  de  la  position. 
On  peut  partant  se  représenter  une  transformation  (T^j 
sous  l'aspect  suivant  : 

Tant  que  l'on  prend  L  comme  base,  la  forme  de  l'intégrale 

iLdl  n'a  évidemment  pas  un  caractère    invariant  vis-à-vis 

d'une  (T4),  dt  étant  en  général  remplacée  par  une  expression 
linéaire  dans  les  différentielles  des  quatre  variables  x.  On 
pourrait  chercher  à  substituer  à  la  base  L  quelque  chose  de 
plus  général  ;  il  serait  alors  possible  d'atteindre  le  but,  mais 
d'une  manière  complexe  et  inféconde,  et  on  perdrait  en  sim- 
plicité de  concept  et  de  forme  bien  plus  qu'on  ne  gagnerait 
en  généralité. 

11  n'est,  par  contre,  pas  difficile  d'arriver  à  une  forme 
expressive,  invariante  par  rapport  à  toute  (T^),  en  regardant 
le  principe  d'Hamilton  comme  un  résultat  d'approximation, 
si  grande,  bien  entendu,  que  dans  les  applications  courantes 
non  seulement  techniques,  mais  encore  astronomi(|ues,  on 
ne  rencontre  pas  des  différences  sensibles,  en  admettant,  à 
sa  place,  un  autre  principe  regardé  comme  rigoureux.  Une 
telle  cir('onstance  se  présentera  manifestement  toutes  les 
fois  que  les  termes  correctifs,  introduits  par  le  nouveau 
principe  hypothétique,  auront,  par  rapport  aux  homologues 
de  la  théorie  ordinaire,  un  ordre  de  grandeur  non  supérieur 
au  centmillionième  (10~*). 

Voici  une  réalisation  concrète  de  ce  critère. 
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4.  Forme  einsteiiiienne  du  principe  cVUami'don. 

Soit  c,  une  vitesse  constante,  1res  grande  par  rapport  à  la 
vitesse  maximum  atteinte  dans  les  mouvements  dont  nous 
nous  occupons.  D'une  manière  précise,  supposons  que   les 

nombres  purs 

v2  U 

-^        et        ^ 

soient  tous  deux  négligeables  par  rapport  à  Tunité.  Il  en  est 
bien  ainsi,  dès  qu'on  suppose  c  comparable  à  la  vitesse  de  la 
lumière,  non  seulement  pour  les  problèjnes  ordinaires  du 
mouvement  des  corps  terrestres,  mais  encore  en  mécanique 
céleste.  Pour  s'en  rendre  compte,  il  suffît  d'envisager  le  cas 
(le  plus  défavorable)  que  v  soit  une  vitesse  planétaire  et  U 
le  potentiel  newionien  qui  la  détermine,  ce  qui  fait  que  U 
(dans  le  champ  du  mouvement  de  la  planète)  est  sensible- 
ment du  même  ordre  de  grandeur  que  c^. 

Comme  ordre  de  grandeur  de  t',  on  peut  admettre  30  km. 
à  la  seconde,  ce  qui  convient  au  mouvement  orbital  terrestre. 

c  valant  en  chiffre  rond  300  000  km. /sec,  on  aura  - '--%  iO~* 

et  donc 

i.  et  "i  ^.  10-    . 

c-  c^ 

Gela  posé,  observons  d'abord  que,  $t  devant  s'annuler  aux 
limites  de  l'intervalle  d'intégration 

0  fdt  =  0   , 

de  sorte  qu'on  peut  substituer  à  L  comme  fonction  sous  le 
signe  dans  l'équation  (H) 

Entre  parenthèses,  les  termes :r—^. r, ,  tout  en  étant 

'  2  €•  c- 

négligeables  par  rapport  à  l'unité,  sont  essentiels  pour  que 
le  principe  variationnel  ne  se  réduise  pas   à   l'identité.  Par 
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contre,  les  termes  d'ordre  supérieur  pourront  èlre  néoligés 
sans  plus  dans  Tapproximalion  convenue.  Il  sera  donc  permis 
d'écrire 


=  c^i/i  —  ':i  —  '^^  =  c  ic-  —  i'2  —  2u 


et  le  principe  de  llamilton  qui,  par  la  remarcjue  précédente, 

est  équivalente  à  è  f(c^  —  h)dl.  =  0,  peut,  si  Ton  omet  le  f'ac- 

'    .    ,  .    rf/'  . 

teur  constant  c  et  si  l  on  écrit  -A  au  lieu  de  p^,  être  remplacé 

par 


ou  bien,  en  posant 

J.s2=  (c'  —  2V)dt^  —  d^^  ,  |D, 

par 

ofds  =  0  .  (H') 

Puisque,  en  se  rapportant  aux  coordonnées  cartésiennes, 

(ir  vaut  ^.dy],  le  ds^  qu'on  vient  d'introduire  est  une  forme 

différentielle  quadratique  quaternaire,  indéfinie  parce  que 
(même  avec  des  valeurs  réelles  et  infiniment  petites  de  dl , 
f/?/, ,  dy^,  dy^  il  est  susceptible  de  prendre  des  détermina- 
tions soit  positives,  soit  négatives.  Il  faut  en  outre  avertir 
([ue,  dans  le  domaine  des  phénomènes  que  nous  considérons, 
on  a  toujours  ds^  ^  0.  Pour  s'en  (convaincre,  il  suffît  de 
noter  que,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  c^di^  et  en  rem- 

plaçant  de  nouveau  ~t\  par  c^,  on  peut  écrire 

ds'-  =  c^dl'(l  —  ï  — 


et  ceci  prouve  l'assertion,  puisque  la  quantité  entre  paren- 
thèses est  certainement  positive,  tant  que  subsistent  les 
limitations  quantitatives  dont  nous  sommes  partis. 

Si  on  substitue  aux  arguments  t,  ?/, ,  t/,,  7/3  quatre  quel- 
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roiHjiies  de  leurs  combinaisons  x^^  .r, ,  jr.^,  .f-, ,  en  eirectiiaiil 
une  (Tj\  le  ds"'  conserve  le  caractère  de  ("orme  (|na(lralif|ue 
dans  les  diirérentielles  des  variables  indé[)endantes.  Les 
coefiicients  changeront,  on  perdra  en  général  la  l'orme  orllio- 
gonale  (absence  de  ternies  rectangles;;  mais  de  (|uelque 
façon  que  l'on  procède,  l'expression  explicite  rentrera  dans 
le  type 

0 

les  coefiicients  g.^_  =  g^.,  au  nombre  de  dix,  étant  en  général 
fonctions  des  .r. 

Il  importe  essentiellement  de  retenir  qu'en  prcnaiti  le  ds* 
poiir  base,  (H')  présente  manifesLemenl  un  caiactèie  invariant 
par  rapport  à  n'importe  quel  choix  de  coordonnées  dans  \\. 
Gela  constitue  une  supériorité  bien  remar(juable  de  (H'y  sur 
le  principe  originaire  d'Hamilton. 

5.  Interprétation  pseudo- géométrique. 

La  forme  ds"^  est  indéfinie,  comme  nous  l'avons  observé 
tout  à  l'heure,  et  a  même  pour  indice  d'inertie  3^  Par 
extension  analytique  à  travers  l'imaginaire,  rien  n'empêche 
d'adopter  les  locutions  géométriques,  dont  on  fait  habituel- 
lement usage  (|uand  il  s'agit  d'une  forme  quadratique  essen- 
tiellement positive,  en  l'interprétant  comme  carré  de  la  dis- 
tance de  deux  points  très  voisins  d'une  \\j . 

Les  définitions  et  les  équations  (non  en  général  les  inéga- 
lités) de  la  géométrie  diflerentielle  restent  alors  valables 
au  point  de  vue  analytique,  sauf  quelques  réserves  provenant 
du  fait  qu'en  géométrie  infinitésimale,  d'après  le  caractère 
défini  du  ds^^  on  peut  exclure  systématiquement  que  le  ds' 
s'annulle,  tandis  qu'avec  un  ds"^  indéfini  l'éventualité  doit 
être  examinée. 

Ceci  posé,  on  peut  bien  dire  que  le  ds'^  d'Einstein  [défini 
par  (D),  ou,  en  coordonnées  générales,  par  (E)]  établit  une 
détermination  métrique  en  V^ ,  et  que  les  géodésiques  de 
cette   métrique   (courbes    qui    rendent    minimum     fds   sans 


'  Nombre  des  coefûcienls  négatifs  dans  une  expression  canonique  (quelconque). 
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annuler  cls)  ne  sont  pas  autre  cliose  que  les  courbes  horaires 
du  problème  mécanique  fondamental. 

6.  Une  application  particulière  de  (H'j  —  Transformations 
de  Lorentz. 

Les  équations  du  mouvement  sous  la  forme  originaire 
newtonienne  (N)  impliquent,  comme  on  le  sait,  l'uniformité 
du  mouvement  quand  la  force  est  nulle,  ou,  ce  qui  revient 
au  même  (à  moins  d'une  constante  non  essentielle),  quand 
U  =  0.  (H)  qui  équivaut  rigoureusement  aux  (N),  définit 
donc,  |)Our  U  =  0,  des  mouvements  uniformes.  Cette  pro- 
priété continue  à  subsister  aussi  pour  la  nouvelle  forme 
einsteinienne  {H')  du  principe  d'Hamilton,  qui  n'est  pour- 
tant pas  rigoureusement  équivalente  aux  équations  (N).  Pour 
s'en  rendre  compte,  on  remarque  d'abord  que,  pour  U  =  0, 
(D)  se  réduit  à 

ds'  =  c^dt^  —  dl'  (D„) 

0  0  ^     u 

de  sorte  qu'en  se  rapportant  à  des  coordonnées  cartésiennes 
et  en  posant 


L*  = 


(H'),  qui  devient 
peut  être  écrite 


fwdt  = 


0 


Les  équations  de  Lagrange  correspondantes,  par  le  fait 
que  L*  ne  dépend  pas  explicitement  des  ?/,  donnent  après 
coup  les  trois  intégrales  premières 


r>L* 

=  constante  (/  =  1,  2,  3) 


d'où  la  constance  de  tous  les  ?/,   c.  q.  f.  d. 

Ceci  posé,  considérons  une  catégorie  particulière,  mais 
très  importante  de  transformations  (T4)  ainsi  spécifiées.  Du 
quaterne    (?,  3/,,  3/,,  3/3)   on    passe   à    un    nouveau    quaterne 
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(/',  ?/,',  3/0',  7/3';,  pour  lequel  la  forme  (Do)  du  ''/■v'  reste  inal- 
térée :  dans  le  sens,  bien  entendu,  qu'en  vertu  des  formules 
de  transformation  on  ait  identiquement 

:i  3 

as    —  c'-dC-  —  ^  ây.  =  c^-dl"'  —  "5   ^v')     . 

(Hô)  nous  montre  alors  c|ue,  aussi  dans  le  nouveau  qua- 
lerne,  en  considérant  l'  comme  temps  et  y/,  y,',  y/  comme 
coordonnées  cartésiennes,  le  mouvement  apparaîtra  uniforme. 
De  telles  transformations  furent  efTectivement  construites 
par  Lorentz,  de  sorte  qu'on  peut  les  appeler  lorentziennes 
nous  les  désignerons  brièvement  par  (A). 

M.  Marcolongo  vous  en  présentera  prochainement  une 
belle  illustration  vectorielle.  C'est  lui  qui  remarqua  le  pre- 
mier '  comment,   en    posant  \/ —  ict  =^1/0-,   ce  qui    fait  que 

3 
dsl  prend  la  forme  euclidienne  —  2.^^,?/''  les  transformations 

0 

3 

de  Lorentz  laissent  inaltérée  la  forme  '^.dy]^  de  sorte  que 

II 

{faisant  ici  encore  abstraction  d'un  passage  à  travers  l'ima- 
ginaire) elles  sont  substantiellement  identiques  aux  mouve- 
ments d'un  espace  euclidien  à  quatre  dimensions. 

Je  ferme  la  parenthèse  au  sujet  de  l'existence  effective  de 
ces  transformations  spéciales  (A),  et  je  signale  un  impor- 
tant corollaire.  Chaque  (A)  transforme,  comme  il  a  été  dit, 
un  mouvement  uniforme  quelconque  en  un  nouveau  mouve- 
ment également  uniforme;  on  ne  peut  cependant  pas  affir- 
mer que,  par  l'effet  de  la  transformation,  la  vitesse  reste 
inaltérée.  Mais  il  y  a  au  moins  un  cas,  dans  lequel  cette  cir- 
constance se  présente.  Il  se  rapporte  aux  mouvements  de 
vitesse  c  (cette  vitesse  constante,  très  grande,  cjue  nous 
avons  introduite  originairement  pour  modifier,  d'une  manière 
quantitativement  insensible,  mais  théoriquement  féconde  en 
conséquences,  la  formule  d'Hamilton). 


*  Dans   la   note    «  Sugli    intcgrali   délie  eqiiazioni  délia  elcttrodinamica  »,    Rendiconti  dei 
Liiicei,   ser.  5,  vol.  XV',   1906,  pp.  344-349. 
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En  ell'el,  pour  iiu  mouvement  de  vitesse  c  (par  rapport  aux 

dt 
paramètres   /,  ^, ,  y.^,  ^3)   on   a   évidemment   c^  =  j-°  et   par 


suite 


ds'  =  c-di-  —  dl-  =  0 


Vu  l'invariance  (non  seulement  du  dsl,  mais  encore  de  la 
:i 
forme  spéciale  c^dt^  —  ^i'-^V^  ^^  ^^  dernier)  quand  on  passe 

1 

aux  nouvelles  variables  accentuées  par  une  transformation 
de    Lorentz,    on    a,   aussi    pour    le    mouvement   transformé, 

:! 

c'dt''  —  ^.dy';  =  0,  et  de  là  la  vitesse  c.  C.  q.  f.  d. 

1 

7.  L'optique  géométrique  sous  son  aspect  le  plus  élémen- 
taire. 

Dans  la  représentation  géométrique  des  rayons  lumineux 
on  admet,  comme  dans  la  niécani(jue  newtonienne,  un  repère 
absolu.  Pour  rendre  la  représentation  expressive,  imaginons 
un  milieu  hy[)othétique  en  repos  qui  constitue  comme  le 
support  des  phénomènes  optiques  :  le  soi-disant  éther  cos- 
mique. Dans  les  espaces  vides  de  matière  pondérable,  la 
lumière  se  propage  en  ligne  droite  avec  une  vitesse  cons- 
tante c  par  rapport  à  l'éther,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
par  rapport  à  des  axes  fixes  :  nous  entendons  par  fixes, 
immobiles  par  rapport  à  Téther.  c  est  donc  la  vitesse  de  la 
lumière  telle  qu'elle  apparaît  à  un  observateur  O,  en  repos 
par  rapport  à  l'éther. 

Considérons  un  solide  C  animé  d'un  mouvement  de  lians- 
lation  de  vitesse  w,  et  un  faisceau  de  rayons  parallèles  se 
propageant  dans  le  môme  sens  que  le  mouvement. 

Par  rapport  à  l'observateur  0,  le  phénomène  lumineux 
(en  se  bornant  à  l'aspect  cinématique)  se  présente  —  nous 
l'avons  rappelé  tout  à  l  heure  —  comme  un  certain  mouve- 
ment uniforme  de  vitesse  c. 

En  vertu  des  principes  de  la  cinématique,  la  vitesse  ana- 
logue, par  rapport  à  un  observateur  O'  invariablement  lié 
avec  G,  devrait  être  c  —  u. 
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Or  (si  petit  que  soit,  dans  le  domaine  des  vitesses  réali- 
sables avec  des  corps  matériels,  le  rapport  -  et  encore  plus 
son  carré  -,  (|ui  seul  est  accessible  à  un  contrôle  expéri- 
mental efTectil")  on  peut  admettre  comme  sûrement  acfjuis, 
à  la  suite  d'une  expérience  classique  de  Michelson,  répétée 
ultérieurement  par  d'autres  physiciens  et  récemment,  sur 
de  nouvelles  bases,  par  M.  Majorana,  que  la  vitesse  de  pro- 
pagation est  encore  c  aussi  par  rapport  à  0'. 

Pour  expliquer  cette  constatation  expérimentale,  il  suffit 
évidemment  c|ue  ce  qui  apparaît  macroscopiquement  comme 
une  translation  d'un  corps  C  doué  de  vitesse  a,  soil,  dans 
un  stade  plus  perfectionné  de  mesure,  une  transformation 
(A):  résultant  eflectivemeut  de  l'étude  de  ces  transforma- 
tions que  chaque  translation  uniforme  ordinaire  peut,  très 
sensiblement,   être   confondue  avec    une   (A)  (à  moins   d'un 

dixmillionième,    pourvu    f|ue  —  <^  10~*). 

Il  s'ensuit  que  la  loi  classique  de  l'optique  géométrique 
(([lie  la  propagation  est  rectiligne,  uniforme,  de  vitesse  c), 
ainsi  que  les  expériences  célèbres,  auxquelles  je  faisais  allu- 
sion un  peu  plus  haut,  restent  respectées  pourvu  cjuon 
admette  le  principe  suivant  :  la  propagation  de  la  lumière 
(comme  le  mouvement  d'un  point  matériel  en  l'absence  de 
forces),  est  régie  par  la  loi 

6  /  ds^  ■=.  0  (mouvement  unifoi-mel    ; 

avec  la  spécification 

ds    =:  0  (ce  qui  équivaut  à  dire  mouvement  de  vitesse  t)    , 

et  la  remarque  essentielle  que  le  phénomène  de  la  transla- 
tion des  solides  doit  èlre  conçu  comme  très  légfèrement  dil- 
férent  de  la  description  cinématique  ordinaire,  de  manière  à 
correspondre  à  une  transformation  A  .  M.  Gastelnuovo  l'a 
déjà  expliqué  substantiellement  dans  une  conférence  f|u'il  a 
donnée  ici-même  il  y  a  quelques  années':  M.  Marcolongo  en 


Il  principio  di  relatività  e  i  fenomeni  ottici  »  in  Scieiitia,  vol.  IX,   1911.  pp.  tli-86. 
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reparlera  prochainement.  Quant  à  moi,  il  me  suffit  d'avoir 
signalé  que  Toptique  géométrique  tend,  même  dans  sa  forme 
la  plus  schématique  —  non  pas  simplement  par  une  idéo- 
logie mathématique  de  plus  grande  généralité,  mais  par 
vertu  d'expérience  —  à  attribuer  une  importance  fondamen- 
tale à  la  forme  quaternaire 

ds'  =  c^dt-  —  df  .  (DJ 

0  0  V       0/ 

8.  Rapprochement  des  deux  conclusions  mécanicjue  et  op- 
tique. —  Induction  naturelle  concernant  la  valeur  numérique 
de  c  et  L'optique  géométrique  dans  un  champ  de  force. 

Pour  les  mouvements  spéciaux  qui  correspondent  à  la  pro- 
pagation de  la  lumière  dans  l'éther,  en  l'absence  de  circons- 
tances perturbatrices,  la  forme 

c'^-df^  —  dt 

0 

joue  le  rôle  de  base,  et  la  constante  c  y  a  une  valeur  bien 
déterminée. 

Pour  les  mouvements  usuels  (vitesse  des  planètes  au  maxi- 
mum) et  sous  l'action  de  forces  conservatrices  —  nous  disons 
en  présence  de  masses  données  —  la  forme 

ds-  =:  (c-  —  2\]]dt-  —  di]  (D) 

sert  de  base.  Dans  cette  forme  la  constante  c  n'est  soumise 
qu'à  la  restriction  qualitative  d'être  assez  grande,  et  l'in- 
fluence des  masses  modifie  quelque  peu  le  coefficient  de  dt'^. 
Si  on  aspire  à  l'unité  de  conception  des  phénomènes  phy- 
siques, on  en  vient  naturellement  à  admettre  que,  cseteris 
paribus,  une  même  forme  différentielle  ds'^  domine  à  la  fois 
le  mouvement  des  points  matériels  et  la  marche  des  ra3^ons 
lumineux,  fonctionnant  comme  base  dans  les  deux  cas.  On 
devra  pour  cela  attribuer  à  la  constante  c,  dans  le  cas  dyna- 
mique général,  la  valeur  qui  lui  convient  dans  le  phéno- 
mène optique  susdit.  Alors,  tout  d'abord,  en  l'absence  de 
circonstances  perturbatrices,  en  particulier  de  masses  à  dis- 
tance sensible,  c'est-à-dire  si  U  =  0,  le  ds^  mécanique  s'iden- 
tifie effectivement  avec  le  dsl  de  l'optique  limite. 
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De  plus,  puisque,  quand  U  =  0  (c'est-à-dire  en  l'absence 
de  masses  à  distance  sensible),  on  a  pu  résumer  l'oplique 
géométrique,  grâce  à  rinlervenlion  du  ds\^  en  deux  lois  c|ui 
se  présentent  comme  limite  de  lois  dynamiques,  on  est  con- 
duit à  étendre  la  même  idée  au  cas  où  il  existe  des  masses 
(U  5z£:  0).  La  propagation  de  la  lumière  sera  donc  gouvernée 
dans  chaque  éventualité  par  les  postulats  suivants  : 

1"  (comme  pour  les  mouvements  matériels).  Principe  géo- 
désique  : 

"^ds  —  0   . 


ô/. 


2°  ds-=^0,  ce  qui  équivaut  à  dire  qu'il  s'agit  de   mouve- 

dt' 
2U' 


ments  pour  lesquels  le  carré  de  la  vitesse  \^  =  -j-^  vaut 


V- =  c-  —  2U  =  cH  1 


La  vitesse  V  en  résulte  légèrement  différente  de  c,  c'est- 
à-dire  (à  moins  de  termes  absolument  négligeables)  exprimée 
par 


V=  c(l-H 


On  peut  résumer  les  deux  postulats  en  un  énoncé  géomé- 
trique expressif,  dû  à  M.  Hilbert^  : 

Dans  notre  métrique  conventionnelle  (D)  les  rayons  lumi- 
neux sont  des  géodésiques  de  longueur  nulle. 

9.  Courbure  des  rayons  lumineux  sous  l'action  de  masses 
matérielles. 

La  présence  de  la  fonction  \J  dans  le  ds^  fait  naturellement 
présumer  que  la  trajectoire  des  rayons  lumineux  ne  sera 
plus  rigoureusement  rectiligne,  comme  pour  U  =  0. 

Si  nous  explicitons  les  équations  différentielles  équiva- 
lentes au  principe  variationnel  et  si  nous  éliminons  dt  au 
moyen  de  l'équation  r/^- :=  0,  nous  définissons  les  ravons, 
c'est-à-dire  les  courbes  suivant  lesquelles  ils  se  propagent. 
Celles-ci    se    trouvent   ainsi    caractérisées    quantitativement 


*  «Die  Grundlagen  der  Physik  «  (zweite  Mitteilung),  Gôttinger  yachrichten,  191T. 
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d'une  manière  précise  qui  nous  a  été  suggérée  par  la  repré- 
sentation mathématique  des  phénomènes. 

Une  confirmation  très  expressive  du  passage  de  l'allure 
rectiligne  à  Tallure  curviligne,  par  TefFet  d'un  champ  de 
Ibrce,  nous  est  Iburnie  par  des  considérations  physiques  de 
toute  autre  nature.  Et  voici  (^omment. 

Dans  les  corps  radioactifs  se  trouve  emmagasinée  une 
quantité  énorme  d'énergie  :  il  suffit  de  penser  qu'une  masse 
de  i-adium,  même  petite,  est  capable  de  rayonner  pendant 
nombre  d'années,  sans  modification  sensible,  assez  de  cha- 
leur pour  porter,  chaque  heure,  de  0°  au  point  d'ébuUilion 
une  masse  égale  d'eau.  Seulement  au  bout  d'un  temps 
très  long  (plus  de  2500  années  pour  le  radium,  et,  pour 
d'autres  éléments  radioactifs,  comparable  à  la  durée  des 
époques  géologiques)  la  provision  de  chaleur  tendrait  à  dis- 
paraître. Quoique  la  radioactivité  ne  soit  pas  une  propriété 
générale  des  corps,  elle  rend  manifeste  que  (au  moins  dans 
quelques  cas)  la  matière  renferme  une  provision  énorme 
d'énergie,  et,  sous  cette  forme,  la  constatation  est  générali- 
sable  par  induction  à  chaque  atome  de  matière  pondérable. 
On  peut  même  faire  une  évaluation  c|uantitative  qui  nous 
engage  à  prendre  comme  mesure  de  cette  énergie  j)ic^, 
m  étant  la  masse  de  la  matière  dont  il  s'agit.  Il  en  résulte 
alors  que  celte  énergie  intrinsèque  de  la  matière  est  d'un 
ordre  de  grandeur  bien  autrement  plus  considérable  que  les 
deux  autres  formes  d'énergie  qu'on  fait  intervenir  en  mé- 
canique   élémentaire,    l'énergie    cinétique   — ^   et   l'énergie 

potentielle  (ou  de  position)  dé[)endant  de  la  place  que  la 
masse  m  occupe  dans  un  champ  de  force.  Quoique  de  beau- 
coup prépondérante  sur  ces  deux  formes,  l'énergie  intrin- 
sèque peut  être  ignorée  de  la  mécani(|ue  ordinaire  préci- 
sément à  cause  de  ce  caractère  intrinsèque,  c  est-à-dire  par 
le  fait  qu'elle  reste,  au  moins  sensiblement,  invariée  par 
rapport  aux  phénomènes  du  mouvement. 

La  proportionnalité  entre  masse  matérielle  et  énergie  ad- 
mise, ces  deux  entités  physiques  deviennent  concomitantes  : 
oii  il  V  a  de  la  matière  dans  le  sens  ordinaire  du  mot,  il  v  a 
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aussi  tle  l'énergie,  même  (par  rapport  aux  apprécialions  habi- 
tuelles en  kilogrammèlres)  beaucoup  d'énergie,  à  cause  du 
facteur  c";  et,  réciproquement,  l'énergie  implique  la  matière, 
raréfiée  parfois  à  un  tel  degré  (|u'on  ne  puisse  pas  la  déceler 
par  des  moyens  relativement  grossiers  (comme  les  pesées 
ou  autres  expériences  statiques),  mais  cependant  toujours 
douée  des  caractéristiques  mécaniques  fondamentales  de  la 
matière,  telles  que  la  gravitation  (c'est-à-dire  l'aptitude  à 
ressentir  l'attraction  newlonienne  d'autres  masses)  et  l'inertie. 

Ceci  dit,  je  rappelle  que  n'importe  quelle  théorie  physique 
de  la  lumière  (dans  laquelle  l'analyse  est  poussée  au  delà  de 
la  simple  schématisation  cinématique  ,  qu'il  s'agisse  de  théo- 
rie élastique  ou  de  théorie  électromagnétique,  porte  à  consi- 
dérer les  rayons  lumineux  comme  des  lignes  de  flux  ou,  si 
l'on  veut,  des  trajectoires  de  l'énergie  se  propageant  le  long 
de  celles-ci  avec  la  vitesse  c. 

D'après  la  relation  précédente  de  proportionalité,  cela  re- 
vient à  dire  que  le  long  des  rayons  lumineux  il  y  a  aussi  un 
flux  de  matière.  Celui-ci  est,  certainement,  dans  des  propor- 
tions tellement  réduites  f|ue  l'ancienne  explication  corpuscu- 
laire ne  peut  plus  se  justifier  et  que,  comme  première 
approximation,  c'est  bien  toujours  la  théorie  ondulatoire  qui 
tient  le  champ  ;  mais  il  y  a  quand  même  flux  de  matière. 
Comme  celle-ci  est  soumise  à  l'attraction  newtonienne  des 
masses  situées  dans  le  champ,  il  en  résulte  la  conclusion 
générale  (jiie  les  rayons  se  courbent.  Du  reste,  avec  les  seules 
prémisses  exposées  tout  à  l'heure,  on  peut  aussi  passer  au 
quantitatif  et  former  les  équations  diff'érentielles  des  rayons. 
11  suffit  de  noter  que,  pour  un  élément  quelconque  de  notre 
matière  très  subtile  voyageant  le  long  du  layon  avec  la  vitesse 
c(ou  très  rapprochée  de  c),  sont  valables  (en  négligeant  dans 
une  première  approximation  la  correction  éventuelle  à  appor- 
ter à  c)  les  relations 

c^  _  jAJ  iH  —  0 

où  n  et  b  désignent  les  directions  (à  priori  inconnues)  de  la 
normale  principale  et  de  la  binormale  au  rayon  dans  un 
quelconque  de  ses  points,  et   o  le  rayon  de  courbure  en  ce 
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point.  Celles-ci  coïncident  (dans  une  première  approximation) 
avec  les  équations  différentielles  qu'on  déduirait  du  principe 
variationnel  combiné  avec  ds^  =  0. 

10.  Correction  einsleinienne  des  équations  de  la  physique 
mathématique.  —  Relativité  de  la  première  manière. 

Les  lois  des  phénomènes  naturels,  disons,  pour  fixer  les 
idées,  d'une  classe  déterminée  de  phénomènes  naturels  (par 
ex.  la  mécanique  des  systèmes  continus,  rélectromagnétisme. 
la  thermodynamique),  telles  qu'elles  se  trouvent  traduites  en 
équations  suivant  les  théories  classiques  de  la  physique  ma- 
thématique, présentent  toutes,  comme  on  l'a  déjà  dit  [n"  1, 
remarque  11],  caractère  invariant  par  rapport  aux  change- 
ments quelconques  des  coordonnées  de  l'espace,  toutes  les 
l'ois  qu'on  prend  le  dll  spacial  comtne  forme  fondamentale, 
c'est-à-dire  comme  base  de  transformation. 

Dans  ces  équations  apparaît  (à  moins  qu'il  ne  s'agisse  de 
phénomènes  statiques)  aussi  le  temps  t;  mais  la  variable  t 
ne  pourrait  être  combinée  avec  les  autres,  dans  une  trans- 
formation éventuelle,  sans  que  disparaisse  le  caractère 
invariant  des  équations. 

Soit  par  exemple  : 

G,  =0   ,  Q^^O    ,    ...   ,   Q,„  =  0  LQ) 

le  système  qui,  suivant  le  schéma  habituel,  traduit  en  équa- 
tions une  théorie  physique  déterminée.  11  y  apparaîtra  certains 
paramètres  /;, ,  p^,  ...,  />„,  spécifiques  de  la  théorie,  outre 
(au  moins  en  général)  les  coordonnées  d'espace  et  de  temps. 
Imaginant  le  système  rapporté  à  des  coordonnées  générales 
X  ,.r.,,.r3,  il  y  apparaîtra  ultérieurement  les  coefficients  aïk 
du  carré  de  l'élément  linéaire  exprimé  au  moyen  des  r  : 

1  I 

Le  système  (Q)  Iraduit  des  relations  physico-géométriques 
et  a  d'après  cela  un  caractère  invariant  par  rapport  aux 
transformations  de  coordonnées. 

Permettez-moi  à  ce  propos  une  brève  digression,  qui 
pourra  vous  sembler  oiseuse  au  premier  moment,  mais  qui 


LA    MECANIQUE    NOUVELLE  25 

est  par  contre  essentielle  comme  acheminement  analylifjiie 
vers  la  relativité  générale. 

Dans  les  (£>)  interviennent  seulement  les  a^k  et  leurs  déri- 
vées/;/•<?/;? /è-ze^  ;  ceci  est  au  moins  valable  pour  les  exemples 
les  plus  imporlants  auxquels  nous  pouvons  liniiter  notre 
discours.  La  structure  des  (iiy,  par  ce  fait,  n'est  par  subor- 
donnée à  rhypofhèse  que  <//' soit  euclidien.  Les  (û)  peuvent 
être  interprétées,  sans  demander  aucune  modification  Ibr- 
melle,  comme  l'extension  la  plus  spontanée,  même  (avec 
certaines  restrictions)  la  seule  possible,  des  lois  physicpies 
ordinaires  à  un  espace  de  nature  métrique  quelconque,  c'est- 
à-dire  ayant  pour  carré  de  l'élément  linéaire  une  forme 
différentielle  quadratique  définie 

3 

dl   =  ^     a,,,  dx.  dx.    , 

0  ^^ik  * 

1 

donnée  à   priori,   et  par  suite  en   général  non-euclidienne, 
c'est-à-dire  non  réductible,  par  un  (dioix  opportun  de  varia- 

3 

blés,  au  type   élémentaire  2^2/' • 

1 

Cette  extension  pouvait  paraître  jusqu'à  hier  de  la  méta- 
physique pure  ou  tout  au  moins  un  médiocre  exercice 
mathématique,  parce  que  rien  ne  poussait  à  renoncer  à  l'hy- 
pothèse fondamentale,  suggérée  par  des  intuitions  primor- 
diales, et  mûrie  à  travers  des  constatations  toujours  plus- 
subtiles,  que  l'espace  dans  lequel  nous  vivons  soit  rigou- 
reusement euclidien.  Aujourd'hui  il  n'en  est  plus  ainsi. 
Nous  verrons  même  dans  un  instant  quelles  sont  les  oppor- 
tunités de  synthèse  de  concept  qui  poussent  à  reconstruire 
la  philosophie  naturelle  sur  une  base  plus  large,  réservant, 
bien  entendu,  le  jugement  définilif  sur  la  reconstruction  au 
moment  oii  l'on  pourra  regarder  suffisants  le  nombre  et 
l'entité  des  confirmalions  que  lui  apportent  les  faits. 

Je  reviens  maintenant  aux  lû)  pour  attirer  votre  attention 
sur  des  modifications  qu'il  est  possible  de  leur  faire  subir, 
ici  encore  assez  radicales  dans  la  conce[)tion,  mais  telles 
qu'elles  n'altèrent  pas  d'une  manière  sensible  le  contenu 
quantitatif  dans  le  domaine  expérimenté  jusqu'à  maintenant. 
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Le  but  est  de  subslitiier  aux  (Q)  autant  d'équations 

R,  =  0  ,        R,  =  0  ,  .  .  ,        R,„  =  0  ,  (R) 

identiques  aux  mêmes  (Û)  dans  des  conditions  statiques 
(dûment  spécifiées),  et  douées  plus  généralement  de  carac- 
tère invariant  par  rapport  à  tontes  les  transformations  qua- 
ternaires de  variables  indépendantes  (non  pas  seulement  les 
changements  de  coordonnées).  Pour  atteindre  ce  but,  il  suf- 
fit, en  dernière  analyse,  de  prendre  comme  base  de  transfor- 
mation, au  lieu  du  dl^  spacial  ^  une  forme  (quelconque) 
quaternaire  ds^,  qui  se  réduise  à  —  d/-  pour  r// =:  0. 

Le  moyen  pour  établir  effectivement  le  système  (R),  en 
commençant  par  attribuer  la  forme  la  plus  indiquée  aux 
{ù)  dont  on  part,  est  fourni  très  facilement  par  les  méthodes 
du  calcul  différentiel  absolu  de  /?/cci  (associées,  bien  entendu, 
dans  chaque  cas,  à  quelque  complément  physique).  Mais 
laissons  la  partie  executive  en  nous  bornant  aux  passages 
conceptuels.  Supposant  que  les  (12)  originaires  se  rapportent 
à  l'espace  euclidien  de  la  physique  classique,  on  peut  pren- 
dre, par  exemple,  comme  nouvelle  base  la  forme 

ds    =  c-di-  —  dl    , 

0  0 

qui,  comme  nous  l'avons  vu,  domine  l'optique  géométrique 
limite,  c'est-à-dire  en  l'absence  de  circonstances  perturba- 
trices. 

C'est  ce  qu'on  faisait  dans  la  relativité  de  la  première 
manière,  dans  laquelle  —  il  importe  de  le  noter  —  la  dyna- 
mique du  point  matériel  doit  être  réformée,  elle  aussi,  en  se 
rapportant  au  dsl^  et  non  pas  de  la  manière  autonome  que 
je  vous  ai  déjà  indiquée,  suggérée  d'une  manière  si  spon- 
tanée par  le  principe  d'Hamilton. 

Je  ne  puis  passer  sous  silence,  à  cause  de  son  importance 
intrinsèque  et  historique,  le  fait  très  remarquable  qu'il  existe 
un  système,  celui  qui  régit  les  phénomènes  électromagné- 
tiques dans  les  milieux  impolarisables  en  repos,  pour  lequel 
les  équations  (R),  formées  sur  la  base  du  dsl  optique,  s'iden- 


'  Je  dis  d'une  manière  générale  dP  et  non  di^,  parce  que  l'observation  précédente  du  texte 
autorise  à  rapporter  les  (il)  à  un  espace  de  nature  métrique  quelconque. 
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ti fient  précisément  avec  les  originaires  (12).  Justement  cette 
coïncidence  donna  la  première  impulsion  à  la  théorie  de  la 
relativité,  dans  le  sens  restreint  indicjué  plus  haut,  ce  qui 
explicjue  la  place  prépondérante  accordée  au  point  de  vue 
éle('troniagnéti((ue,  dans  les  premières  expositions  systé- 
mati(|ues  de  la  théorie. 

Mais  revenons  à  la  base  de  transformation. 

Déjà  dans  cette  course  rapide  à  travers  les  innovations 
suggérées  par  le  désir  de  s'affranchir  d'un  temps  absolu 
dans  la  dvnamique  du  point  matériel,  nous  avons  été  amené 
à  substituer  au  ds\  de  l'optique  limite  un  c/.y^  un  peu  plus 
général 


c|ui  varie  dans  chaque  cas  en  dépendance  du  (-hamp  de  force. 
On  pourrait,  dans  toute  théorie  physique,  prendre  comme 
base  un  tel  ds^  dans  lequel  on  tient  compte  de  U.  ou  bien 
en  substance  des  masses  en  présence  desquelles  ont  lieu 
les  phénomènes  considérés. 

Et  il  serait  ainsi  possible  de  prévoir,  et  serait  fixée  cjuanti- 
tativement  par  les  équations  (R),  une  influence  (qui  se  super- 
pose à  celle  éventuellement  envisagée  par  les  théories  ordi- 
naires), certainement  très  petite  mais  pas  rigoureusement 
nulle,  du  champ  de  force  dans  lequel  se  déroule  la  catégorie 
des  phénomènes  examinés. 

^lais  il  y  a  encore  un  dernier  pas  à  faire  pour  une  syn- 
thèse compréhensive  de  tous  les  phénomènes. 

11.  Influence  de  tous  les  phénomènes  physiques  sur  les 
mesuies  de  l'espace  et  du  temps.  —  Relativité  générale. 

Il  convient  de  généraliser  le  critère  qui  nous  a  conduit  à 
prendre  comme  base  dynamique  et  optique  le  ds^  à  quatre 
dimensions  de  la  Ibrmule  ,D),  sur  la  nature  duquel  influe 
essentiellement  la  matière  environnante  par  Tintermédiaire 
du  potentiel  U).  Spéculativement,  le  fait  que  la  matière 
influe  permet  de  penser  que  non  seulement  la  matière,  mais 
encore  toute  autre  circonslan('e  physif|ue  ^mouvement,  état 
électrique,  efforts  locaux,  etc.)  peut  exercer  une  influence 
analogue,  qui  modifie  très  légèrement  (toujours  dans  l'ordre 
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de  -^  au  plus,  clans  les  tonditions  ordinaires)  toute  la  struc- 

Uire  du  ds^  (non  seulement  le  coefficient  du  dt^).  Ceci  porte 
en  particulier  à  la  conséquence  (vu  que  pour  dt^O,  ds^  se 
rapporte  purement  à  l'espace)  que  l'espace  géométrique 
ambiant  ne  restera  pas  en  général  rigoureusement  euclidien, 
comme  il  fut  toujours  postulé  jusqu'à  maintenant  dans  toute 
théorie  concrète  de  phénomènes  physiques,  mais  qu'il  s'en 
écartera  plus  ou  moins  suivant  les  influences  extérieures. 
Notons  en  passant  que  (pas  à  trois,  mais)  à  deux  dimensions, 
on  a  un  exemple  concret  de  variabilité  de  l'élément  linéaire 
suivant  les  circonstances,  en  considérant  une  membrane 
élastique.  Le  lien  entre  la  nature  du  r/.ç^  qui  englobe  les 
mesures  de  l'espace  et  du  temps,  et  l'ensemble  des  phéno- 
mènes constitue  le  postulat  qualitatif  de  la  relativité  géné- 
rale. La  traduction  quafititative  est  fournie  parles  équations 
de  gravitation  d'Einstein,  qui  sont  naturellement  au  nombre 
de  dix,  comme  les  coefficients,  a  pfiori  inconnus,  du  ds'^ 
rapporté  à  des  coordonnées  générales  (cfr.  la  (E)  du  n°  4). 

Par  cet  aperçu  reste  établie  une  interdépendance  entre 
tous  les  phénomènes  géométriques,  cinématiques  et  phy- 
siques. La  géométrie  et  la  cinématique  cessent  d'occuper 
une  place  privilégiée  pai-mi  les  différentes  théories  physiques 
dans  le  sens  que  l'espace  et  le  temps  ne  sont  plus  un  simple 
support  immanent  et  intangible  des  phénomènes,  mais  ils 
en  subissent  l'influence  par  l'intermédiaire  du  ds^^  à  la 
nature  duquel  est  d'autre  part  subordonné  le  cours  des  phé- 
nomènes eux  mêmes.  La  mécanique  de  Newton,  en  introdui- 
sant la  gravitalion  universelle,  a  réalisé  une  interdépendance 
générale  enire  le  mouvement  de  tous  les  corps  pondérables; 
d'une  manière  plus  générale,  la  mécanique  nouvelle,  au 
moyen  des  équations  des  théories  physiques  particulières, 
légèrement  modifiées,  et  des  équations  de  la  gravitation, 
lie  entre  eux  tous  les  phénomènes  naturels  dans  un  tableau 
unitaire.  Ce  tableau,  dès  qu'on  prend  pour  base  le  ds^  ein- 
steinien  qui  convient  au  cas  considéré,  présente  un  caractère 
invariant  par  rapport  à  toutes  les  transformations  des  quatre 
paramètres  indépendants  qui,  dans  l'ensemble,  individua- 
lisent la  position  et  le  temps. 


REMARQUES  SUR  LA  THÉORIE  DES  ENSEMBLES 
ET  LES  ANTLXOMIES  CAXTORIENXES.  —  IL 
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Introduction.  Dans  ces  nouvelles  remarques  je  moccu- 
perai  surtout  des  antinomies  cantoriennes  et  des  problèmes 
qui  s'y  rattachent.  Cette  étude  comprendra  deux  chapitres. 
Je  consacrerai  le  premier  aux  notions  fondamentales,  en 
grande  partie  connues,  que  j'ai  déjà  définies  ou  précisées 
dans  mes  notes  antérieures.  J'examinerai  aussi  quelques-uns 
des  postulats  sur  lesquels  je  me  suis  appuyé  dans  ma  note 
sur  les  antinomies  de  Russell  et  de  Burali-Forti  ^  Quelle 
est  la  portée  de  ces  postulats  ?  Sont-ils  compatibles  ?  Doivent- 
ils  être  regardés  comme  des  propositions  à  démontrer  ou 
comme  des  axiomes,  et  dans  quelle  mesure?  L^ne  discussion 
approfondie  de  ces  questions  est  difïicilement  abordable  et 
elle  sortirait  du  cadre  de  ce  travail.  Il  sufiira,  pour  le  but 
c|ue  j'ai  en  vue,  d'élucider  quelques  points  particulièrement 
importants  qui  nous  seront  utiles  ici-méme. 

Dans  le  chapitre  II  je  ferai  une  étude  comparée  des  anti- 
nomies les  plus  connues,  en  m'appuyant  sur  un  exemple 
algébrique  qu'on  peut  rapprocher  des  exemples  cantoriens. 
Les  explications  et  les  interprétations  de  H.  Poincaré,  de 
Richard,  de  J.  Kônig  nous  apparaîtront  alors  sous  un  jour 
nouveau. 


»  Elis,   math.,  t.   19,   1017,  p.  37  à  52. 
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Chapithk   premier. 


Je  commencerai  par  quelcjues  remarques  sur  les  notions 
fondamentales  d'ensemble,  de  rang,  d'isomorphisme. 

I.  Notions  d'ensemble,  de  rang,  d'isomorpliisme.  Dans  les 
deux  notes  publiées  ici  même,  je  me  suis  placé  au  point  de 
vue  classique,  qui  est  celui  de  Gantor.  Pour  Cantor,  comme 
pour  Zermelo,  deux  ensembles  qui  ont  mêmes  éléments, 
doivent  être  regardés  comme  idenlicjues;  il  n'y  a  qu'une 
seule  opéi'aîion  de  réunion  ou  d'association,  que  Zermelo 
représente  par  une  accolade,  et  moi  par  une  parenthèse. 
Pour  J.  Kônig,  au  contraire,  il  est  utile,  parfois  nécessaire 
même,  de  distinguer  plusieurs  sortes  d'opérations  de  réunion. 
D'autres  distinctions  d'une  nature  diflerente  peuvent  nous 
être  imposées  dans  l'étude  de  certains  problèmes.  On  arrive 
ainsi  à  une  notion  plus  large,  f|ui  ne  doit  pas  être  confondue 
avec  celle  de  Cantor.  Nous  aurons  encore  l'occasion  de 
revenir  sur  ce  point. 

J'ai  expliqué  dans  mes  notes  sur  les  antinomies  ce  qu'il 
fallait  entendre  par  type  de  structure  et  rang  d'un  ensemble 
(ordinaire).  Je  crois  qu'il  serait  inutile  de  rappeler  ces  défi- 
nitions; je  tiens  seulement  à  faire  remarquer  que  la  notion 
de  rang,  dans  un  cas  très  particulier  il  est  vrai,  a  été  intro- 
duite pour  la  première  fois,  à  ma  connaissance  du  moins, 
par  G.  Hessenberg,  dans  un  mémoire  très  curieux  intitulé 
Kettentheorie  iind  Wohlordnung^.  Hessenberg  envisage  sur- 
tout des  ensembles  des  trois  premiers  rangs,  qu'il  appelle 
«  Mengen  erster,  zweiter  und  dritter  Stufe.  » 

Du  reste,  cette  notion  de  rang  apparaît  déjà,  bien  qu'im- 
plicitement, dans  les  premières  recherches  sur  la  théorie 
des  ensembles,  celles  de  Dedekind  et  de  Gantor.  Lors(|ue 
Gantor  envisage,  par  exemple,  l'ensemble  de  tous  les  sous- 
ensembles  d'un  ensemble  donné  M,  il  passe  d'un  ensemble 
de  rang  an  à  un  ensemble  de  rang  deux,  et  il  importe  préci- 
sément  de  ne   pas  confondre  l'ensemble  ainsi  formé,  dont 


1  J.  reine  angew.   Math.,   135,   p.  81,   1908. 
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les  éléments  sont  des  sons-ensembles  et  dont  le  ranir  est 
deux,  avec  l'ensemble  de  ses  noyaux,  dont  le  rang  est  un  et 
(|ui  ne  difière  pas  de  M. 

De  même,  lorsfjiie  Dedekind  définit  l'ensemble  somme 
A  +  B  +  C  ...  ,  il  se  rend  très  bien  compte  de  la  distinction 
dont  je  viens  de  parler,  car  il  ajoute  :  «  Wir  bemerken  ferner, 
dass  das  ans  A,  B,  G,  ...  znsammengeselzte  System  wohl  zii 
unterscheiden  ist  von  demjenigen  System,  dessen  Elemente 
die  Système  A,  B,  G,  ...  selbst  sind^  » 

On  voit  donc  que  l'introduction  des  notions  de  rang  et  de 
type  de  structure  s'imposait  dès  le  début  de  la  théorie  can- 
torienne.  La  première  de  ces  notions  n'a  été  précisée  par 
G.  Hessenberg  (jue  dans  la  mesure  où  elle  pouvait  lui  être 
utile  dans  l'étude  des  problèmes  particuliers  (ju'il  avait  en 
vue. 

K.  Grelling,  dont  les  recherches  se  rattachent  à  celles 
de  Hessenberg,  a  été  plus  loin  dans  cette  voie.  Amené  dans 
son  étude  sur  les  axiomes  de  l'arithmétique  à  comparer  les 
ensembles  de  même  rang,  il  introduisit  la  notion  d'en- 
sembles congruents  qui,  dans  le  cas  spécial  qu'il  envisage. 
ne  diffère  pas  de  celle  d'ensembles  isomorphes  ^.  Mais  lui 
aussi  s'est  borné  à  des  ensembles  de  rangs  très  petits,  et 
n'a  pas  cherché  à  étendre  cette  notion  à  des  ensembles  de 
rang  quelconque. 

En  fait,  l'importance  des  notions  de  rang  et  de  type  de 
structure  apparaît,  comme  nous  l'avons  vu,  au  delà  des  cas 
particuliers  envisagés  par  Hessenberg  et  Grelling. 

2.  Notion  d'existence.  «  En  mathématiques  —  a  dit  Poixcaré 
—  le  mot  exister  ne  peut  avoir  qu'un  sens  :  il  signifie  . 
exempt  de  contradiction^.  »  Sur  ce  point  tout  le  monde  est  à 
peu  près  d'accord  aujourd'hui,  mais  il  iaudrait  préciser. 
Quel  est,  dans  chaque  cas  particulier,  le  champ,  ou  domaine 
(Denkbereich,  suivant  Konig)  à  l'intérieur  duquel  notre 
[)ensée  doit  pouvoir  évoluer  librement  sans  qu'aucune  con- 
tradiction  n'éclate?  Quelles  sont  les  opérations  (ju'on   a  le 


'  Was  sind  iind  was  sollen  die  Zahlcn,   Urunswick,  3»  éd.,   1911.  p.  3. 

»  Thèse,  Gottingue,   1910.  Cf.  A.  Sciiœ.nflius,  Entw.  der  Mcngenlehre,  191.'i,  p.   17. 

'  Science  et  Méthode,   1909,  p.  162. 
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droit  d'appliquer  aux  définilions  initiales?  11  serait  difficile 
de  donner  une  réponse  précise  à  ces  questions.  Si.  en  ellet, 
les  formes  logiques,  qui  toutes  dérivent  d'un  petit  nombre 
de  formes  dites  fondamentales,  peuvent  être  regardées 
comme  immuables^  les  axiomes  et  les  postulats,  bien  que 
soumis  à  certaines  conditions,  varient  à  l'infini,  et  il  est  rare 
(|u'on  puisse  en  dresser  une  liste  complète.  A  côté  des 
choses  qu'on  a  postulées  explicitement  se  glissent  souvent 
sans  qu'on  s'en  doute  des  postulats  qui  ont  échappé  à  notre 
contrôle.  En  principe,  le  choix  des  hypothèses  sur  lesquelles 
on  s'appuie  devrait  être  déterminé  univoquement  par  les 
définilions  initiales,  mais  les  définitions  s'expriment  à  l'aide 
de  mots  dont  il  n'est  pas  toujours  facile  de  préciser  le  sens. 
Ces  questions  ont  déjà  été  examinées  et  discutées.  Je  me 
bornerai  à  renvoyer  aux  articles  de  H.  Poincaré  insérés  dans 
la  Revue  de  métaphysique  et  de  morale,  et  au  livre  déjà  cité 
de  J.  Kônig. 

Dans  la  théorie  des  ensembles,  le  problème  se  présente 
sous  un  aspect  particulier,  mais  les  difficultés  que  je  viens 
de  signaler  subsistent.  Ici  encore  il  importe  de  délimiter  le 
(;hamp  que  notre  pensée  peut  parcourir,  et  il  n'est  pas  tou- 
jours aisé  de  le  faire  d'une  manière  précise. 

Envisageons,  par  exemple,  avec  J.  Kônig,  Tensemble  E 
de  tous  les  Dinge  (choses).  Cet  ensemble  existe-t-il  ?  Si  Ton 
regarde  comme  faisant  partie  des  Dinge  les  ensembles  de 
première  sorte  de  Russell,  et  si  l'on  fait  intervenir  dans  le 
(îhamp  de  notre  pensée  les  propriétés  caractéristiques  de  ces 
ensembles,  on  se  heurte  à  une  antinomie  analogue  à  celle 
de  Russell;  l'ensemble  E  n'existe  pas. 

Si  au  contraire,  par  une  convention  assez  artificielle,  on 
réduit  le  champ  assigné  à  notre  pensée  à  ce  minimum  que 
J.  Kônig  définit  à  la  p.  150  de  son  ouvrage,  on  n'aura  plus  le 
droit  de  s'appuyer  sur  les  propriétés  des  ensembles  de  pre- 
mière sorte,  et  l'antinomie  de  Russell  ne  se  présentera  plus. 
Resterait  à  voir  si  à  l'intérieur  du  champ  ainsi  rétréci  nous 
n'avons  pas  laissé  subsister  quelque  antinomie  plus  pro- 
fonde, et  si  l'ensemble  des  Dinge  au  sens  nouveau  est  bien, 
comme   l'afiirme  J.   Kônig,   exempt  de    toute   contradiction. 
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Quoi  ((tTil  en  soit,  on  voit  combien  il  importe  de  préciser  le 
sens  des  termes  qui  interviennent  dans  les  définitions. 

Je  rappelle  qu'il  y  a  lieu  de  distinguer  plusieurs  sortes, 
ou  modes  de  définition.  Lorsc|u'il  s'agit  d'un  ensemble,  le 
mode  de  définition  f|ui  se  présente  d'abord  à  notre  esprit, 
mode  sur  lequel  notre  intuition  s'appuie  le  plus  souvent, 
est  celui  qui  consiste  dans  l'énuméralion  ou  l'adjonction  suc- 
cessive des  éléments.  L'ensemble  est  donné  ou  défini  en 
extension  ;  bien  entendu,  ce  mode  de  définition  n'est  appli- 
cable (|u'aux  ensembles  finis. 

Une  autre  sorte  de  définition,  de  portée  plus  grande,  con- 
siste à  donner  une  propriété  caractéristique  commune  à  tous 
les  individus  de  l'ensemble  qu'on  envisage;  l'ensemble  est 
alors  défini  en  compréhension.  Du  reste,  les  deux  modes  de 
définition  peuvent  être  utilisés  à  la  fois. 

Une  autre  distinction,  d'une  nature  différente,  qu'il  im- 
porte de  ne  pas  perdre  de  vue  dans  l'étude  des  antinomies 
cantoriennes,  a  été  mise  en  lumière  par  H.  Poincaré^.  De 
«nème  qu'en  algèbre  un  nombre  x  est  donné  tantôt  explici- 
tement, c'est-à-dire  à  l'aide  d'opérations  déterminées  effec- 
tuées sur  des  nombres  connus 

jc  z=:  fia  ,   h  ,  c ,    ...)    , 

tantôt  implicitement,  c'est-à-dire  à  l'aide  d'une  équation, 
qu'on  peut  supposer  écrite  sous  la  forme 

.r  z=  /■(  V  ,    z  ,    ...    a  ,   h  ,   c  ,    . . .  l    , 

y,  z,  ...  étant  des  fonctions  données  de  .r,  de  même  l'opé- 
ration de  réunion  relative  à  un  ensemble  E  peut  porter  ou 
bien  sur  des  éléments  définis  indépendamment  de  E,  et  dans 

ce  cas 

E  =  Ifl,   h,  c  ,   ...)  (A) 

OU  bien  sur  des  éléments  dont  quelques-uns  sont  liés  d'une 
manière  déterminée  à  E,  et  alors 

E  =  (  r  .  z  .   ...  a,   h  ,  c  .   ...)  (B) 

oîi  1/ .  Z.  ...  dépendent  de  l'ensemble  E. 


'  H.  PoiNCARÉ,  Dernières  Pensées,  chap,  V. 
L  Enseignement  mathém.,  21°  année;  1920. 
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La  définition  de  E  est  prédicative  dans  le  premier  cas  ; 
elle  est  non-prédicative  dans  le  second,  mais  j'éviterai  de  me 
servir  de  ces  termes,  dans  ce  travail  du  moins. 

A  la  catégorie  (B)  appartiennent  les  ensembles  de  la  forme 

li;  =  (E  ,  a  ,   h  ,  c  ,   ...) 

dont  j'ai   donné  plusieurs  exemples  dans  mes  notes   anté- 
rieures. 

Mais  revenons  à  la  notion  d'existence.  Nous  avons  vu  que 
les  contradictions  cantoriennes  peuvent  disparaître,  ou  du 
moins  changer  de  forme,  lorsqu'on  fait  abstraction  de  cer- 
taines propriétés  des  éléments  de  E. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'ensemble  E  soit  formé  de 
deux  éléments  A  et  B  :  l'élément  A  existe  par  hypothèse, 
l'élément  B  est  l'ensemble  de  Russell.  L'ensemble  E  existe- 
t-il? 

Gela  dépend  du  champ  imposé  par  la  définition. 

L'ensemble  E  n'existe  pas  si  l'on  tient  compte  des  pro- 
priétés caractéristiques  de  l'élément  B;  il  existe  si  l'on  en 
fait  abstraction. 

Les  contradictions  de  cette  sorte  ne  présentent  pas  d'in- 
térêt, lorsque  l'ensemble  E  appartient  à  la  catégorie  (A);  car 
de  deux  choses  l'une;  ou  bien  l'élément  a  impliquant  con- 
tradiction est  un  ensemble,  et  alors  le  problème  se  déplace 
et  se  simplifie,  ou  bien  a  n'est  pas  un  ensemble,  et  alors  on 
sort  du  domaine  cantorien. 

Nous  pourrons  donc,  sans  nuire  à  la  généralité,  nous  bor- 
ner à  l'étude  des  ensembles  dont  les  éléments  existent. 
C'est  là  une  condition  qu'on  introduit  presque  toujours,  du 
moins  implicitement.  Qu'un  ensemble  E  soit  défini  en  exten- 
sion ou  en  compréhension,  notre  choix  ne  portera  donc,  par 
définition,  que  sur  des  éléments  «,  h,  c,  ...  exempts  de 
contradiction. 

Mais  cette  convention  peut  compli(|uer  le  problème, 
lors(jue  l'ensemble  E  appartient  à  la  catégorie  (B),  car  elle 
peut  introduire  une  relation  nouvelle  entre  les  éléments 
3/,  c,  ...  et  l'ensemble  E. 
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3.  Remarques  sur  quelques  po.'ittilats.  Parmi  les  postulais 
sur  les(|iiels  je  me  suis  ap[)uy('  dans  ma  noie  sur  les  anti- 
nomies de  Russell  et  de  Burali-Forli  ligure  la  propriété  sui- 
vante, que  j'ai  appelée  propriété  1  :  Texislence  d'un  ensemble 
entraîne  celle  de  tous  ses  sous-ensembles^. 

On  peut  la  regarder  comme  un  cas  particulier  de  l'axiome  III 
de  Zermelo,  bien  que  le  point  de  vue  de  Zermelo  soit  très 
différent  du  mien"-.  Je  l'admets  pour  les  ensembles  que 
j'étudie  dans  ma  note.  Mais  ce  postulat,  que  j'ai  admis  sans 
discussion,  peut-il  être  regardé  comme  une  proposition  à 
démontrer?  Est-il  plus  commode,  au  contraire,  de  l'envi- 
sager comme  une  sorte  de  définition  plus  large  du  mot 
exister?  Nous  verrons  que  les  deux  attitudes  peuvent  être 
justifiées. 

Bien  entendu,  la  propriété  1  implique  une  condition  que 
l'on  sous-entend  toujours,  et  que  Zermelo  a  essayé  de  pré- 
ciser. 

Soit  R  =  (« ,  b,  c,  ...)  un  ensemble  exempt  de  contradic- 
tion; les  éléments  a,  b,  c,  ...,  indécomposables  ou  non, 
existent.  Pour  définir  un  sous-ensemble  E'  de  E,  on  donne 
ordinairement  une  propriété  P  caractéristique  des  éléments 
de  E'  (je  laisse  de  côté  le  cas  peu  intéressant  oîi  les  éléments 
de  E'  sont  donnés  séparément).  Le  sous-ensemble  E'  est 
constitué  alors  par  les  éléments  de  E  c|ui  jiossèdent  la  pro- 
priété P. 

Voici  alors  en  quoi  consiste  la  condition  que  j'ai  en  vue: 
un  élément  quelconque  a  de  E  étant  donné,  on  peut  toujours 
reconnaître  sans  ambiguïté  si  cet  élément  possède  la  pro- 
priété P. 

Cette  condition  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  qui  est 
contenue  dans  la  définition  classique  de  la  notion  d'ensemble, 
mais  si  dans  la  définition  de  Cantor  les  objets  parmi  lesquels 
on  a  à  choisir  sont  supposés  quelconques,  ici  ils  font  partie 
d'un  ensemble  E  qui  existe;  nous  n'avons  donc  pas  à  nous 
assurer  qu'ils  sont  exempts  de;  contradiction,  car  ils  existent 


>  Fus.  math.,   t.  lit,    1917,  p.  ii. 

2  Math.  AnnaUn,  t.  65,  1908,  p.  261-281. 
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par  hypothèse  :  leur  existence  est  antérieure  à  celle  du  sous- 
ensemble  E'. 

La  condition  que  je  viens  de  rappeler  est-elle  suffisante? 
Je  m'explique.  Supposons  qu'un  ensemble  E  existe,  c'est-à- 
dire  qu'il  soit  exempt  de  contradiction  dans  un  champ  déter- 
miné qui  comprend  par  hypothèse  les  champs  partiels  rela- 
tifs à  ses  éléments.  Supposons  de  plus  que  la  propriété 
spécifique  P  caractéristique  des  éléments  d'un  sous-ensemble 
E'  vérifie  la  condition  que  j'ai  rappelée.  Avons-nous  le  droit 
d'affirmer  que  E'  existe  ? 

La  réponse  serait  immédiate  si  le  champ  de  E'  faisait  partie 
du  champ  de  E;  mais  le  premier  ne  s'emboîte  pas  nécessai- 
rement dans  le  second. 

Il  est  vrai  que  les  champs  partiels  des  éléments  de  E'  font 
partie  du  champ  de  E.  Mais  le  champ  de  E'  comprend  encore 
les  propriétés  de  cet  objet  nouveau  que  nous  avons  appelé  E', 
et  ces  propriétés  sont  extérieures  aux  champs  partiels;  elles 
ne  font  pas  nécessairement  partie  du  champ  de  E. 

Dans  ces  conditions,  notre  postulat  ne  résulte  pas  immé- 
diatement des  conventions  introduites,  et  l'on  pourrait  cher- 
cher à  le  démontrer,  en  délimitant  le  champ  de  E,  et  en  pré- 
cisant les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  la  propriété 
spécifique  P. 

Mais  un  autre  point  de  vue  est  admissible.  On  pourrait, 
par  convention,  faire  entrer  dans  le  champ  de  E  non  seule- 
ment les  champs  relatifs  à  ses  éléments  a,  b,  ... ,  mais  encore 
les  champs  plus  vastes  relatifs  à  ses  sous-ensembles,  en 
supposant  toujours  queMes  propriétés  spécifiques  P  vérifient 
la  condition  essentielle  que  j'ai  rappelée. 

Dans  ce  cas,  la  propriété  1  est  vraie  par  définition  :  un 
sous-ensemble  E'  existe,  parce  que  l'existence  de  E  implique 
par  définition  celle  de  E';  nous  avons  élargi  le  champ  de  E 
par  l'adjonction  des  champs  relatifs  aux  sous-ensembles  de 
E.  Je  n'insiste  pas  sur  les  inconvénients  que  peut  présenter 
cette  manière  de  voir. 

J;  Kônig  s'est-il  placé  à  ce  point  de  vue?  Je  ne  saurais 
l'affirmer;  j'aime  mieux  renvoyer  le  lecteur  à  ses  «  Neue 
Grundlagen  »,  p.  172. 
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Dans  un  travail  déjà  cité,  M.  Zermeio  a  cherché  à  préciser 
la  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  la  propriété  spécifique 
P.  Je  rappelle  que  ce  mémoire  a  été  analysé  par  H.  Poincaré 
dans  le  chapitre  IV  (La  logique  de  l'infini)  de  ses  «  Dernières 
Pensées  ». 

Quoi  qu'il  en  soit,  j'ai  admis  la  propriété  1  sans  discus- 
sion, de  même  que  j'ai  admis  sans  discussion  les  trois  pos- 
tulats sur  lesquels  je  me  suis  appuyé  dans  la  seconde  partie 
de  ma  note  sur  les  antinomies  de  Russell  et  de  Burali-F'orli, 
car  c'est  le  problème  fondamental,  et  non  la  discussion  des 
postulats,  que  j'avais  en  vue  dans  ce  travail.  Je  voulais 
montrer  que  mes  postulats  pouvaient  suffire  dans  le  cas  par- 
ticulier que  j'avais  à  traiter. 

Du  reste,  à  part  le  troisième, ''ces  postulats,  sous  une  forme 
un  peu  différente,  ont  déjà  été  utilisés,  entre  autres  par 
Zermeio,  Hessenberg,  J.  Kônig,  et  analysés  par  H.  Poincaré. 
Je  rappelle  que  mon  postulat  1  correspond  à  l'axiome  1\'  de 
Zermeio,  et  le  postulat  2  à  son  axiome  V.  Quant  au  [)0s- 
tulat  3,  on  s'en  est  servi  implicitement. 

A  ces  postulats  s'appliquent  en  partie  les  remarques  que 
j'ai  faites  à  propos  de  la  propriété  1,  et  cela  est  vrai  surtout 
du  postulat  3.  Dans  ce  postulat,  la  loi  de  correspondance 
doit  être  définie  sans  ambiguïté.  Et  la  même  question  se 
pose  que  tout  à  l'heure  :  cette  condition  est-elle  sufîisante  ? 


Chapitre  II. 

4.  Remarques  sur  les  antinomies  cantoriennes.  Les  anti- 
nomies cantoriennes  ont  été  parfois  comparées  aux  argu- 
ments de  Zenon  d'Elée  et  aux  antinomies  kantiennes.  Qu'il 
s'agisse  de  l'ensemble  de  Russell  ou  de  l'antinomie  de  Burali- 
Forti,  ou  encore  de  l'exemple  si  curieux  donné  par  M.  Ri- 
chard, des  contradictions  en  apparence  irréductibles  éclatent 
entre  les  conclusions  qui  nous  semblent  éo;alement  léori- 
times. 

Qu'un  raisonnement  correct  aboutisse  à  une  contradiction, 
le  fait  n'a  rien  de  surprenant   par  lui-même.  Une  contradic- 


38  D.    MI  RI  M  A  NO  FF 

tion  apparaît  chaque  fois  que  des  conditions  incompatibles 
ont  été  introduites  dans  les  hypothèses  ou  les  définitions 
premières.  Et  c'est  bien  ce  que  l'on  constate  dans  les  exemples 
cantoriens.  Sans  nous  en  douter,  nous  avons  introduit  des 
conditions  incompatibles  dans  la  définition  de  l'ensemble 
de  Russell,  comme  dans  celles  des  ensembles  de  Burali- 
Forti  et  de  Richard.  Ces  conditions  varient  d'un  exemple  à 
l'autre,  mais  les  mêmes  caractères  se  retrouvent  partout, 
caractères  que  l'on  arrive  à  dégager  en  groupant  les  exemples 
connus,  et  en  les  rapprochant  des  cas  analogues  pris  dans 
d'autres  domaines.  Du  reste  cette  étude  comparative  a  déjà 
été  faite  dans  ses  grandes  lignes,  à  part  quelques  points  que 
je  chercherai  à  mettre  en  lumière. 

Mais  là  n'est  pas  tout  le  problème.  Nous  avons  beau  savoir 
que  des  conditions  incompatibles  ont  été  introduites  dans 
les  définitions  des  ensembles  cantoriens,  la  contradiction 
finale  nous  déconcerte  quand  même.  Nous  vovons  bien  qu'en 
raisonnant  sur  un  objet  X  on  aboutit  à  une  contradiction, 
mais  des  raisons  en  apparence  aussi  bonnes  semblent  prou- 
ver que  X  existe.  Ce  qui  nous  déconcerte,  c'est  que  des 
objets  dont  l'existence  nous  paraît  certaine  puissent  ne  pas 
exister  (dans  les  champs  que  leurs  définitions  imposent). 

D'une  part,  je  le  répète,  en  raisonnant  sur  un  ensemble  X 
nous  nous  heurtons  à  une  contradiction  :  l'ensemble  X  n'existe 
pas.  Il  «l'existé  pas  parce  que  des  conditions  incompatibles 
ont  été  introduites  dans  la  définition  de  X  :  en  vertu  de  cette 
définition,  par  exemple,  non  seulement  les  propriétés  de 
l'ensemble  X  dépendent  du  choix  de  ses  éléments,  mais, 
comme  H.  Poincaré  Ta  si  bien  mis  en  lumière,  le  choix  des 
éléments  dépend  à  son  tour  des  propriétés  de  X  —  et  ces 
deux  relations  sont  incompatibles. 

D'autre  part,  les  conditions  imposées  par  la  définition 
initiale  semblent  déterminer  le  choix  des  éléments  d'une 
manière  univoque,  et  il  nous  paraît  évident  qu'à  un  choix 
déterminé  doive  correspondre  un  ensemble  déterminé. 

Nous  en  concluons  donc  que  l'ensemble  X  existe.  Mais 
sommes-nous  si  sûrs  que  les  prémisses  sur  lesquelles  nous 
venons  de  nous  appuyer  soient  vraies  pour  les  antinomies 
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<'antoriennes  ?  Certes,  la  seconde  est  vi-aie  pour  fnielf|iies- 
unes  d'entre  elles.  Supposons  qirelle  le  soit.  Mais  en  est-il 
de  même  de  la  première  ?  Le  choix  des  éléments  résiilte-t-il 
d'une  manière  univoque  de  notre  première  interprétation  de- 
la  définition  de  X?  La  réponse  est  négative.  Lorsque  nous 
arrêtons  notre  choix,  nous  abandonnons,  sans  nous  en  douter, 
une  partie  des  hypothèses  sur  lesquelles  nous  nous  étions 
appuyés,  ou  bien  nous  en  introduisons  de  nouvelles.  Les 
propriétés  de  l'objet  ainsi  créé,  que  j'appellerai  Y,  dépendent 
de  l'attitude  nouvelle  que  nous  adoptons;  Y  peut  exister, 
mais  Y  n'est  pas  X.  C'est  là  le  point  que  je  chercherai  sur- 
tout à  mettre  en  lumière. 

Bien  entendu,  nous  n'avons  pas  toujours  le  droit  de  nous 
écarter  ainsi  de  l'interprétation  primitive.  Mais  dans  les 
exemples  cantoriens  les  hypothèses  ne  sont  pas  toujours 
indiquées  explicitement,  et  la  définition  première  peut  com- 
porter des  interprétations  différentes.  Il  ne  sera  pas  difficile 
de  dégager  dans  cha((ue  cas  particulier  les  hypothèses  essen- 
tielles implicitement  introduites  qui  déterminent  notre  choix 
et  caractérisent  notre  altitude. 

Je  commen('erai  par  l'étude  d'un  exemple  algébrique  qui 
présente  une  certaine  analogie  avec  les  antinomies  canto- 
riennes.  J'examinerai  ensuite  plusieurs  exemples  cantoriens. 

5.  Exemple  algébrique  (a).  On  donne  n  nombres  réels, 
<7, ,  a.j,  ...  cin  positifs  ou   négatifs.  Je   suppose  que  deux  au 

moins  de  ces  nombres  soient  supérieurs  à  —  ;    à   part  cela, 

les  nombres  a  peuvent  être  quelconques. 

Soit  maintenant  .r  un  nombre  défini  de  la  manière  suivante  : 
.r  est  la  somme  des  carrés  de  ceux  des  nombres  de  la  suite 

X,    r/j,    «,,    ...    fl„  (1) 

1 
qui  sont  réels  et  supérieurs  à  -^ . 

Le  nombre  x:  ainsi  défini  existe-t-il? 

Je  ferai  remarquer  d'abord  que  le  nombre  x ,  s'il  existe, 

est  réel  et  supérieur  à  ^ .  En  effet,  les  carrés  dont  la  somme 
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est  égale  à  .r  sont  tous   positifs  et  supérieurs  à  —,  et   leur 

nombre  est  au  moins  égal  à  2.  Donc  .r  >  — . 

D'autre  part,  le  nombre  .r,  s'il  existe,  est  racine  de  l'équa- 
tion 

X  =  X-  +  .s  ,  (2) 

1 
où  s  est  la  somme  des  carrés  des  a.  réels  et  supérieurs  à  ^. 

1  .       ^ 

En  effet,  r  étant  supérieur  à  ^,  .r  doit  figurer  parmi  les 
carrés  dont  la  somme  est  jc. 

Mais  l'équation  (2)  n'a  pas  de  racines  réelles,  puisque 
i  —  45  <  0. 

Le  nombre  .v  est  donc  à  la  fois  réel  et  imaginaire.  En  rai- 
sonnant sur  X,  on  aboutit  à  une  contradiction;  en  d'autres 
termes,  x  n'existe  pas. 

Et  non  seulement  x  n'existe  pas,  mais  il  n'existe  pas 
d'équation  définissant  .r,  car  aucun  choix  ne  s'harmonise 
avec  les  conditions  imposées  à  x. 

Nous  avons,  sans  nous  en  douter,  introduit  des  conditions 
incompatibles  :  d'une  part,  les  propriétés  de  x  dépendent  du 
t;hoix  des  éléments  de  la  suite  (1),  et  d'autre  part,  le  choix 
de  ces  éléments  dépend  des  propriétés  du  nombre  x. 

On  pourrait  être  tenté  de  raisonner  de  la  manière  suivante  : 
puisque  x  n'existe  pas,  son  carré  ne  doit  pas  figurer  dans  la 
somme  qui  fournit  le  nombre  cherché.  Cette  somme  se 
réduit  donc  à  5,  et  par  conséquent  le  nombre  cherché  est 
égal  à  5;  il  existe,  puisque  s  existe. 

Mais  l'antinomie  à  laquelle  on  se  heurte  ainsi  n'est  qu'ap- 
parente, car  la  conclusion  dernière  que  nous  venons  de  tirer 
est  illégitime.  Il  est  vrai  que  la  somme  s  des  carrés  choisis 
définit  un  nombre  qui  existe,  mais  ce  nombre,  que  j'appel- 
lerai 3/,  n'est  pas  le  nombre  qu'on  cherchait  tout  à  l'heure; 
y  n'est  pas  x.  Nous  avons  modifié  la  définition  initiale,  et 
notre  altitude  n'est  pas  restée  la  même. 

Généralisons  l'énoncé  du  problème. 

Exemple  algébrique  (b).  Partons  encore  des  nombres  don- 
nés «, ,  «2,  ...  «,j  mais  envisageons  une  suite  de  k  inconnues 
II,  a,  Li" ,  ...  là'''^  formant  une  sorte  de  chaîne. 
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Le  nombre  w'''  est  par  définition  la  somme  des  carrés  de 
ceux  des  nombres  de  la  suite 


U'+l) 


,     «,   .     «o  . 


.       ,  ,      .  ,1 

(|ui  sont  réels  et  supérieurs  a  -^ . 

En  particulier  le  nombre  u  ou  //^  est  la  somme  des  carrés 
de  ceux  des  nombres  de  la  suite 


({iii  sont  réels  et  supérieurs  à  .y  . 

C'est  là  évidemment  une  définition  lacunaire.  En  elïet,  les 
données  sont  insuffisantes;  le  nombre  a  est  délini  à  l'aide 
de  il\  u'  à  l'aide  de  «",  etc.,  mais  la  descente  n'aboutit  [las  à 
un  champ  connu,  et  aucun  des  choix  particuliers  ne  peut 
être  fait  d'une  manière  complète. 

Mais  supposons  (|u'on  donne  l'un  des  «''•;  tous  ceux  qui 
précèdent  s'en  déduiront  alors  immédiatement;  on  calculera 
les  zi''""",  z<''~-',  ...  u'  et  a  de  proche  en  proche.  Resterait  à 
vérifier  cpie  la  valeur  donnée  à  u'''  est  acceptable. 

Au  lieu  de  donner  la  valeur  d'un  terme  de  la  suite  des  u'^\ 
on  pourrait  introduire  une  relation  complémentaire.  Suppo- 
sons par  exemple  qu'on  introduise  la  condition  n  =  u'. 
chacun  des  nombres  inconnus  u  et  u  devient  alors  égal  au 
nombre  .v  de  l'exemple  (a)  ;  aucun  d'eux  n'existe,  car  les  rela 
tions  u  =  f{u\  ...)  [u  est  la  somme  des  carrés,  etc.)  et  u  =  u' 
sont  incompatibles. 

Dans  l'exemple  (a),  ces  deux  relations  ont  été  introduites 
en  même  temps;  ici  nous  les  avons  dissociées  en  désignant 
les  inconnues  des  deux  membres  de  l'équation  2;  par  des 
lettres  diU'ereiites. 

Modifions  la  2''  condition  :  au  lieu  de  la  relotion  u  =  ii' , 
introduisons  la  suivante  u' ^=  ii" .  C'est  maintenant  a'  ou  //", 
et  non  u ,  qui  est  défini  de  la  même  manière  que  .r  ;  u'  n'existe 
pas,  mais  le  nombre  u  existe  et  devient  égal  à  ?/  de  l'exemple  (a). 

Nous  pourrions  de  même  introduire  la  relation  //'"  =  w''+'' 
pour  une  certaine  valeur  de  l'indice  i  supérieure  à   l  ;  alors 
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11^''  n'existerait  pas,  tuais  les  nombres  //""'^',  //''~-',  ...  u\ 
u  prendraient  des  valeurs  déterminées. 

6.  Exemple  cantorieii.  Envisageons  «  l'ensemble  de  tous 
les  ensembles  onlinaires  existants  définissables  à  Taide  d'un 
nombre  fini  de  mots  ». 

Cet  exemple,  que  je  désignerai  par  la  lettre  X,  existe-t-il? 

Rangeons  toutes  les  phrases  possibles  dans  un  ordre  déter- 
miné, par  exemple  celui  de  Richard  ^.  Biffons  toutes  les 
phrases  qui  ne  définissent  pas  des  ensembles  ordinaires 
existants.  Parmi  celles  qui  restent,  et  qui  définissent  des 
ensembles  ordinaires  existants,  on  fera  un  nouveau  triage, 
de  manière  qu'à  des  phrases  différentes  ne  correspondent 
que  des  ensembles  différents.  On  formera  ainsi  un  tableau 
définitif  T  qui  fournira  les  éléments  de  X. 

Mais  les  opérations  que  je  viens  de  définir  s'harmonisent- 
elles  avec  les  conditions  introduites? 

Parmi  les  phrases  que  nous  avons  à  envisager  figure  aussi 
la  phrase  P  mise  entre  guillemets,  et  (|ui  nous  a  servi  à 
définir  X.  Si  X  existait,  P  ferait  partie  du  tableau  définitif, 
puisque  X  est  un  ensemble  ordinaire,  et  l'on  aurait 
X  =  (X,  ...).  conclusion  absurde.  Donc  X  n'existe  pas. 

L'analogie  ave(;  l'ensemble  (a)  est  frappante.  Comme  dans 
l'exemple  (a),  on  pourrait  être  tenté  de  raisonner  de  la  manière 
suivante  :  puisque  l'ensemble  défini  par  la  phrase  P  n'existe 
pas,  cette  phrase  doit  être  biffée  du  tableau  T.  Alors  la 
contradic^tion  à  laquelle  nous  venons  de  nous  heurter  ne 
se  présente  plus,  et  si  Ton  fait  abstraction  d'autres  difficultés, 
certes  possibles,  l'ensemble  résultant  existe.  Donc  X  existe. 

Mais,  comme  dans  l'exemple  (a),  la  conclusion  finale  est 
illégitime.  Il  est  vrai  que  l'ensemble  résultant,  que  j'appel- 
lerai Y,  est  exempt  de  la  contradiction  (pie  nous  avons  ren- 
contrée tout  à  l'heure,  mais  cet  ensemble  n'est  pas  l'en- 
semble X. 

Dans  les  deux  raisonnements  que  nous  venons  de  faire, 
nous  nous  sommes  appuyé,  sans  nous  en  douter,  sur  des 
hvpothèses  différentes.  Essayons  de  dégager  ces  hypothèses. 


•  Revue  générale  des  Sciences,  t    16.   l'.tdô. 
Eus.  math.,  t.  9,   1907. 
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.Nous  avons  désigné  j)ar  l*  la  phrase  initiale  entre  guille- 
mets. Comme  dans  l'exemple  (b  ,  désignons  par  U  l'ensemble 
correspondant.  U  est  tantôt  X  tantôt  Y  ;  cela  dépend  du  choix 
des  hypothèses  introduites.  Or  le  tableau  T  va  (oiitenir 
une  phrase  composée  des  mêmes  mots  f|ue  P.  Dcsignons- 
la  pai-  V.  La  pliiase  P'  diil'ère  de  P  par  la  position  (ju'elle 
occupe  dans  la  suite  des  phrases  qu'on  est  amené  à  envi- 
sager. Soit  U'  l'ensemble  correspondant.  Poui*  former  les 
éléments  de  U',  on  est  conduit  à  envisager  un  second  tableau, 
que  j'appellerai  T'  (ou  bien  revenir  une  seconde  fois  au 
tableau  T  .  Ce  tableau  contient  une  phrase  composée  des 
mêmes  mots  que  P  et  P',  (|ue  j'appellerai  P",  et  ainsi  de  suite. 

On  aura  donc  une  suite  de  phrases  P.  P'.  P"...  et  une 
suite  d'ensembles  inconnus  U.  L".  U"... 

Si  aucune  condition  nouvelle  n'est  introduite,  le  problème 
est  indéterminé. 

Mais  dans  notre  premier  raisonnement  nous  nous  sommes 
appuyé  sur  l'hypothèse  suivante,  que  j'appellerai  hypothèse 
H  :  le  sens  de  la  phrase  entre  guillemets  ne  dépend  pas  de 
la  position  relative  qu'elle  occupe  dans  la  suite  des  phrases 
envisagées. 

Nous  avons  donc,  comme  dans  rexem[)le  b  ,  introduit  la 
condition  U  =  U'.  C'est  l'ensemble  ainsi  défini  que  nous 
avons  désigné  par  X.  Or,  X  n'existe  pas,  cai'  la  condition 
introduite  est  incompatible  avec  la  relation  qui  lie  U  à  L'. 
Aucun  choix  ne  s'harmonise  avec  cette  condition. 

Dans  notre  second  raisonnement,  nous  avons  admis  l'hy- 
pothèse H  pour  P'  et  P",  sans  l'aflirmer  de  P  et  P':  au  lieu 
de  la  relation  U  =  U',  nous  avons  envisagée  celle-ci  :  l  '^  l  \ 
L'ensemble  Y  ainsi  défini  n'implique  plus  la  contradiction 
(jue  nous  avons  constatée  pour  X.  U  n'est  pas  certain  qii  il 
existe;  mais  Y  n'est  pas  X. 

Nous  avons  donc  interprété  la  définition  initiale  de  deux 
laçons  différentes;  la  première  se  présente  naturellement  à 
l'esprit,  mais  la  seconde  peut  être  justifiée  à  son  tour.  Elle 
peut  même  être  imposée  par  la  phrase  initiale. 

Supposons,  par  exemple,  f|ue  la  phrase  entre  guillemets 
soit    complétée   par   l'adjonction  de    l'hypothèse   particulière 
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qui  caractérise  notre  choix.  L'interprétation  que  nous  de- 
vrons donner  à  une  phrase  P"'  ainsi  complétée  dépendra  de 
p('— 1)^  c'est-à-dire  de  la  phrase  qui  la  précède,  puisque 
la  phrase  p"~^'  détermine  notre  attitude  à  l'égard  de  F  .  Le, 
sens  d'une  phrase  P'''  est  donc  dominé  par  toutes  celles  (|ui 
la  précèdent.  Seule  la  phrase  initiale  P  n'est  dominée  par 
aucune  autre,  car  elle  occupe  la  première  place  dans  la  suite 
de  ces  phrases,  et  l'on  voit  que  la  notion  d'ordre,  qui  est 
une  notion  relative,  joue  ici  un  rôle  essentiel. 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  l'analogie  entre  notre 
exemple  cantorien  et  l'exemple  algébrique  (a)  est  étroite, 
mais  elle  n'est  pas  complète.  Dans  l'exemple  algébrique  (a), 
la  définition  du  nombre  x  ne  comportait  aucune  ambiguïté. 
Ici,  au  contraire,  la  précision  n'est  pas  parfaite,  et  rien  ne 
nous  renseigne  explicitement  sur  le  choix  des  hypothèses 
premières.  L'interprétation  de  la  définition  initiale  que  je 
viens  de  donner,  tout  en  étant  moins  naturelle,  est  admis- 
sible; c'est  du  reste  celle  que  parfois,  inconsciemment,  on 
adopte,  mais  d'autres  interprétations  et  d'autres  attitudes 
sont  possibles.  Je  me  bornerai  à  indi(|uer  la  suivante,  qui  a 
été  adoptée  par  M.  Richard  dans  un  exemple  analogue  : 
Maintenons  l'hypothèse  H,  mais  donnons  aux  mots  «  défi- 
nissable »  et  «défini»  un  sens  plus  étroit;  n'envisageons 
que  les  ensembles  ordinaires  susceptibles  d'être  totalement 
définis  à  l'aide  d'un  nombre  fini  de  mots.  On  pourra  dire 
alors,  au  point  de  vue  où  se  place  M.  Richard,  que  la  phrase 
P  ne  fournit  pas  une  définition  totale  de  U,  et  que  l'ensemble 
IJ  ne  peut  être  totalement  défini  qu'à  l'aide  d'un  nombre 
infini  de  mots.  La  phrase  P'  sera  donc  bifï'ée  du  tableau  T, 
et  la  contradiction  que  nous  avons  rencontrée  dans  notre 
première  interprétation  de  la  phrase  P  ne  se  présentera 
plus. 

La  distinction  introduite  par  M.  Richard  manque  peut-être 
de  précision,  mais  l'important  pour  nous  est  qu'elle  permet 
une  interprétation  nouvelle  de  la  phrase  entre  guillemets, 
et  qu'à  une  interprétation  nouvelle  correspond  un  ensemble 
nouveau  qu'on  pourrait  appeler  Z. 

L'ensemble  Z  se  confond-il  avec  Y  ?  Ce  n'est  pas  évident. 
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mais  l'essentiel  pour  nous  c'est  que  les  ensembles  Z  et  ^'  ne 
doivent  pas  être  confondus  avec  X. 

7.  Antinomie  de  Richard.  L'exemple  très  curieux  donné 
par  Richard  peut  être  rapproché  de  l'ensemble  canlorien 
que  nous  venons  d'examinei'. 

Envisageons  l'ensemble  E  de  tous  les  nombres  décimaux 
existants  (|u'on  peut  définir  à  l'aide  d'un  nombre  fini  de 
mots.  Pour  former  les  éléments  de  cet  ensemble,  nous  pou- 
vons supposer,  comme  tout  à  l'heure,  que  toutes  les  phrases 
possibles  sont  rangées  dans  un  certain  ordre,  celui  de 
Richard,  par  exemple;  parmi  ces  phrases,  faisons  un  choix; 
ne  gardons  que  celles  qui  définissent  des  nombres  déci- 
maux, et  faisons  ensuite  un  triage  analogue  à  celui  de 
l'exemple  précédent.  Les  phrases  du  tableau  T  ainsi  formé 
et  les  nombres  correspondants  de  E  pourront  être  numé- 
rotés, en  supposant  que  T  et  E  existent.  En  partant  de  l'en- 
semble E,  formons  un  nombre  X,  à  l'aide  d'un  procédé  qui 
avait  déjà  été  indiqué  par  G.  Cantor  :  par  définition,  la  n" 
décimale  de  X  sera  (J  +  1,  si  la  n''-  décimale  du  n^  nombre 
de  E  est  ^,  et  si  (î  <  8  ;  elle  sera  1,  si  J  =  8  ou  9.  On  voit 
que  le  nombre  X  ainsi  défini  est  différent  du  ii"  nombre  de  E, 
et  cela  quel  que  soit  n.  Nous  arrivons  donc  à  celte  conclu- 
sion :  d'une  part  le  nombre  X  n'appartient  pas  à  l'ensemble 
E.  et  d'autre  part  il  devrait  en  faire  partie,  puisqu'il  est  défini 
à  l'aide  d'un  nombre  fini  de  mots.  Donc  X,  et  j)ar  conséquent 
E  et  T  n'existent  pas. 

Essayons  de  dégager  les  hx'pothèses  sur  lesquelles  nous 
nous  sommes  implicitement  appuyé.  Soit  P  la  phrase  initiale. 
LI  le  nombre  de  Richard,  existant  ou  non,  défini  par  P.  Soit 
de  même  P'  la  phrase  du  tableau  qui  est  composée  des  mêmes 
mots  que  P,  U'  le  nombre  défini  par  P',  etc.  Comme  dans 
l'exemple  précédent,  nous  nous  sommes  appuyé  sur  l'hy- 
pothèse H  :  le  sens  de  la  phrase  que  nous  désignons  tantôt 
par  P,  tantôt  par  P',  ne  dépend  pas  de  la  place  qu'elle  occupe 
dans  la  suite  des  phrases  envisagées.  Donc  U  =  U'.  Or,  par 
définition,  une  certaine  décimale  de  U  doit  être  différente 
de  la  décimale  de  même  rang  de  U':  la  condition  U  =  U'  est 
donc  incompatible  avec  la  relation  qui  lie  U  à  U',  et  par  con- 
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séquent  le  nombre  U  ainsi  défini,  que  nous  avons  appelé  X, 
n'existe  pas.  L'opération  par  laquelle  nous  avons  passé  au 
tableau  T  et  à  l'ensemble  E  est  impossible;  aucun  choix, 
aucun  triage  ne  s'harmonise  avec  les  conditions  inlro- 
duites. 

Supposons  maintenant  que  l'on  admette  l'hypolhèse  II 
pour  P'  et  P",  sans  Taftirmer  de  P  et  P'.  De  U'  =  U"  je  con- 
(durai  comme  tout  à  l'heure  que  U'  n'existe  pas,  mais  je 
n'aurai  plus  le  droit  d'affirmer  qu'il  doit  en  être  de  même  du 
nombre  U.  Soit  Y  le  noni])re  U  ainsi  spécifié.  Bien  que  la 
contradiction  à  laquelle  nous  nous  sommes  heurté  tout  à 
l'heure  ne  se  présente  plus,  il  n'est  pas  certain  que  Y  existe, 
à  moins  qu'on  ne  précise  davantage  les  conditions  imposées 
au  choix  des  phrases  de  T.  Mais  quelle  que  soit  l'interpré- 
tation finale  à  laquelle  on  s'arrête,  Y  ne  doit  pas  être  con- 
fondu avec  X. 

On  pourrait,  comme  dans  l'exemple  précédent,  adopter 
une  attitude  difl:erente,  et  en  donnant  au  mot  «défini»  un 
sens  plus  étroit,  n'envisager  que  les  nombres  pouvant  être 
totalement  définis  à  l'aide  d'un  nombre  fini  de  mots.  La  con- 
tradiction tomberait,  du  moins  sous  la  forme  qui  a  été  signa- 
lée par  Richard. 

Je  voudrais  encoi-e  rappeler  le  point  de  vue  de  H.  Poin- 
caré.  L'ensemble  E,  dit-il  à  la  page  206  de  «  Science  et 
Méthode»  (éd.  Flammarion),  est  «l'ensemble  de  tous  les 
nombres  que  l'on  peut  définir  par  un  nombre  fini  de  mots, 
sans  introduire  la  notion  de  l'ensemble  E  lui-même.  Sans 
quoi  la  définition  de  E  contiendrait  un  cercle  vicieux  ;  on  ne 
peut  pas  définir  E  par  l'ensemble  E  lui-même  ».  On  voit  donc 
que  H.  Poincaré  interprète  la  phrase  initiale  P  d'une  cer- 
taine manière;  il  la  précise  par  radjon(;tion  des  mots:  sans 
introduire  la  notion  de  l'ensemble  E  lui-même.  Que  cette 
interprétation  soit  naturelle  ou  non,  peu  importe;  du  reste, 
elle  n'est  pas  essentiellement  dilFérente  de  l'une  des  inter- 
prétations c|ue  nous  avons  déjà  indiquées.  Mais  ni  la  restric- 
tion exprimée  par  les  mots  soulignés,  ni  le  mot  «  totalement» 
introduit  par  Richard,  ni  le  point  de  vue  que  nous  avons 
indiqué  nous-même  ne  sont  imposés  par  la   phrase  initiale. 
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Toutes  ces   altitudes  sont  acceptables  ;   aucune   d'elles  n'est 
obligatoire. 

8.  Mais  reprenons  Tinterprétation  première  de  la  phrase 
initiale  :  admettons  donc  l'hypothèse  II  pour  les  [)hrases  l\ 
P',  P",  ...  ,  n'introduisons  ni  la  restriction  de  r*oin(;aré  ni 
celle  de  Richard,  et  pour  fixer  les  idées,  reprenons  notre 
exemple  canlorien.  Nous  savons  que  l'ensemble  Xdélini  par 
P  n'existe  pas,  aucun  choix  des  éléments  de  X  ne  s'harmo- 
nisant  avec  les  hypothèses  introduites.  Guidés  par  une  intui- 
tion lacunaire,  ([uelcpies  logiciens  avaient  cru  d'abonl  (|ue 
ce  fait  ne  pouvait  se  présenter  que  dans  le  cas  d'un  ensemble 
infini,  mais  comme  on  l'a  déjà  lait  remarquer,  on  peut  ima- 
giner des  exemples  où  le  choix  ne  poi"te  que  sur  un  nombre 
limité  de  termes.  Il  sullirait,  par  exemple,  d'envisager  des 
ensembles  définis  à  l'aide  de  ii  mots,  n  étant  un  nombre 
entier  quelconque  inierieur  à  un  nombre  fixe  N. 

On  a  objecté  d'autre  part  que  la  propriété  de  pouvoir  être 
défini  à  l'aide  d'un  nombre  fini  de  mots  n'est  pas  à  propre- 
ment parler  une  propriété  des  objets  mêmes,  mais  celle  des 
phrases  qui  les  définissent.  La  distinction  peut  paraître  sub- 
tile, mais  elle  a  sa  raison  d'être  lorsque  les  objets  définis 
sont  des  ensembles.  En  effet,  pour  Gantor,  les  propriétés 
d'un  ensemble  dérivent  de  celles  de  ses  éléments,  mais  la 
propriété  de  |)Ouvoir  être  défini  à  l'aide  de  a  mots  s'intro- 
duit du  dehors.  Nous  nous  écartons  donc  de  la  notion  can- 
torienne.  Cette  propriété  ({ui  vient  s'ajouter  aux  propriétés 
intrinsèques  influe  sur  le  choix  des  éléments  de  X.  Et  les 
liaisons  qui  s'établissent  ainsi  entre  le  choix  des  éléments 
et  les  propriétés  de  X  sont  incompatibles.  Mais  dans  les 
exemples  de  Russell  et  de  Burali-Forti,  interprétés  en  par- 
tant d'hypothèses  analogues,  la  contradiction  apparaît  (juand 
même.  On  aurait  donc  tort  de  voir  dans  la  particularité  (|ue 
nous  venons  d'indiquer  un  facteur  caractéristic|ue,  raison 
unique  des  contradictions.  Ge  qui  est  communaux  exemples 
cités,  comme  H.  Poincaré  l'a  admirablement  mis  en  lumière 
dans  ses  articles  de  la  Revue  de  Métaphysique  et  de  Mo/aie, 
c'est  cette  double  relation  par  laquelle,  dans  notre  première 
interprétation   de   la   phrase  initiale,  le  choix  des   éléments 


/i8  .  D.    MIRIMANOFF 

est  relié  aux  propriétés  de  X;  non  seulement  les  propriétés 
de  X  dépendent  du  rhoix  des  éléments,  mais  ce  choix  est  à 
son  tour  une  i'oncticn  de  X. 

Lorsque  nous  modifions  notre  attitude  en  donnant  à  hi 
phrase  P  une  interprétation  différente,  nous  brisons  une 
partie  de  ces  liens,  en  particularisant  les  hypothèses  impli- 
citement faites.  Une  distinction  s'introduit  entre  les  éléments 
sur  lesquels  porte  notre  choix  et  l'ensemble  X  qui  en  dérive, 
et  nous  retrouvons  la  notion  cantorienne. 

C'est  ici  f|u'il  convient  de  rappeler  le  point  de  vue  de 
J.  Kônig.  Pour  Cantor,  avons-nous  dit,  deux  ensembles  i-en- 
fermanl  les  mêmes  éléments  «,  b^  c,  ...  doivent  être  regardés 
comme  idenlicpies;  chacun  d'eux  peut  être  représenté  par 
la  môme  notation  {a,  b,  c,  ...).  Pour  J.  Kônig,  au  contraire, 
il  est  utile,  parfois  nécessaire  même,  de  distinguer  plusieurs 
sortes  ou  genres  d'opérations  de  réunion,  qu'on  pourrait 
figurer,  comme  je  l'ai  déjà  fait  remarquer,  par  des  paren- 
thèses de  formes  difTérenles.  On  est  conduit  ainsi  à  envi- 
sager des  ensembles  (r/,  b ,  c,  ...),  des  ensembles  [ft ,  b ,  c,  ...]. 
etc.,  que  nous  apjîellerons  avec  J.  Konig  des  ensembles  a, 
des  ensembles  /3,  etc. 

Pieprenons  maintenant  notre  premier  exemple  cantorien. 
Donnons  à  la  phrase  P  l'interprétation  suivante  :  supposons 
fjue  le  choix  des  éléments  ne  porte  que  sur  des  ensembles  a, 
mais  que  l'ensemble  cherché  soit  un  ensemble  /3. 

L'ensemble  cherché,  que  j'appellerai  K,  est  donc  l'en- 
semble genre  /3  de  tous  les  ensembles  ordinaires  genre  a 
possédant  la  propriété  caractéristique  donnée.  Une  distinc- 
tion s'introduit  ainsi  entre  l'ensemble  K  et  les  éléments  de  K, 
et  la  contradiction  ne  se  présente  plus,  du  moins  sous  la 
forme  où  elle  nous  est  primitivement  apparue.  El  l'on  voit 
(|u'ici  encore  il  s'agit  bien  d'une  interprétation  nouvelle  de 
la  phrase  P.  Comme  dans  les  interprétations  précédentes, 
l'ensemble  K  ainsi  défini  n'est  pas  l'ensemble  X.  Pour 
J.  Konig,  l'ensemble  X  serait  l'ensemble  a  de  tous  les  en- 
sembles a  ou  l'ensemble  /S  de  tous  les  ensembles  /3  possé- 
dant les  propriétés  données. 

L'inconvénient  principal  de  la  conception  de  J.  Konig  est 
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<|irelle  manc(ue  de  précision.  Que  faut-il  entendre  exacte- 
ment par  ensembles  a,  ensembles /3,  etc.?  l'ar  quoi  l'opéra- 
tion figurée  par  une  parenthèse  ordinaire  difTère-l-elle,  par 
exemple,  de  celle  f|ui  est  représentée  [)ar  un  crochet?  Le 
livre  de  J.  Konig  ne  nous  donne  que  fort  peu  d'indications 
è  ce  sujet.  Les  lettres  a,  /3,  ...  sont-elles  de  simples  étiquettes 
servant  uniquement  à  nous  rappeler  que />«/•  f/e^«t7/o«  l'opé- 
ration désignée  par  «  doit  être  considérée  comme  différente 
de  celle  désignée  par/3?  Faut-il  supposer  au  contraire  que 
dans  chaque  cas  particulier  des  conventions  spéciales  doivent 
être  faites  permettant  de  caractériser  chacune  des  opérations 
particulières?  Si,  comme  cela  semble  résulter  de  certains 
passages  du  livre  de  J.  Kônig,  les  genres  a,  /3  ...  se  dis- 
tinguent entre  eux  par  les  hypothèses  qui  déterminent  le 
choix  des  éléments,  la  différence  entre  X  et  K  est  de  même 
nature  que  celle  qui  existe  entre  X  et  l'ensemble  Y,  et  dans 
ce  cas  on  ne  voit  pas  bien  la  nécessité  de  s'écarter  de  la 
notion  cantorienne.  J'aurai  du  reste  encore  l'occasion  de 
revenir  sur  ce  point. 

9.  Je  voudrais  encore  faire  quelques  remarques  sur  une 
question  qui  a  été  fort  peu  étudiée  jusqu'à  présent.  Nous 
avons  vu  qu'en  brisant  une  partie  des  liens  qui,  dans  notre 
première  interprétation  de  la  phrase  initiale,  rattachent  le 
choix  des  éléments  aux  propriétés  de  l'ensemble  cherché, 
la  contradiction  ne  se  présente  plus  sous  sa  forme  primitive. 
Mais  avons-nous  le  droit  d'affirmer  qu'elle  ne  va  pas  appa- 
raître sous  quelque  forme  nouvelle?  Je  montrerai  que  les 
attitudes  qu'on  adopte  pour  éviter  la  contradiction  première 
ne  nous  mettent  pas  toujours  à  l'abri  de  contradictions  plus 
profondes,  à  moins  qu'on  n'introduise  des  restrictions  nou- 
velles. 

Prenons  notre  exemple  cantorien,  et  plaçons-nous  au  point 
de  vue  de  J.  Kônig.  Envisageons  donc  l'ensemble  /3  de  tous 
les  ensembles  ordinaires  «  que  l'on  peut  définir  à  l'aide  d'un 
nombre  fini  de  mots. 

La  contradiction  primitive  ne  se  présente  plus  si  /3  est 
différent  de  «.  Mais  l'ensemble  ainsi  défini  existe-t-il  néces- 
sairement? En    d'autres   termes,    suffît-il,  comme  on   serait 
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lente  de  le  croire  au  premier  abord,  de  supposer /S  différent 
de  a  ?  La  réponse  est  négative.  Si  en  effet  celte  restriction 
était  sulOsante,  l'ensemble  «  de  tous  les  ensembles  /3  exis- 
terait aussi. 

Soient  K  le  premier  de  nos  ensembles,  K'  le  second.  K' 
serait  un  élément  de  K  ;  K  =  [K',  ...]. 

Mais  parmi  les  éléments  de  K',  qui  sont  des  ensembles  /S. 
devrait  figurer  aussi  l'ensemble  K,  d'où  K=  [(K,  ...),  ...1. 

On  aurait  une  descente  infinie,  conclusion  absurde,  puisque 
K  est  un  ensemble  ordinaire.  On  voit  donc  que  la  contradic- 
tion se  présente  encore,  mais  elle  apparaît  un  cran  plus  bas. 

Il  ne  suflit  donc  pas  de  supposer  que  le  genre  de  K  soit 
différent  de  celui  des  éléments  de  K;  il  faut  encore  que  le 
genre  jS,  en  supposant  qu'il  soit  reconnaissable,  n'apparaisse 
dans  aucune  descente  partant  de  K,  condition  qui  est  réa- 
lisée, par  exemple,  lorsque  le  long  de  toute  descente  par- 
tant de  K  on  ne  rencontre  que  des  ensembles  a.  Resterait  à 
voir  si  ces  restrictions  nouvelles,  dont  J.  Kônig  semble 
avoir  reconnu  la  nécessité,  sont  suffisantes. 

Je  ne  suis  pas  sûr  que  dans  mon  interprétation,  peut-être 
trop  formelle,  des  symboles  a  et  /3,  je  ne  m'écarte  pas  de  la 
pensée  de  J.  Kônig,  mais  cette  interprétation  se  présente 
naturellement  à  l'esprit;  elle  est  justifiée  par  quelques  pas- 
sages du  livre  de  J.  Konig,  et  en  particulier  par  sa  théorie 
des  types  d'ordre. 

Prenons  maintenant  l'interprétation  de  la  phrase  P  que 
nous  avons  nous-mêmes  indiquée  dans  le  numéro  6,  et  qui 
est,  je  le  rappelle,  caractérisée  par  ceci  :  j'admets  l'hypo- 
thèse H  pour  les  phrases  P',  P"...  ,  sans  l'affirmer  de  P  et  P'. 
Par  cette  convention,  notre  attitude  n'est  définie  qu'à  l'égard 
des  phrases  P,  P'...  et  non  vis-à-vis  d'autres  phrases  du 
tableau  de  Richard.  Une  indétermination  subsiste,  et  nous 
n'avons  pas  le  droit  d'affirmer  que  des  contradictions  nou- 
velles ne  vont  pas  apparaître  suivant  la  manière  dont  notre 
interprétation  aura  été  spécifiée. 

10.  Et  cela  m'amène  à  parler  d'une  attitude  particulière 
que,  sans  la  préciser,  nous  adoptons  souvent,  puisqu'elle 
s'harmonise  le  mieux  avec  la  notion  cantorienne  d'ensemble. 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  de  l'en- 
semble X  de  tous  les  ensembles  ordinaires  possédant  une 
propriété  donnée.  Dans  les  interprétations  que  nous  avons 
examinées  jusqu'ici,  le  choix  des  éléments  de  X  était  déter- 
miné par  des  hypothèses  particulières  :  nous  admettions,  par 
exemple,  l'hypothèse  H  pour  les  phrases  P'  et  P".  Supposons 
maintenant  qu'aucune  restriction  ne  soit  imposée  aux  hypo- 
thèses déterminant  le  choix  des  éléments.  Suivant  les  hypo- 
thèses adoptées,  une  même  phrase,  la  phrase  P'  par  exemple, 
pourra  prendre  des  acceptions  très  différentes;  toute  inter- 
prétation de  P'  exempte  de  contradiction  fournira  un  élé- 
ment à  l'ensemble  X.  Au  point  de  vue  de  Konig,  cette  atti- 
tude revient,  si  je  ne  me  trompe,  à  n'imposer  aucune  res- 
triction à  la  nature  des  opérations  relatives  aux  éléments 
de  X.  L'ensemble  X  ne  serait  donc  plus  l'ensemble  /3  de 
tous  les  ensembles  ordinaires  «  possédant  la  propriété  don- 
née), mais  l'ensemble  de  tous  les  ensembles  «.  /5.  y,  ...  etc., 
sans  qu'aucune  hypothèse  soit  faite  sur  le  genre  de  l'en- 
semble X. 

Cette  attitude  pourrait  sembler  artificielle  dans  les  cas  que 
nous  avons  examinés  jusqu'à  présent.  C'est  celle  au  con- 
traire qu'on  adopte  ordinairement  sans  toujours  s'en  i-endre 
compte  dans  les  exemples  de  Puissell  et  de  Burali-Forti,  où 
la  considération  des  phrases  n'est  pas  imposée  par  les  défi- 
nitions initiales.  Envisageons,  par  exemple,  l'ensemble  X  de 
tous  les  ensembles  ordinaires  existants.  C'est  là  un  des 
ensembles  transformés  de  Russell. 

Nous  aurons  encore  à  envisager  des  phrases,  mais  ces 
phrases  ne  nous  serviront  que  de  points  d'appui.  Nous  aurons 
le  droit  d'introduire  toutes  sortes  d'hypothèses;  il  suffira 
(|ue  ces  phrases  définissent  des  ensembles  ordinaires  exis- 
tants. Les  propriétés  de  X  seront  des  fonctions  de  celles  des 
éléments  de  X;  les  hypothèses  ne  porteront  que  sur  les 
phrases  définissant  les  éléments,  et  non  sur  la  phrase  P; 
nous  rentrons  ainsi  dans  la  notion  cantorienne. 

Je  sais  que  ces  explications  peuvent  donner  lieu  à  des  dif- 
ficuUés  nouvelles,  mais  je  n'ai  fait  que  préciser  dans  une 
certaine    mesure    une  attitude   que  nous   adoptons   souvent 
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implicitement  lorsque,  guidés  par  notre  intuition,  nous  vou- 
lons maintenir  la  notion  cantorienne. 

L'ensemble  X  ainsi  défini  existe-t-il  ?  La  réponse  est  néga- 
tive, car  l'interprétation  de  la  jjhrase  P  imposée  par  notre 
attitude  ne  saurait  figurer  parmi  les  interprétations  accep- 
tables de  P';  elle  est  conditionnée  par  ces  interprétations 
particulières,  mais  elle  ne  se  confond  avec  aucune  d'elles. 
L'ensemble  X  n'existe  pas  ;  la  formation  de  ses  éléments  ne 
comporte  pas  de  borne,  car  tout  ensemble  d'ensembles  ordi- 
naires, pourvu  qu'il  existe,  fait  partie  de  X. 

L'attitude  que  je  viens  de  définir  est  celle  que  j'ai  adoptée 
implicitement  dans  ma  première  note  sur  les  antinomies  de 
Russell  et  de  Burali-Forti  ^  Dans  ces  antinomies,  les  phrases 
n'interviennent  pas  directement,  mais  si  l  on  veut  préciser, 
il  faut  bien  en  tenir  compte. 


LES  DEUX  SUITES  FIBOXACGIENNES 
FONDAMENTALES  {Un){i>n)- 

Tables  de  leurs  termes  jusqu'à  n  =  120 

PAR 

G. -A.  Laisant  (Paris). 


1.  —  La  suite  de  Fibonacci  (1123  58...)  tire  son  origine 
de  l'équation  du  second  degré  x^  —  x  —  1  =  0.  Si  a,  /3  sont 
les  racines  de  cette   équation,   la  suite  est   formée  par   les 

valeurs  successives  de  la  fonction ^,  qui  est  éofale  à 

a  —  p  ^  ^ 

l'unité   pour    n  =  i    et    n  ^^  2.   Les  termes   successifs   sont 
obtenus  par  la  relation  de  récurrence  fondamentale  Un+2  = 

Un  +   Un-{.\  . 


Ens.  math.,  t.  19,  1917,  p.  37  à  52, 
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^n  0" 

2.  —  Si,  au  lieu  de  ~ ^-,  nous  considérons  la  fonction 


«"  +  i5"  =  f„,    nous  avons    c,  =  «  +  /S  =    1,    et  v^—.  ol^  ^  ^^^ 


=  {ce  f^/3)2  -  2«/3  =  l  +  2  ==  3,   car   a  +  ^  =  I .   «^S  =  - 
Il  est  d'ailleurs  évident  que  les  termes  successifs  obéissent 
à  la  mènie  loi  de  récurrence  c^„+...  =  u^  -\-  i^„+i. 

Cette  seconde  suite  Fibonaccienne  est  donc  (1347  11  18...). 

3.  —  On  peut  facilement  constater  que  «5„  est  toujours  un 
multiple  de  5,  que  t^„  n  est  jamais  un  multiple  de  5,  que  Uvm 
est  un  multiple  de  9,  et  qu'il  en  est  de  même  pour  t'i2„+K. 

On  a  aussi  la  relation  évidente  u.,,,  =  Un^n.  et  les  identités 
Vn  =  Un—\  +  «n+i ,  5«„  ==:  ('„_i  +  t»,,^,  qui  sc  Vérifient  sur  les 
plus  petites  valeurs  de  «,  et  se  généralisent  par  voie  de 
récurrence. 

Remarquons  enfin  que    -  donne  des  valeurs  de  plus   en 

'  n 

plus  approchées  de  \/r),  a  mesure  que  n  augmente. 

4.  —  Les  deux  suites  iiin){*>'n)  peuvent  être  prolongées  dans 
le  sens  négatif,  c'est-à-dire  pour  les  indices  0,  —1,  —2, 
—  3,  ...  On  met  ainsi  en  évidence  les  propriétés  suivantes  : 

Si  II  est  impair, 

u        z=  u  V        -rr  —  " 

— "  n  ^—n    —  n    ' 

Si  n  est  pair, 


Les  tables  qui  suivent,  comprenant  les  valeurs  numériques 
de  «„,  c„,  depuis  n  —  1  jusqu'à  ii—  120,  permettront  de 
vérifier  les  relations  que  nous  venons  d'indiquer.  On  remar- 
quera la  rapide  progression  des  termes;  m,,^  est  un  nombre 
de  25  chiffres  et  c^,,^  un  nombre  de  26  chiffres. 

Tables  des  Valeurs  //„,   i>„. 


1  1  1 

2  1  3 

3  2  4 
^  3  7 
^  5  11 
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6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
20 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 


8 

13 

21 

34 

55 

89 

144 

233 

377 

610 

987 

1597 

2584 

4181 

6765 

10946 

17711 

28657 

46368 

75025 

121393 

196418 

317811 

514229 

832040 

1346269 

2178309 

3524578 

5702887 

9227465 

14930352 

24157817 

39088169 

63245986 

102334155 

165580141 

267914296 

433494437 

701408733 

1134903170 

1836311903 

2971215073 

4807526976 

7778742049 


18 
29 
47 

76 
123 

199 

322 

521 

843 

1364 

2207 

3571 

5778 

9349 

15127 

24476 

39603 

64079 

103682 

167761 

271443 

439204 

710647 

1149851 

1860498 

3010349 

4870847 

7881196 

12752043 

20633239 

33385282 

54018521 

87403803 

141422324 

228826127 

3702A8451 

599074578 

969323029 

1568397607 

2537720636 

4106118243 

6643838879 

10749957122 

17393796001 


s  UlTE  S    FI  H  ON  A  C  C I E  N  N  E  S 


55 


ÔO 

12586269025 

51 

203()5011074 

.")2 

32951280099 

5:-J 

53316291173 

54 

862()7571272 

55 

1395838()2445 

56 

225851433717 

57 

36543529()i62 

5<S 

591286729879 

59 

956722026041 

CO 

1548008755920 

61 

2504730781961 

62 

4052739537881 

63 

6557470319842 

64 

10(510209857723 

65 

17167680177565 

66 

27777890035288 

67 

44945570212853 

68 

72723460248141 

69 

1176(59030460994 

70 

190392490709135 

71 

308061521170129 

72 

498454011879264 

73 

806515533049393 

74 

1304969544928657 

75 

2111485077978050 

76 

3416454622906707 

77 

5527939700884757 

78 

8944394323791464 

79 

14472334024676221 

80 

23416728348467685 

81 

37889062373143906 

82 

61305790721611591 

83 

99194853094755497 

84 

160500643816367088 

85 

25969549(>91 1122585 

86 

420196140727489673 

87 

679891637638612258 

88 

1100087778366101931 

89 

177997941(5004714189 

90 

2880067194370816120 

91 

4660046610375530309 

92 

754011380474634(5429 

93 

12200160415121876738 

28143753123 

45537549124 

736S1302247 

119218851371 

192900153618 

31211'.)004989 

505019158607 

817138H53596 

1322157322203 

2139295485799 

3461452808002 

5600748293801 

9062201101803 

14662949395(304 

23725150497407 

38388099893011 

62113250390418 

100501350283429 

162614(500673847 

263115950957276 

425730551631123 

688846502588399 

1114577054219522 

180342355(3807921 

2918000611027443 

47214241(37835364 

7639424778862807 

12360848946698171 

20000273725560978 

32361122(372259149 

5236139(5397820127 

84722519070079276 

137083915467899403 

221806434537978679 

358890350005878082 

580(396784543856761 

939587134549734843 

1520283919093591604 

2459871053643326447 

398015497273(5918051 

6440026026380244498 

10420180999117162549 

16860207025497407047 

27280388024614569596 
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94  197402742198682231C7 

«5  31940434634990099905 

96  51680708854858323072 

97  8362  il 43489848422977 

98  135301852344706746049 

99  2 18922995834555 1 69026 

100  354224848179261915075 

101  573147844013817084101 

102  927372692193078999170 

103  1500520536206896083277 

104  2427893228399975082453 

105  3928413764606871165730 

106  6356306993006846248183 

107  10284720757613717413913 

108  16641027750620563662096 

109  26925748508234281076009 

110  43566776258854844738105 

111  70492524767089125814114 

112  114059301025943970552219 

113  184551825793033096366333 

114  298611126818977066918552 

115  483162952612010163284885 

116  781774070430987230203437 

117  1264937032042997393488322 

118  2046711111473984623691759 

119  3311648143516982017180081 

120  5358359254990966640871840 


44140595050111976643 

71420983074726546239 

115561578124838522882 

18698256 1 199565069 12 1 

302544139324403592003 

489526700523968661 124 

792070839848372253127 

1281597540372340914251 

2073668380220713167378 

3355265920593054081629 

5428934300813767249007 

8784200221406821330636 

14213134522220588579643 

22997334743027409910279 

37210469265847998489922 

60207804009475408400201 

97418273275323400890123 

157626077284798815290324 

255044350560122222180447 

412670427844921037470771 

667714778405043259651218 

1080385206249964297 12 1989 

1748099984655007556773207 

2828485190904971853895196 

4576585175559979410668403 

7405070366464951264563599 

1 1981655542024930675232002 


Janvier  1920. 


C.-A.   LAISANT 

(1841-1920) 


Un  deuil  cruel  frappe  L'Enseignement  malhêmatique  : 
M.  C.-A.  Laisant,  un  des  Directeurs  fondateurs  de  cette 
Revue,  vient  de  mourir,  le  5  mai  1920,  à  Tàoe  de  79  ans. 
Tous  nos  collaborateurs  et  tous  nos  lecteurs  s'associeront  à 
nos  regrets. 

Nous  avons  encore  eu  le  privilège  de  le  voir  à  son  domi- 
cile à  la  fin  du  mois  de  mars;  sa  santé  était  déjà  bien  ébranlée, 
mais,  malgré  son  grand  âge,  il  avait  conservé  toute  Tardeur 
de  son  intelligence.  Travailleur  infatigable,  d'un  caractère 
droit  et  d'une  grande  franchise,  Laisant  consacra  à  la  science 
jusqu'à  ses  derniers  moments.  La  Note  qui  précède,  et  qui 
est  sans  doute  Fun  de  ses  derniers  travaux  mathématiques, 
avait  encore  été  corrigée  de  sa  main,  et  la  mise  en  [)ages 
était  déjà  faite  jusqu'à  cette  place,  lorsque  son  fils,  M.  Al- 
bert Laisant,  nous  annonça  la  triste  nouvelle  de  la  mort  de 
notre  vénéré  ami.  Par  une  fatale  coïncidence,  l'annonce  de 
son  décès  vient  immédiatement  faire  suite  à  sa  Note.  Nous 
reviendrons  sur  sa  carrière  scientifique  dans  un  prochain 
numéro. 

Laisant  laisse  tleux  fils,  M.  Charles  Laisant,  chef  de  ser- 
vice à  rOfîîce  Colonial  au  Ministère  des  Colonies,  et  M.  Al- 
bert Laisant,  ingénieur.  Nous  leur  adressons,  ainsi  qu'à 
leurs  familles,  l'expression  de  notre  profonde  et  doulou- 
reuse sympathie. 

H.  Fehr. 


MELANGES   ET   CORRESPONDANCE 


Nouvelle  formule  donnant  toutes  les  sommes  de  deux  carrés 
égales  à  un  carré. 

Considérons  l'identité 

(«  +  q?  —  a-  -\-  laq  -\-  q- 

b^  —  «2 
et  posons    2aq  -f-  ç'^  =  b'^   d'où    aq  = ~—  . 

Le  nombre  ^ — ~  ne  sera  entier  que  si  b  =  2r  -\-  q ,   en  sorte 

que 

a  = h  2/- 

'I 

ne  sera  lui-même  entier  qui  si  2/^  =:  pq. 
Cette  dernière  équation  a  pour  solution 

p  =  XA2  ;       q  =  -IkB-  ;       /•  =  MB  ;        par  suite       a  =  kX^  +  2kAB 

et  cette  solution  fournit  l'identité 

[k(A-  +  2AB  +  2B2)]2  =  [A-(A2  +  2AB)]2  +  [X-(2AB  +  2B'')]- 

qui  donne  toutes  les  sommes  de  deux  carrés  égales  à  un  carré. 
1920.  '  E.  Bakbette  (Liège). 


CHRONIQUE 


Unions  scientifiques  internationales. 
Projet  de  création  cV une  union  internationale  de  mathématiciens . 

Dans  un  précédent  numéro  (20''  année,  N"  4,  p.  294-298),  nous 
avons  fait  connaître  la  déclaration  et  les  résolutions  votées  par  la 
Conférence  internationale  des  Académies  scientifiques  Londres 
et  Paris,  octobre  et  novembre  1918)  et  destinées  à  organiser  et  à 
coordonner  la  collaboration  scientifique  internationale  d'après- 
guerre.  Dans  une  troisième  réunion,  tenue  à  Bruxelles  en  juillet 
1919,  il  a  été  constitué  un  Conseil  international  de  recherches, 
dont  le  siège  est  fixé  à  Bruxelles,  et  l'on  a  projeté  la  création 
d'une  série  d'organismes  internationaux  destinés  à  remplacer  les 
commissions  et  associations  intellectuelles  internationales  exis- 
tant avant  la  guerre.  On  prévoit  entr'autres  les  groupements  sui- 
vants :  Union  astronomique  internationale.  —  Union  géodési(jue 
et  géophysique  internationale.  —  Union  internationale  de  mathé- 
maticiens. —  Union  internationale  de  physique.  —  Union  inter- 
nationale de  radiotélégi'aphie  scientifique.  —  Union  internatio- 
nale pour  la  bibliographie  et  la  documentation,  etc. 

Le  Comité  provisoire  de  VUnion  internationale  de  mathémati- 
ciens a  constitué  son  Bureau  comme  suit:  Présidents  dhonneur: 
MM.  Lamb,  Picard  et  YoLTKitiiA.  —  Président:  M.  de  la  Vallée 
Poussin.  —  Vice-président:  M.  W.  H.  Youxi;,  F.  R.  S.  —  Secré- 
taires :  MM.  De  Doxokk,  Kœxigs,  Petkovitch  et  Reixa.  —  Les 
autres  délégués  du  Comité  provisoire  sont  :  MM.  Demotlix. 
Dkiîuyïs,  Glaisheiî,  Pauexty  et  SiUYVAEirr. 

Le  Comité  a  décidé  de  convoquer  un  congrès  international  de 
Mathématiciens  qui  aura  lieu  à  Strasbourg  en  septembre  1920  et 
qui  sera  appelé  à  se  prononcer  sur  le  projet  de  statuts  de  l'Union 
internationale  de  mathématiciens  élaboré  à  Bruxelles. 

D'après  ce  projet,  l'Union  a  pour  but  de  provoquer  et  de  favo- 
riser la  coopération  internationale  dans  l'étude  de  la  Mathéma- 
tique et  d'assurer  :  al  l'encouragement  de  la  Science  pure  ;  b,  le 
rapprochement  entre  les  mathématiques  pures  et  les  autres 
sciences;  c)  l'orientation  et  le  progrès  de  l'enseignement  ;  di  la 
cooidination  dans  la  préparation  et  la  publication  de  résumés 
bibliographiques,  de  tables,  de  graphiques;  l'établissement  d'ap- 
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pareils,  modèles,  etc.:  e)  l'organisation  de  conférences  ou  de  con- 
grès internationaux. 

I/admission  d'un  pays  est  subordonnée  aux  conditions  flxées 
par  les  statuts  du  Coiiseil  international  de  recherches.  Un  comité 
national  est  constitué  dans  chacun  des  pays  adhérant  à  lUnion. 
Il  est  créé  sur  l'initiative,  soit  de  son  Académie  nationale,  soit  de 
son  conseil  national  de  recherches  ou  d'autres  institutions  ou 
groupements  d'institutions  nationales  similaires,  soit  des  sociétés 
mathématiques  de  ce  pays. 

L'Union  nomme  des  Commissions  pour  l'étude  de  sujets  déter- 
minés, pour  l'encouragement  d'entreprises  collectives  et  pour 
l'examen  de  questions  intéressant  l'enseignement. 

L'Union  se  réunit  en  principe  tous  les  trois  ans  en  assemblée 
générale  ordinaire.  Autant  que  possible,  on  fera  coïncider  l'époque 
et  le  lieu  de  ces  assemblées  avec  ceux  des  Congrès  internationaux 
des  Mathématiciens. 

—  L'organisation  du  Congrès  de  Strasbourg  a  été  confiée  au 
Comité  National  Français.  Nous  reproduisons  ci-après  la  circu- 
laire que  son  piésident,  M.  E.  Picard,  secrétaire  perpétuel  de 
l'Académie  des  S(ùences,  vient  de  faire  adresser,  à  titre  indivi- 
duel, aux  mathématiciens  des  pays  de  l'Entente  et  de  quelques 
pays  neutres. 

Congrès  international  des  mathématiciens. 

Strasbourg,  sepleinhre  W'JU. 

Dans  sa  première  réunion  du  24  décembre  1919,  le  Comité 
National  Français  des  iMathématiques,  après  avoir  choisi  comme 
Président  d'honneur:  M.  Joudan;  Président:  M.  Picard;  ^  ice- 
présidents  :  MiM.  Appell,  Borel,  Lecouxu,  Le  Roux;  Secrétaiie 
général  :  M.  Kœnigs  ;  Secrétaire  :  M.  Galbrun  ;  Trésorier  : 
M.  iMaluski,  s'est  occupé  de  l'organisation  du  Congrès  des  Mathé- 
maticiens qui,  suivant  le  vœu  émis  à  Bruxelles  par  l'Union  Inter- 
nationale provisoire  des  Mathématiciens,  doit  se  tenir  à  Stras- 
bourg, en  1920. 

Il  a  l'honneur  d'inviter  à  participer  aux  travaux  du  Congrès  les 
Mathématiciens  des  Nations  de  l'Entente  et  ceux  des  Nations 
neutres  dont  la  liste  a  été  arrêtée  par  la  Troisième  Conférence 
interalliée  des  Académies,  tenue  à  Bruxelles  en  juillet  1919.  Il 
leur  fait  savoir  qu'il  sera  reconnaissant  à  chacun  de  lui  adresser 
le  plus  tôt  possible  son  adhésion  personnelle  pour  des  raisons 
d'organisation  faciles  à  comprendre. 

La  date  de  l'ouverture  du  Congrès  sera  fixée  au  22  septembre. 

Il  se  divisera  en  quatre  sections  qui  seront  subdivisées  elles- 
mêmes  en  autant  de  sous-secti(ms  que  le  nombre  et  la  nature  des 
communications  l'exigeront. 
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Section   I.  —  Arithmétique  —  Al<réljre  —  Analyse. 

—  II.  —  Géométrie. 

—  III.  —  Mécanique  —  Physique   mathématique  —  Mathé- 

matiques appli(iuées. 

—  IV.  —  Questions    philosophiques,    historiques,   pédago- 

giques. 

Des  comptes  rendus  comportant  au  moins  un  résumé  des  tra- 
vaux du  (Congrès  seront  envoyés  à  chaque  souscripteur. 

Un  proirramme  détaillé  donnant  les  indications  concernant  le 
voyage  et  le  logement  ainsi  que  celles  relatives  aux  réceptions  et 
excursions  organisées  sera  publié  ultérieurement. 

Renseignements  complémentaires.  —  I.  Les  droits  d'inscription 
en  qualité  de  membre  du  (Congrès  sont  fixés  à  GO  francs  par  per- 
sonne payables  à  M.  Valiron,  trésorier  du  Congrès  (52,  allée  de  la 
Robertsau,  Strasbourg. 

Moyennant  une  cotisation  de  30  francs,  toute  personne  de  la 
famille  d'un  des  membres  aura  droit  aux  mêmes  privilèges  que 
celui-ci,  à  l'exception  de  l'envoi  d'un  exemplaire  des  comptes 
rendus. 

II.  Toute  personne  désireuse  de  faire  une  ou  plusieurs  commu- 
nications au  Congrès  est  priée  d'en  aviser  M.  Kœnigs,  secrétaire 
général  du  Comité  National  Français  (96,  boulevard  Raspail,  Paris) 
et  de  lui  en  faire  connaître  le  sujet  avant  le  l'^''  juillet. 

III.  Pour  toute  demande  de  renseignements,  s'adresser  soit  à 
M,  Kœnigs,  soit  à  M.  Villat,  président  du  Comité  local  d'organi- 
sation du  Congrès  (il,  rue  du  Maréchal-Pétain,  à  Strasbourg  . 
soit  à  M.  Galbrun,  secrétaire  du  Comité  National  Français 
(14,  avenue  Emile-Deschanel,  Paris). 


Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Alleuiag'ne.  —  M.  L.  E.  BiiouwEit,  jjrofesseur  à  l'Université 
d'Amsterdam,  a  été  nommé  professeur  à  l'Université  de  Berlin. 

M.  R.  Courant,  professeur  à  l'Université  de  Gœttingue,  a  été 
nommé  professeur  à  l'Université  de  INlunster. 

M.  H.  Happel,  professeur  à  l'Université  de  Tubingue,  a  été 
nommé  professeur  à  l'Ecole  Technique  Supérieure  de  Breslau. 

M.  0.  Haupt,  privat-docent  à  l'Ecole  Technique  Supérieure  de 
Carlsruhe,  a  été  nommé  professeur  à  l'Université  de  Roslock. 

M.  H.  JuN(;,  professeur  à  l'Université  de  Kiel.  a  été  nommé  pro- 
fesseur de  Mathématiques  à  l'Université  de  Halle. 

Belgique.  —  Académie  Royale  de  Belgique.  Classe  des 
Sciences.  —  Le  programme  de  concours  pour  1021  comprend  les 
questions  suivantes  pour  Sciences  mathématiques  : 
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1.  —  Apporter  une  contribulion  à  rétude  des  propriétés  des 
fonctions  analyticpies  qui  ne  prennent  pas  certaines  valeurs  dans 
un  domaine  donné. 

2.  —  On  demande  une  contribution  à  l'étude  des  transforma- 
tions birationnelles  dans  un  espace  à  plus  de  deux  dimensions. 

Congres  de  St/asbourg.  —  L'Académie  de  Bruxelles  a  délégué 
MM.  C.  F.  de  la  Valléf,  Poussin,  A.  Dkmoumx,  J.  Df.rlyts  et 
M.  Stuyvai:ht  au  Congrès  international  de  mathématiciens  qui  se 
tiendra  à  Strasbouig  en  septembre  1920. 

France.  —  M.  P.  Appell,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des 
Sciences,  membre  de  llnstitul,  est  nommé  recteur  de  l'Université 
de  Paris,  en  remplacement  de  M.  f>ucien  Poincaré,  décédé. 

M.  BoREL,  professeur  de  Théorie  des  Fonctions  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  l'Université  de  Paris,  est  nommé  sur  sa  demande, 
professeur  de  Calcul  des  Probabilités  et  Physique  mathématique 
à  ladite  Faculté,  en  remplacement  de  M.  Boussinesq,  admis  à  la 
retraite.  —  La  chaire  de  Théorie  des  Fonctions  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  l'Université  de  Paris  est  transformée  en  chaire  de 
Physique  théorique  et  Physique  céleste. 

M.  Vessiot,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  est 
nommé  pour  cinq  ans  sous-directeur  de  l'Kcole  Normale  supé- 
rieure, en  remplacement  de  M.  F.  Borel,  démissionnaire.  Rappe- 
lons que  ce  dernier  avait  succédé  à  Jules  Tannery. 

M.  René  Garnikr,  chargé  d'un  couis  de  Mécanique  rationnelle 
et  appliquée,  est  nommé  professeur  de  Mécanique  rationnelle  et 
appliquée  à  l'Université  de  Poitiers,  en  remplacement  de  M.  Fré- 
chet,  nommé  à  Strasbourg. 

M.  P.  HuMBERT,  professeur  d'Analyse  à  l'Fcole  Polytechnique, 
prend  sa  retraite;  il  est  nommé  professeur  honoraire. 

M.  P.  HuMBERT  est  nommé  maître  de  conférences  de  Mathéma- 
tiques à  lUniversité  de  Montpellier. 

M.  Leau  a  été  nommé  professeur  de  Calcul  différentiel  et  inté- 
gral à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy. 

Académie  des  Sciences  de  Paris.  —  Sir  Joseph  Lar.mor,  de  Cam- 
bridge (Angleterre)  a  été  élu  correspondant  dans  la  section  de 
Géométrie  en  remplacement  de  M.  Liapounof,  décédé. 

Grèce.  —  M.  C.  Carathéodory,  professeur  à  l'Université  de 
Berlin,  a  été  nommé  professeur  à  l'Université  Nationale  d'Athènes. 


Nécrologie. 

R.  GuiMARAEs.  —  Nous  apprenons  avec  regret  la  mort  de  M. 
R.  Guimaraes,  bien  connu  pour  ses  nombreux  travaux  sur  Ihis- 
toire  des  Mathématiques  au  Portugal. 
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P.  G.  St.kckki..  —  M.  P.  G.  St.f.ckel,  professeur  de  Mathéma- 
tiques à  rUnivei'sité  de  lleidelberg,  vient  de  mourir  dans  sa 
57"  année.  Il  avait  pris  une  part  très  active  à  la  vie  sciontifuiue  en 
Allemagne.  Membre  de  la  délégation  allemande  à  la  Commission 
internationale  de  rF!nsci<fnement  mathématique,  il  dirigea  la  col- 
lection des  rapports  consacres  à  l'enseignement  techniriue  moyen 
et  supéiieur  et  rédigea  lui-même  le  rapport  sur  les  mathéma- 
tiques dans  les  Ecoles  techniques  supérieures.  Nos  lecteurs  con- 
naissent la  conférence  qu'il  fit  sur  cette  question  à  la  réunion  que 
tint  la  Commission  internationale,  à  Paris,  en  avril  1914.  La 
science  mathématique  allemande  perd  en  Sta'ckel  l'un  de  ses 
meilleurs  représentants. 
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p.  Bachmann.  —  Das  Fermatproblem  in  seiner  bisherigen  Enlwicklung.  — 
1  vol.  in-8o,  160  p.,  12  .M.:  Vereiniguug  wisseiischaftlicher  Verleger, 
Walter  de  Gruyler  &  C",  Berlin  und  Leipzig,  1919. 

Les  recherches  que  M.  Bachm;inn  e.xpose  dans  ce  petit  volume  ont  été 
parfois  regardées  comme  vaines  ;  de  même,  il  y  a  quelques  années  encore, 
bien  des  esprits  superficiels  jugeaient  inutiles  la  théorie  de  Lobatchevskv 
et  les  recherches  de  Riem;inn  sur  les  fondements  de  la  géométrie,  jusqu  au 
jour  où  un  lien  inattendu  fut  découveit  entre  les  propiiétés  de  l'espace  et  la 
gravitation.  Certes,  il  est  peu  probable  que  le  théorème  de  Fermai  nous 
aide  jamais  à  e.xpliquer  le  mouvement  des  planètes,  mais  n  oublions  pas  que 
des  théories  importantes  lui  doivent  leur  origine. 

Avec  une  compétence  rare,  M.  Bachmann  donne  un  résumé  fort  intéres- 
sant des  principales  recherches  consacrées  au  grand  problème,  depuis  Fer- 
mat  et  Euler  jnsquau.x  travaux  récents  de  Frobenius  et  de  Fueler. 

Un  peu  délaissée  après  la  mort  de  Kummer,  à  qui  l'on  doit  les  résultats 
les  plus  beaux  et  les  méthodes  les  plus  fécondes,  l'étude  de  l'équation  de 
Fermât  a  été  abordée  à  nouveau  au  commencement  de  ce  siècle.  ÎJ'une  part, 
Dickson,  en  reprenant  la  méthode  de  Sophie  Germaiu-Legendre,  a  réussi 
à  obtenir  des  critères  extrêmement  curieux.  Et,  d'autre  part,  on  a  cherché 
à  approfondir  et  à  transformer  une  méthode  esquissée  par  Kummer  dans  un 
mémoire  très  peu  lu  qui  fait  partie  des  Abh.  d.  Beri.  Akad.  d.  Wisseu- 
schaften,  1857.  Des  recherches  très  intéressantes  entreprises  dans  cette  voie 
et  qui,  toutes,  se  rattachent  à  un  travail  paru  dans  \eJourn.  f.  Mathem.,  128, 
ont  été  publiées  par  Wieferich,  Frobenius,  Vandiver,  Furlwangler.  Elles 
ont  abouti  à  la  découverte  d'une  foule  de  critères  nouveaux. 

Toutes  ces  recheiches,  dispersées  dans  des  revues  scientifiques  et  les 
comptes  rendus  des  Académies,  out  été  groupées,  résumées  et  coordonnées 
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pour  la  première   fois    dans    le   petit    volume  de  M.  Bachmann.  Je  le  recom- 
mande vivement  aux  lecteurs  de  Y  Enseignement  mathématique. 

D.  MiKiMAiNOFF  (Genève). 


H.  Brocard  et  T.  Le.moyne.  —  Courbes  géométriques  planes  et  gauches. 
Tome  I.  —  1  vol.  gr.  in-8>J  ;  vni-452  p.  avec  de  nombreuses  ligures  dans 
le  texte  ;  18  fr.  ;  Vuibert.  Paris,  1919. 

Ceci  est  un  livre  que  les  géomètres  français  pouvaient  espérer  il  y  a  déjà 
quelque  vingt  ans.  Il  y  a  plus  longtemps  encore  que  Ion  désirait  voir 
recueillir  en  un  ouvrage  unique  les  propriétés  les  plus  générales  et  les  plus 
remarquables  des  courbes  nées  des  considérations  géométriques  les  plus 
diverses.  En  1897,  M.  H.  Brocard  publia  les  Notes  de  hiblio graphie,  sous 
forme  de  précieux  volumes  lithographies  qui  contenaient  déjà  de  grandes 
richesses  géométriques  et  ce  livre  devenait,  entre  les  mains  de  géomètres 
étrangers,  le  prototype  de  grosses  publications  relatives  au  sujet.  Leur 
auteur  indirect,  aidé  maintenant  de  M.  T.  Lemoyne,  reprend  la  matière  pri- 
mitive, en  lui  laissant  sa  forme  primordiale  d'encyclopédie  alphabétique. 

Pour  ce  premier  volume  bornons-nous  à  relever  les  noms  suivants  :  Anal- 
lagmatiques,  Anticaustiques,  Antipodaires,  Astroïdes,  Biquadratiques,  Bra- 
chistochrone,  Cappa,  Cardioïdes,  Cartésiennes,  Cassiniennes,  Caustiques, 
Cayleyenues,  Cercles,  Chaînettes,  Cissoïdes,  Clothoïde,  Cochléoïde,  Coa- 
choïdes.  Coniques,  Courbes  à  courbures  constantes,  Courbes  algébriques. 
Courbes  harmoniques.  Courbes  appartenant  à  un  système  de  caractéris- 
tiques [\j.,  v),  Courbes  autopolaires. 

Sans  doute  on  peut  penser  tout  d'abord  que  l'ordre  alphabétique  peut 
nuire  à  l'ordre  logique,  mais  personne  n'a  jamais  prétendu  qu  une  encyclo- 
pédie devait  se  lire  dans  l'ordre  numérique  des  pages,  et  si  nous  voulons 
profiter  de  ce  premier  volume  dans  l'ordre  logique  des  choses,  non  seule- 
ment cet  ordre  sera  bien  facile  à  discerner,  mais  nous  trouverons  ici  une 
richesse  de  matériaux  qu'aucun  ouvrage  similaire  n'a  jamais  donnée. 

Que  l'on  commence  d  abord  par  létude  des  courbes  algébriques  ou,  plus 
élémentairement  encore,  par  l'étude  des  coniques.  Les  auteurs  ont  tenu  à 
nous  rappeler  qu'avec  Chasles  et  Halphen  les  problèmes  les  plus  élégants 
et  les  plus  difficiles  furent  associés  à  ces  courbes.  La  récente  publication 
—  d  ailleurs  non  encore  achevée  —  des  Œuvres  d  Halphen  a  réattiré  l'at- 
tention sur  la  théorie  des  caractéristiques  ;  MM.  Brocard  et  Lemoyne  n  ont 
pas  moins  fait  que  llnstitut  pour  faire  revivre  cette  question  géométrique, 
laquelle,  d'une  part,  entraîna  des  discussions  excessivement  ardues  qui 
tournèrent  à  la  plus  grande  gloire  d'Halphen  et,  d'autre  part,  se  prêtait 
avec  une  facilité  presque  déconcertante  à  la  résolution  de  problèmes  aux- 
quels la  géométrie  analytique  ordinaire  laisserait  une  physionomie  des  plus 
compliquées. 

Parmi  les  coniques  assujetties  à  quatre  conditions,  il  y  en  a,  en  général, 
(ji  qui  passent  par  un  point  et  v  qui  touchent  une  droite.  Dans  la  plupart  des 
problèmes,  les  caractéristiques  a  ou  v  sont  des  entiers  peu  élevés  (<^  7)  et 
toutes  les  coniques  de  mêmes  caractéristiques  ont  des  lieux  immédiatement 
assignables  pour  leurs  points  remarquables  (centres,  sommets,  foyers,  ...), 
tout  comme  des  enveloppes  aussi  faciles  à  discerner  pour  les  droites  y 
associées  (axes,  directrices,  polaires,  ...). 

Il  peut  être  superflu   d'insister  une  fois  de  plus  sur  la  portée  scientifique 
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«le  l;i  tliéoiie,  mais  quelle  merveille;ise  facilité  ceci  donnerait  à  un  élève 
affrontant  de  difficiles  concours,  oii  les  coniques  jouent  si  souvent  un  rôle 
primordial,  puisqu'il  pourrait,  à  la  simple  vue  de  l'énoncé,  savoir  quel 
résultat  il  doit  tirer  des  méthodes  à  lui  imposées  par  les  programmes. 

Notons  encore  qu'avec  l'élude  générale  des  courbes  algébriques,  nous 
retrouvons  cette  tliéoric  des  caractéristiques  pour  les  courbes  d'oidre  quel- 
conque possédant  une  liberté  paramétrique. 

Voilà  peut-être  ce  qui  donnera  la  meilleure  idée  de  la  haute  conscience 
des  auteurs  au  point  de  vue  scientifique,  mais  bien  d'autres  sujets  ne  sont 
pas  moins  captivants. 

La  théorie  des  anallagmatiques  contient  les  principaux  résultats  dus  à 
de  la  Gournerie,  Mannheim,  Darboux. 

Nous  en  avons  tout  de  suite  de  beaux  et  faciles  exemples  dépeuflant  d'une 
fonction  arbitraire. 

L'astroïde  a,  par  rapport  à  elle-même,  les  propriétés  tangentielles  les  plus 
curieuses. 

Cinquante-trois  théorèmes  sur  les  biquadratiques  prouvent  une  documen- 
tation qui,  quant  aux  courbes  gauches,  ne  le  cède  en  rien  à  celle  concernant 
les  courbes  planes. 

La  cardioïde  est  riche  de  47  théorèmes  dont  certains  permettent  la  tri- 
section de  l'angle. 

Les  cassiniennes  sont  des  biquadialiques  sphériques  liées  au  théorème 
de  Poucelet  il6  théorèmes). 

Les  caustiques  |50  théoièmesi  forment  tout  un  petit  traité  d'optique  géo- 
métrique. 

Les  différents  cercles  icirconscril,  complémeutaire,  d  Adams,  d  Apollo- 
nius, de  Boscowich,  de  Brocard,  de  Chasles.  de  Feuerbach,  de  Fuhrmann, 
de  Joachimsthal,  de  Longchamps,  de  Malfatti,  de  Neuberg,  d'Euler,  de 
Taylor,...)  forment  aussi  toute  une  géométrie,  non  étendue  à  plaisir,  mais 
au  contraire  réduite  de  manière  systématique,  les  auteurs  protestant  contre 
un  abus  de  dénominations  s'appliquant  à  des  conceptions  non  toujours  bien 
distinctes. 

La  chaînette  est  suivie  de  plusieurs  généralisations,  notamment  comme 
roulette  focale  de  coniques  ;  la  mécanique  peut  d'ailleurs  donner  plusieurs 
définitions  de  la  courbe. 

La  cissoïde  est  étudiée  dans  le  cas  général  oblique  avec  36  théorèmes. 

La  cochléoïde  ;-6  =  a  sin  6   a  11  théorèmes! 

Plus  haut  nous  avons  parlé  tout  spécialement  des  coniques;  que  ceci  ne 
nous  empêche  pas  de  mentionner  les  coniques  bitangentes  avec  43  théo- 
rèmes, les  coniques  circonscrites  |au  triangle  ou  au  quadrilatère)  avec  40, 
les  coniques  homofocales  avec  13.  les  coniques  inscrites  avec  37,  les  polaires 
coniques  ou  poloconiques  avec  14,  les  coniques  sphériques  avec  13  qui  s'aug- 
mentent de  28  pour  les  coniques  sphériques  homofocales. 

Nous  avons  déjà  montré  que  la  géométrie  spatiale  n'était  pas  moins  fami- 
lière aux  auteurs  que  la  géométrie  plane.  Nous  en  voyons  une  nouvelle 
preuve  avec  les  courbes  gauches  à  courbure  ou  à  torsion  constante,  ainsi 
qu'axec  les  courbes  à  courbure  normale  constante  qui,  sur  une  surface, 
deviennent  des  asymptotiques  quand  la  constante  est  nulle. 

Les  courbes  algébriques  planes  ont  73  théorèmes  généraux  ;  elles  sont 
étudiées  par  une  méthode  comparative  qui  ne  les  isole  pas  complètement 
des  courbes   transcendantes    analytiques,    mais    tient,    au   contraire,    à   con- 
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server  ics  analogies  possibles,  el  ce  par  l'iiilermédiaire  des  courbes  dites 
interscendantes. 

Les  courbes  anliarmoniques  offrent  encore  de  remarquables  exemples  de 
courbes  gauches  :  ce  sont  les  courbes  invariantes  des  transformations 
linéaires. 

La  présente  analyse  bibliographique  aura  cerlainenieiil  le  défaut  de  pa- 
raître trop  énumérative,  mais  parmi  tant  et  tant  de  merveilleux  théorèmes, 
comment  essayer  d'en  faire  ressortir  quelques-uns  sans  nuire  injustement 
aux  autres. 

Affirmons  plutôt  que  tout  ceci  constitue  la  Science,  la  vraie  et  haute 
Science  illustrée  par  les  noms  de  Chasles,  Liouville,  Plûcker,  Steiner, 
Cavley,  Cremona,  Laguerre,  Halphen,  Mannheim.  Appell,  Humberl,  Dar- 
boux,  Kœnigs... 

D'aucuns  aujourd'hui  dédaignent  cette  géométrie  qui  n'a  pas,  à  leurs 
veux,  la  profondeur  de  1  analyse  qui  rompt  le  continu  et  tente  d'ordonner  le 
translini  I 

Ceux-là  nous  font  souvent  perdre  bien  des  visions  esthétiques  qui,  heu- 
reusement, pourront  être  retrouvées  dans  le  magnifique  ouvrage  de  MM. 
Brocard  et  Lemoyne.  A.  Buhl  (Toulouse). 

C.  BuRALi-FoKTi.  —  Logica  matematica  (Manuali  Hœpli).  Seconda  edizione 

intieramenle    rifatta.    —    1  vol.  in-16,  483  p.;    9  L.  50;   U.  Hœpli,  Milan, 

1919. 

Quels  services  est-oii  en  droit  d'attendie  de  la  logique  mathématique?  A 
quel  degré  de  perfection  cette  science  est-elle  parvenue  et  quels  problèmes 
soulève-t-elle  encore?  C'est  ce  que  M.  Burali-Forti  explique  avec  une 
remarquable  maîtrise  dans  la  préface  de  la  deuxième  édition  de  I  ouvrage 
dont  nous  donnons  le  titre  ci-dessus. 

La  logique  symbolique,  dit-il,  se  présente  sous  deux  aspects  distincts, 
que  pour  la  clarté  de  l'exposition  il  vaut  du  reste  mieux  ne  pas  séparer. 
Elle  est  tout  d'abord  une  écriture  abrégée  ou  tachygraphie  ;  mais  elle  est 
aussi  et  surtout  qn  instrument  qui  sert  à  analyser  avec  précision  les  idées 
et  à  montrer  leur  liaison  logique  véritable.  Elle  permet  par  là  d'éviter  bien 
des  erreurs  de  raisonnement  qui  proviennent  des  formes  imprécises  du  lan- 
gage ordinaire. 

Un  premier  chapitre  met  le  lecteur  au  courant  des  signes  idéographiques 
fondamentaux  qui  servent  à  désigner  les  classes,  les  appartenances,  les 
exclusions,  etc.  Le  chapitre  II  traite  des  opérateurs,  des  opérations  et  des 
relations.  Le  chapitre  III  aborde  les  problèmes  logiques  concernant  les 
propositions  et  les  lois  qui  régissent  leurs  combinaisons  (entre  autres  le 
syllogisme).  Le  chapitre  IV  est  consacré  tout  entier  aux  définitions  (nomi- 
nales, par  induction,  par  postulats,  par  abstraction  et  par  classes,  etc.). 
Enfin  dans  un  cinquième  et  dernier  chapitre  sont  données  quelques  appli- 
cations de  la  méthode.  M.  Burali-Forti  montre  entre  autres  comment  la 
logique  symbolique  permet  de  définir  avec  rigueur  et  précision  les  gran- 
deurs, les  nombres  réels,  imaginaires  ou  complexes,  etc. 

Il  est  impossible  d'analyser  en  détails  l'ouvrage  si  riche  de  M.  Burali- 
Forti  ni  dénumérer  toutes  les  questions  délicates  qui  y  sont  traitées.  Signa- 
lons cependant  la  discussion  à  laquelle  est  soumis  le  principe  de  Zermelo. 
Ce  principe  est-il  juste  ou  faux?    D'après  M.  Peano,  il  impliquerait  un  rai- 
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sonneinent  compos«3  de  propositions  en  nombre  infini,  ce  qui  est  impossible. 
Mais  cette  objection  a  est  pas  suffisante.  Le  principe  peut  être  vrai  ou  faux, 
indépendamment  de  telle  voie,  pratiquement  irréalisable,  de  démousiralion. 
Pour  prouver  qu'il  est  faux,  il  faudrait,  dit  M.  Burali-Forti.  démontrer  que 
ion  peut  alors  en  tirer  une  conclusion  absurde,  ce  qui  n  a  pas  encore  été  fait. 

Arnold  Reymond. 
Université  de  rs'eucliâtel  |Suisse|. 


Michel  Petrovitch.   —  Les  spectres  numériques.  —   1  vol.  gr.  in-8",  vm- 

110  p.;  9  fr.;  Gauthier-Viilars,   l'aris,   l'Jiy. 

Ce  n'est  pas  la  première  fois  que  le  mot  «  spectre  »  passe  du  domaine  de 
la  Physique  dans  celui  des  Mathématiques.  U.  Hilbert  s'en  est  servi  dans  la 
théorie  des  formes  quadratiques  à  une  inlinité  de  variables,  mais  c'est  dans 
un  esprit  beaucoup  plus  immédiatement  saisissable  que  M.  Petrovitch 
l'eprend  le  même  mot. 

On  sait  depuis  longtemps  qu'un  nombre  avec  une  infinité  de  chiffres  déci- 
raau.x  peut  être  limage  de  toutes  les  complications  fonctionnelles  possibles. 
Un  seul  de  ces  nombres  peut  correspondre  à  une  infinité  de  données  :  il 
devient  pour  ainsi  dire  le  spectre  de  celles-ci  ou  le  spectre  d'inconnues,  en 
nombre  fini  ou  infini,  que  l'on  se  propose  de  dégager  si  l'on  peut  codifier 
convenablement  les  lois  de  formation  de  tels  spectres.  C  est  précisément  ce 
que  se  propose  l'auteur  du  présent  volume,  et  la  chose  ne  va  pas  sans  beau- 
coup d  ingéniosité. 

Les  spectres  ont,  en  général  uu  aspect  récurrent,  et  la  récurrence  peut 
correspondi'e  à  des  liaisons  analytiques  extrêmement  diverses.  Le  calcul 
combinatoire,  les  propriétés  des  séries  entières  et  des  fonctions  méro- 
morpiies,  les  fonctions  0,  les  intégrales  essentiellement  transcendantes  des 
équations  différentielles  sont  habilement  mises  à  contribution.  Et  1  ingénieux 
professeur  de  1  université  de  Belgrade  tient  beaucoup  à  mettre  en  parallèle 
les  propriétés  arithmétiques  de  ses  specti-es  avec  les  propriétés  d  origine 
physique  appartenant  au.x  spectres  de  la  Chimie  Non  seulement  il  y  a  des 
deux  côtés  des  raies  brillantes  et  des  espaces  obscurs,  mais  de  véritables 
comparaisons  sont  risquées  entre  certains  spectres  numériques  et  certains 
spectres  chimiques. 

C'est  parfois  d'une  fantaisie  aussi  brillante  que  les  plus  brillantes  canne- 
lures ;  c'est  toujours  profondément  séduisant  et  original. 

A.  BuHL  (Toulouse). 

D.  E.  S.MiTH.  —  Numbers  Stories  on  Long  Age.  —  1  vol.  in-16,  136  p.,  il- 
lustré ;  48  cents.  Avec  un  supplément  intitulé:  Numher  Puzzles  before  the 
léOg  Fire,  being  ihose  given  in  the  Xuniber  Stories  of  Long  Ago,  14  p. 
ia-16.  Ginn  &  C",  Xew-York. 

Voici  un  petit  livre  dont  les  belles  illnstralions  à  elles  seules  stimulent 
déjà  1  imagination  des  lecteurs.  Si  l'on  commence  à  le  lire  à  un  groupe  d  en- 
tants, ceux-ci  se  montrent  non  moins  exigeants  pour  la  suite  que  les  petits 
Américains  pour  lesquels  le  savant  historien  a  réuni  ces  contes.  Nous  nous 
trouvons  en  compagnie  d  enfants  de  pays  variés  et  de  temps  reculés,  enfants 
destinés  à  devenir  célèbres.  En  quelques  mots,  le  conteur  nous  transporte 
dans  leur  milieu  :  il   évoque  les   problèmes    mathématiques   qui   se   présen- 
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taient  dans  leur  vie,  les  moyens  dont   ils   disposaient   pour   les    résoudie   et 
le  progrès  que  leurs  esprits  apportaient  à  la  science. 

C'est  seulement  en  lisant  ce  livre  qu'on  peut  apprécier  l'art  avec  lequel 
l'auteur  esquisse  tant  de  figures  authentiques,  tandis  que,  d  autre  part,  il 
éveille  la  curiosité  chez  ses  jeunes  auditeurs,  qui  sont  ainsi  tentés  de  pour- 
suivre plus  loin  l'étude  du  développement  de  notre  civilisation. 


C.  DE  L\  Vallée  Poussin.  —  Leçons  sur  l'approximation  des  fonctions 
d'une  variable  réelle,  professées  à  la  Sorbonne.  —  1  vol.  gr.  in-8o  de 
viii-150  p.;  12  IV.  ;  Gauthier-Villars,  Paris.  1919. 

Les  lecteurs  de  L'Enseignement  mathématique  connaissent  déjà,  du  moins 
autant  qu'il  est  possible,  les  matières  exposées  dans  ce  nouvel  ouvrage,  car 
elles  ont  été  présentées,  dans  cette  revue,  sous  forme  résumée,  par 
M.  de  la  Vallée  Poussin  lui-même  (1918-19.  T.  XX.  pp.  4-29|.  Elles  sont 
d'une  importance  considérable.  En  fait,  dans  les  correspondances  entre  for- 
mules mathématiques  et  phénomènes  naturels  nous  ne  travaillons  jamais  que 
dans  l'approximatif.  Quelles  sont  donc  les  meilleures  méthodes  d'approxi- 
mation ?  La  question,  forcément  très  ancienne,  souvent  tournée  et  retournée, 
rappelle  encore  une  conférence  de  C.-A.  Laisant  à  l'Ecole  polytechnique, 
toujours  publiée  ici  (1899,  T.  I,  p.  241)  et  où  l'auteur  étudiait  l'aphorisme 
bien  connu  :  on  intègre  une  équation  approchée,  ou  ne  la  différentie  pas  ! 
C'est,  en  effet,  le  premier  et  salutaire  aveitissement  à  imposer  au  praticien 
novice,  mais  sa  brièveté  s'accommodant  mal  avec  d'impérieuses  nécessités  de 
différentiation,  on  peut  chercher  un  perfectionnement  dans  des  représenta- 
tions fonctionnelles  dont  le  comportement  peut  être  fixé  lors  de  successives 
différentiations,  et  c'est  notamment  là  une  importante  question  à  laquelle 
M.  de  la  Vallée  Poussin  consacre  un  grand  nombre  de  pages. 

Les  premières  représentations  appi'ochées  de  fonctions  à  variable  réelle 
furent  construites  par  l'emploi  de  considérations  physiques.  La  distribution 
thermique  dans  une  barre  était  quelconque  au  temps  zéro  mais  prenait,  au 
temps  s,  un  caractère  analytique  avec  lequel  la  quelconque  fonction  précé- 
dente était  représentée  d'aussi  près  qu'on  voulait  quand  s  tendait  vers  zéro. 
C'est  la  méthode  de  Weiersirass,  reprise  par  M.  Lebesgue,  qui  conduit  à 
la  représentation  par  polynômes.  Transformée  par  iM.  E.  Picard  (Traité 
d'Analyse,  T.  I.  2«  éd.,  p.  275),  elle  conduit  à  la  représentation  par  termes 
trigonométriques.  Tous  les  efforts  de  M.  de  la  Vallée  Poussin  gravitent 
autour  de  ces  deux  représentations  susceptibles  d'un  grand  nombre  de 
transformations  appuyées  sur  des  intégrales  qui    —    telle  celle  de  M.  Féjer 

—  ont  généralisé  les  intégrales  de  F'ourier  ou  sur  des    notions    symétriques 

—  telle  celle  de  série  de  Fourier  conjuguée  —  qui  ont   permis    d'apercevoir 
les  plus  intéressantes  réciprocilés. 

Parmi  les  représentations  polynomiales,  il  fallait  évidemment  donner  une 
place  importante  à  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange  que  sa  simplicité 
apparente  ne  met  pas  à  l'abri  de  difficultés  paradoxales  insidieusement  con- 
servées dans  la  représentation  trigouométrique  en  termes  finis. 

Enfin,  bien  que  le  titre  de  l'ouvrage  semble  particulièrement  consacrer 
celui-ci  aux  fonctions  de  variables  réelles,  il  se  termine  par  des  considéra- 
tions analytiques  relatives  à  la  correspondance  immédiatement  saisissable 
entre  séries  de  F'ourier  et  séries  de    Laurent.    Nous    croyons    aussi    que    les 
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intégrales  analytiques  prises  suivant  des  contours  à  la  Caucliy,  ou  même 
suivant  des  lacets  relatifs  à  des  singularités  non  polaires,  ont  encore  à  jouer 
des  rôles  aussi  importants  qu'inattendus  dans  les  présents  problèmes  d'ap- 
proximation. 

Ou  voit  que  ces  problèmes,  considérés  d'abord  par  le  technicien  de 
manières  aussi  simples  que  possible,  peuvent  oHrir  aux  analystes  purs  bien 
des  sujets  où  interviendront  leui's  méditations  les  plus  élevées. 

A.  BuHL  (Toulouse). 


Poradnik  dla  Samoukôw,  VVskazôwki  metodyczne  fila  Studjujacycli  Foszce- 
golne  Nauki.  —  Guide  pour  les  autodidactes  rédigé  par  MM.  Michalski, 
Ll'kasiewicz,  Jamszewski,  Kvvietnievvski,  Sierpinski,  Zakemba  et  Mazuk- 
KiEwicz.  3''  édition,  entièrement  revue  et  augmentée.  —  1  vol.  gr.  in-S", 
XL-620  p.;  Michalski  &  Heflich,  Varsovie,  1915. 

Les  entraves  multiples  opposées  par  lancien  gouvernement  de  lempire 
russe  à  la  diffusion  de  l'instruction  en  Pologne  ont  suggéré  dès  les  dernières 
années  du  XX"  siècle  à  MM.  Heflich  et  Michalski  1  idée  de  publier  un  ouvrage 
propre  à  servir  de  guide  aux  personnes  désireuses  de  s  instruire,  mais  ne 
pouvant  compter  que  sur  leurs  propres  forces.  Vers  1898,  cette  idée  a  été 
réalisée  et  la  première  édition  du  Guide  des  Autodidactes  a  paru  à  cette 
époque. 

Cette  première  édition  de  l'ouvrage  ayant  été  épuisée  en  deux  mois,  une 
nouvelle  édition,  plus  complète  mais  ne  dépassant  pas  les  cadres  généraux 
de  la  première,  a  paru  en  1901.  Le  succès  considérable  de  cette  publication 
a  engagé  MM.  Heflich  &  .Michalski  à  préparer  l'édition  actuelle  sur  un  plan 
beaucoup  plus  large  que  celui  des  deux  précédentes.  M.  .Michalski,  avec 
une  persévérance  méritant  les  plus  grands  éloges,  s'est  assuré  la  collabo- 
ration des  savants  polonais  les  plus  distingués  et,  par  cela  même,  il  a  réussi 
à  faire  paraître  sous  l'ancien  titre  de  Guide  des  Autodidactes,  un  ouvrage 
où  tout  travailleur  peut  trouver  des  renseigueraenls  très  utiles. 

Le  corps  de  l'ouvrage  est  précédé  par  un  intéressant  article  de  .M.  Jean 
Lukasiewicz  sur  la  Science  en  général.  Viennent  ensuite  des  séries  d'articles 
consacrés  aux  diverses  sciences  particulières.  Tout  ce  qui  concerne  une 
même  science  se  compose  des  parties  suivantes  : 

1°  Une  introduction  qui  a  pour  but  de  faire  connaître  le  caractère  général 
de  la  Science  considérée  ainsi  que  ses  divisions  principales. 

2°  Des  conseils  relatifs  à  ract[uisition  de  connaissances  du  niveau  de  ren- 
seignement primaire. 

3°  Des  conseils  relatifs  à  l'acquisition  de  connaissances  du  niveau  de  ren- 
seignement secondaire. 

4°  Des  conseils  relatifs  aux  hautes  études  dans  le  domaine  de  la  Science 
considérée. 

Les  indications  bibliographiques  contenues  dans  1  ouvrage  sont,  de  propos 
délibéré,  incomplètes,  car  on  a  cru  devoir  se  borner  à  indiquer  les  meilleurs 
ouvrages  en  précisant  les  conditions  de  préparation  dans  lesquelles  on  pour- 
rait étudier  chacun  de  ces  ouvrages  avec  le  plus  de  fruit  et  en  donnant  des 
renseignements  généraux  sur  la  nature  des  connaissances  que  létude  de  1  ou- 
vrage ronsidéié  permettrait  d'acquérir.  Chaque  article,  spécialement  con- 
sacré à  une  branche  particulière  d'une  science,  C(jntient  naturellement  des 
indications  piécises  relatives  à  la  nature  des  connaissances  préalables  indis- 
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pensables  pour  l'élude  de  celle  branche,  ainsi  qu'un  aper-cu  général  sur  la 
nature  de  la  branche  considérée. 

Si  incomplète  que  soit  l'analyse  précédente,  on  conçoit  que,  malgré  les 
iiupeifcclious  inévitables  de  l'ouvrage  et  l'inégalilé  de  la  valeur  des  différents 
ailicles.  le  Guide  des  Aitlodidacles  soit  appelé  à  rendre  d  immenses  services, 
en  particulier  aux  étudiants  des  facultés,  et  cela  ne  fùl-ce  qu'à  cause  de  la 
supériorité  des  renseignements  qui  s'y  trouvent  sur  ceux  qu'un  professeur, 
même  très  distingué,  peut  donner  ordinairement  quand  il  est  inteirogé  à 
brùle-pourpoint,  sans  avoir  eu  le  temps  de  méditer  la  i-éponse. 

Actuellement  deux  volumes  de  la  nouvelle  édition  du  Guide  des  Autodi- 
dactes ont  paru  ;  le  premier,  de  618  pages,  est  consacré  aux  Sciences  mathé- 
matiques et  le  second,  de  526  pages,  à  la  Physique,  à  la  Géophysique  ainsi 
qu'à  la  Météorologie. 
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1.  l*ul»licatious  périodiques  : 

The  American  Mathematical  Monthly.  —  Volume  XXYl,  1919  Lau- 
caster,  F.  A.  —  J.  P.  Ballantibl  :  Diliérence  quotients.  —  D.  F.  Bakkow  : 
On  the  envelope  of  the  VVallace  liues  of  au  inscribed  quadrangle.  — 
U.  Broggi  :  A  proof  of  a  iheorem  of  compound  probabilities.  —  R.  D.  Car- 
MicHAEL  :  Fermai  Numbers.  —  J.  W.  Guavvsoin  :  A  iheorem  in  the  geometry 
of  the  ti-iangle.  —  A.  B.  Coble  :  Conceruing  a  melhod  for  fiuding  a  parli- 
cular  intégral.  —  A.  E.mcu  :  Ou  an  elemeutary  problem  of  closure  on  an  equi- 
lateral  hyperbola.  —  \V  B.  Kokd  :  Second  report  ol  the  Comillee  on  Li- 
braries-list  of  Collège  mailiemalical  text-books.  —  P.  Fkanklin  :  Some 
geoineirical  relations  of  the  plane,  spliere,  and  telrahedron.  —  A.  F.  Frum- 
VKLLER  :  A  theory  and  generalizaliou  of  tiie  circular  and  hypeibolic  funclions. 
—  E.  V.  HuMiXGTON  :  iMatliemalics  and  statislics  wilh  au  elemeutary  account 
of  the  corrélation  coefficient  aut  the  coirelalion  radio.  —  K.  Laves  :  How 
the  map-pi-oblem  was  solveti  in  the  wai*.  —  G.  Loria  ;  On  certain  consli-uc- 
tions  of  descriptive  geometry.  —  R.  B.  McCle.nox  :  Leonardo  of  Pisa  and 
his  Liber  Quadralorum.  —  VV.  D.  .MacMiLLAN  :  The  growlh  of  the  solar 
System.  —  H.  P.  Man.m.xg  :  «  Conceruing  a  metliod  for  lînding  a  particular 
intégral  »  Note  on  Professer  Coble  s  article.  —  G.  A.  Miller  :  Bits  of  his- 
tory  about  Iwo  cotumon  mathematical  terms.  —  \\'.  F.  Rigge  :  Cuspidal 
rosettes.  —  VV.  H.  Hœver  :  Géométrie  explanation  of  a  certain  opiical  phe- 
nomenon.  —  R.  H.  Vivian  :  Slatistics  in  relation  to  the  v.ar.  —  E.  .1.  W'il- 
czYNSKi  :  On  the  form  ol  the  powei-  séries  for  an  algebraic  function.  — 
J.  VV.  Yoi.NG  :  Heport  of  the  National  Committee  on  Mathematical  Requi- 
remenls. 

Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.   —  38«  année,  3»  et  4« 

fascicules. —  La  Société  scientilique  de  Bruxelles  a  repris  ses  travaux  inter- 
rompus par  la  guerre.  Le  1"^''  mai  1919  elle  a  tenu  à  Bruxelles  sa  première 
assemblée    générale.    —  Le    fascicule  qui  vient  de  paraître  donne  le  compte 
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rendu  de  rassemblée  tenue  :i  Bruxelles  en  avril  1914.  Au  nombre  des  mé- 
moires qui  figurent  dans  la  seconde  partie  nous  mentionnons  celui  de  M. 
Gaston  Bertrand  sur  les  systèmes  infinis  et  les  équations  diflérenlielles 
linéaires. 

09"  année,  lasc.  l-^^.  —  J.  Neubekg  :  Sur  un  polyèdre  à  quatorze  faces.  — 
M.  Lecat  :  Sur  une  généralisation  des  déterminants  qui  permet  la  multipli- 
cation par  (îles,  même  quand  les  classes  des  facteurs  sont  impairs.  — 
M.  Lecat  :  Sur  les  déterminants  générau.x  ou  fonctions  analogues  à  pre- 
miers mineurs  nuls.  —  M.  le  Colonel  Akies  :  Propriétés  géuéi-ales  des  fluides 
(Thermodynamique). 

Zeitschrift  ftir  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterricht 

aller  Schulgattungen.  —  50.  Jahrgang  1919,  1.  bis  12.  Heft.  —  Studienrat 
Prof.  H.  Rebenstorff.  —  H.  Dokrie  :  Ein  neues  elementares  Verfahren  zur 
Lôsung  von  Exiromaufgabeu.  —  A.  Gerlach  :  Die  Kollineation  in  Prima.  — 
E.  GoTTi.NG  :  Die  Eutwickhing  des  mathematischen  Unteriichts  im  Sinne  der 
Reformbewegung  am  Gymuasinn  in  Giittingen.   —    B    Kerst  :  Gedultspiele. 

—  G.  Kewitscii  :  Zum  geometrischen  Anfangsunterricht.  —  A.  Krebs  : 
Konstruktion  des  Schussnetzes  fur  die  Artillerie.  —  W.  Lietzmann  :  Zum 
fiinfzigslen  Jahrgang  der  Zeitschrift.  —  Der  Einfluss  der  Kriegserfahrungen 
auf  den  raathematisch-physikalischeu  Unterricht  der  hôheren  Schulen.  — 
VV.  Lorey  •  Begabung  und  Studium.  —  A.  Lœwy  :  Ziir  elementaren  Be- 
handlung  von  Exponentialfuuktion  und  Logarithmus.  —  R.  Mehmke  :  Zum 
Satz  von  Busche.  —  Hub.  Muller  :  Erinnerungen  aus  den  erslen  Jahren 
dieser  Zeitschrift.  —  C.  H.  Mullek  :  Matliemalische  Wanderungen  und 
\Vandelungen  in  der  Provinz  Hessen-Nassau.  —  Munch  :  Winkel  an  den 
Parallelen.  —  C.  Musebeck  :  45  Jahre  Aufgaben  Repertorium.  —  F.  W. 
Neger  :  Ueber  einige  einfache  Methoden  zum  Nachweis  des  Gasauslausches 
der  Pflanzen.  —  E.  Rehfeld  :  Ein  Beitrag  zur  schuigemiissen  Behandlung 
der  Tragheitsmomente.  —  A.  Schùlke  :  Erinnerungen.  —  F.  Schilling  : 
Ueber  das  «  Linearzeichuen  »  an  den  hoheren  Schulen  und  sein  Yerhaltnis 
zum  0  Freihandzeichnen  ».  —  K.  Schwering  :  Winkelmessung  durch  Um- 
lauf.    —    R.  Sturm  :    Einteilung  der  Dreiflache.  —  Ueber  Winkeiteilung.  — 

—  Versuch  einer  Bestimmung  der  mittleren  Strafzeit.  —  O.  Tœplitz  :  Die 
geometrische  Période  in  den  mathematischen  Unterricht  an  der  Breslauer 
Universilat.  —  H.  Wiei.eitner  :  Der  mathematische  Verein  Mûnchen.  — 
E.  WiEDEMANN  :  Ueber  die  Konstruktion  der  Ellipse.  —  G.  Wolff  :  Die 
Interpolation  im  mathematischen  Unterricht. 

Cet  important  périodique  vient  de  terminer  sa  cinquantième  année.  Fon- 
dée en  1869  par  I.  C.  Y.  Hoffmann,  il  a  iargem-eut  contribué  an  développe- 
ment de  l'enseignement  mathématique  dans  les  pays  de  langue  allemande. 
Il  est  actuellement  dirigé  par  MM.  Schotten  (Halle)  et  W.  Lietz.mann  (Gœt- 
tingue).  Ce  dernier  a,  comme  on  sait,  pris  une  part  importante  aux  travaux 
de  la  sous-commission  allemande  de  la  Commission  internationale  de  l'en- 
seignement mathématique. 

S.  Lii\  res  nouveaux  : 

M.  AuDEMARs  et  E.  Lafendel,  directrices  de  la  Maison  des  petits  de  l'Ins- 
titut J.-J.  Rousseau,  Genève.  —  Nouveau  jeu  de  surfaces,  avec  une  bro- 
chure explicative  de  28  p.  in-4''.  —  Jules  Rappa,  Genève,  1919. 
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P.  Camma.n.  —  Algèbre  (Malliéinaliques  spéciales).  —  1  vol.  iii-8".  505  p.; 
J.  de  Gigord,  Paris. 

P.  Ca.mman  et  A. -G.  Rebouis.  —  Compléments  de  Géométrie.  Classe  de 
Mathéiiialiques  el  préparation  au.K  Grandes  Ecoles.  —  I  vol.  in-S".  460  p.  ; 
J.  de  Gigord,  Paris. 

P.  Camman.  —  Mécanique.  Classe  de  Mathématiques  el  préparation  aux 
Grandes  Ecoles.  —  1  vol.  iu-S»,  423  p.  ,  J.  de  Gigord,  Paris. 

C.  V.  DuLELL  et  G.  W.  Palmeu.  —  Elementary  Algebra.  Part  I.  —  1  vol. 
in-8o,  256  p.  :  4  s.  6  ;  G.  Bell  and  Sons.  Londres. 

P.  Fi.xsi.EH.  —  Ueber  Kurven  und  Flàohen  in  allgemeinen  Râumen. 
Thèse  (Gœtlingue).  —  1  fasc.  in-8",    120  p.  :   Leeinann  &  Ci»,  Zurich. 

J.  L.  S.  Hatto.n.  —  The  Theory  of  the  Imaginary  in  Geometry  togeiher 

with  the  Trigonoinelrj'  of  llie  Imaginary.  —  1  vol.  in-S»,  215  p.;  18  sh.; 
Cambridge  University  Press. 

Th.  L.  Heath  —  Euclid  in  Greek.  Book  I  with  Introduction  and  Notes. 
—  1  vol.  in-8<',  239  p.  ;  10  sh.  ;  Cambridge  University  Press. 

G,  Ingiiikami.  —  Table  des  nombres  premiers  et  do  la  décomposition  des 
nombres  de  1  à  100,000,  revue  et  corrigée  par  le  D»"  Pkompt,  et  suivie  de  la 
table  des  bases  des  nombres  tessaréens  de  1  à  20,000.  —  1  vol.  in-8o  de 
xx-36  p.  ;  broché  5  fr.  ;    Gauthier-Villars  &  C'«,  Paris. 

J.  MoLLEK.  —  Nautik.  (Ans  Natur  und  Geisteswelt.)  —  1  vol.  in-16.  113  p.; 
2  M.  ;  B.  G.  Teubner,   Leipzig. 

A.  Natucci.  —  Compendio  di  Algebra  per  la  seconda  et  prima  classe 
liceale.  —  (Enciclopedia  scolastica.)  —  2  vol.  in-16,  88  et  96  p.  ;  50  cent. 
chaque  vol.;  Licinion  Cappelli,  Rocca  S.  Casciano. 

A.  Natucci.  —  Compendio  di  Matematica  per  la  terza  classe  liceale.  Al- 
gebra, Trigonometria,  Arilmelica  (Enciclopedia  Scolastica).  —  1  vol.  in-16, 
112  p.  ;  50  et.  ;  Licinio  Cappelli,  Rocca  S.  Casciano. 

H.  T.  H.  PiAGGio.  —  An  elementary  Tretise  on  Differential  Equations 
and  their  Applications.  —  1  vol.  relié  in-8o,  218  p.,  avec  les  solutions,  22  p.  ; 
12  sh.  ;  G.  Bell  and  Sons,  Londres. 

H.  RocQUEs  Desyallées.  —  Tables  logarithmiques  à  quatre  décimales 
(Argument  en  arc  et  en  temps)  et  tables  à  trois  décimales  à  l'usage  des  phy- 
siciens et  des  navigateurs.  —  1  vol.  in-S",  72  p.  ;  4  fr.  ;  Gauthier-Villars 
&  Ci«,  Paris. 

H.  Bradford  Smith.  —  Non-Aristotelian  Logic.  —  1  vol.  in-8o,  40  p.  ; 
Collège  Book  Store,  Philadelphie. 

Thomas  Jan  Stieltjes.  —  ŒuvreS  Complètes  publiées  par  les  soins  de  la 
Société  mathématique  d  Amsterdam,  Tome  II.  —  1  vol.  in-4o,  603  p.  ;  25  flo- 
rins les  deux  volumes  ;  P.  NoordiiolF,  Groningue. 

E.  TuKKiÉKE.  —  Sur  le  calcul  des  objectifs  astronomiques  de  Frauen- 
hofer.  (Travaux  du  Bureau  d  Eludes  d'Optique  du  Service  géographique  de 
l'Armée.)  Fasc.  1.  Un  vol.  in-8",  123  p.,  3  planches.  —  Le  problème  des 
objectifs  de  longues-vues  dans  la  dioptrique  contemporaine.  Exposition 
des  recherches  de  M.  Harting.  Fasc.  2,  un  vol.  in-8o,  149  p.,  1  planche  ; 
Service  géohraphique  de  l'Armée,   Paris,    1918. 

E.  Vessiot.  —  Leçons  de  Géométrie  supérieure.   —   1  vol.  in-8o,  376  p.  ; 

Librairie  scientifique  J.  Hermann,  Paris. 
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CHARLES-ANGE  LAISANT 

18'il-1920 


La  disparition  de  C-A.  Laisant,  déjà  signalée  ici  avec  de 
brefs  détails  biographiques  accompagnés  de  quelques  dates, 
doit  être  rappelée  maintenant,  de  manière  plus  intime,  dans 
la  clarté  des  événements  historiques  et  moraux.  Cette  dispa- 
rition sera  ressentie  comme  celle  de  l'un  de  ces  hommes  qui 
ont  mis  toutes  leurs  espérances  en  la  Science  et  qui,  jus- 
qu'au dernier  moment,  s'étonnent  de  voir  que  l'extrême  géné- 
rosité de  tendances  infiniment  diverses  ne  soit  pas  satisfaite 
plus  vite  par  une  unique  formule  sur  laquelle  tout  leur  idéal 
était  bâti. 

Laisant  fut  homme  de  science,  éducateur,  philosophe  et 
politicien. 

11  apporta  partout  comme  une  méthode  unique,  faite  de 
croyance  au  progrès  et  de  sympathie  pour  toutes  les  ini- 
tiatives, et  c'est  cette  remarquable  unité  qui  devait  lui  don- 
ner des  résultats  divers  suivant  qu'il  évoluait  dans  les  milieux 
purement  intellectuels  ou  dans  les  milieux  effroyablement 
différents  et  louches  où  retentit  la  parade  politique. 

Le  terrain  scientifique  est  terrain  béni  pour  les  gens  sin- 
cères. 11  n'y  a  pas  de  moyen  détourné  pour  usurper  une 
renommée  qu'on  ne  mériterait  point;  il  n'y  a  qu'à  laisser  les 
candidats  à  la  glorieuse  lutte  contre  l'inconnu  agir  en  toute 
liberté.  En  général,  au  bout  de  fort  peu  de  temps,  chacun 
est  classé  et  jugé  selon  l'œuvre  dont  il  est  capable. 

Mais  qu'un  homme  qui  aime  profondément  la  Science,  qui 
s'est  habitué  aux  jugements  faciles  et  impartiaux  dont  je  viens 
de  parler,  pense   qu'il  pourra  agir  et  juger  de  même   dans 
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des  mondes  où  arrivent  à  vivre  tant  d'ambitieux  profondé- 
ment incapables,  voilà  bien  une  erreur  aussi  généreuse  que 
redoutable  qui  fera  de  cet  homme  une  victime  et  transfor- 
mera l'apôtre  en  un  désillusionné. 

Ce  fut  là,  en  grande  partie,  l'histoire  de  l'excellent  ami  dont 
nous  déplorons  la  perte.  La  générosité  de  son  caractère  était 
telle  qu'il  ne  parlait  d'ailleurs  jamais  d'autre  chose  que  de 
ses  désillusions.  Quant  à  se  dire  victime  de  gens  mépri- 
sables, allons  donc  !  C'eût  été  faire  à  ces  gens  l'honneur 
d'une  sorte  de  réussite  :  il  se  détournait  d'eux  avec  dégoût  et 
c'était  tout. 

G. -A.  Laisant  débuta  dans  la  Science  sans  prendre  grand 
sou(ù  des  problèmes  de  l'époque.  Les  méthodes  vectorielles, 
peu  connues  enFrance,  attirèrent  sonattentiond'où,  d'abortl, 
la  traduction  de  l'ouvrage  de  Bellavitis  sur  les  équipollences 
(1874)  bientôt  suivie  de  Théorie  et  applications  des  équipol- 
lences, d'une  rédaction  tout  à  fait  personnelle.  Vint  ensuite 
une  Introduction  à  la  méthode  des  quater nions.  Ces  ouvrages 
sont  épuisés  depuis  longtemps  et  contribuèrent  à  déchaîner 
des  polémiques  entre  vectorialistes  et  non-vectorialistes,  ces 
derniers  —  parmi  lesquels  se  trouvaient  d'illustres  savants 
—  ne  voyant  dans  le  calcul  vectoriel  qu'une  notation  abré- 
gée mais  non  susceptible  d'engendrer  des  résultats  qu'on  ne 
trouverait  pas  tout  aussi  bien  à  l'aide  du  calcul  ordinaire. 
Ainsi  envisagée,  la  question  pourrait  être  encore  discutée 
mais,  en  fait,  les  méthodes  vectorielles  ont  fait  du  chemin. 

Les  ouvrages  qui  ont  remplacé  ceux  de  Laisant  ont  aussi 
rencontré  bon  accueil  et  grand  appui  de  la  part  des  savants 
modernes  et  les  plus  actualistes  de  nos  physiciens  ont  trouvé, 
dans  le  calcul  vectoriel,  un  auxiliaire  dont  ils  ne  semblent 
plus  pouvoir  se  passer. 

Dans  un  ordre  d'idées  plus  élémentaire,  Laisant  a  été  l'un 
des  promoteurs  des  fonctions  hyperboliques.  Là  encore  le 
succès  ne  l'a  pas  trahi  car,  dans  tous  les  cours  de  mathéma- 
tiques spéciales  ou  générales,  on  montre,  surtout  au  début 
du  calcul  intégral,  dans  l'intégration  par  substitution,  le 
parallélisme  complet  qu'on  peut  établir  entre  l'usage  de  ces 
fonctions,  et  l'usage  des  fonctions  circulaires. 
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Je  passe  sur  quantité  de  Mémoires  d'Algèbre  et  de  Géo- 
métrie, disséminés  çà  et  là,  pour  suivre  le  rôle  général  et 
pédadogique  de  Laisant.  Il  fonda  de  nombreuses  publications 
(jui  rentiii-ent  incontestablement  d'immenses  services,  (^ui 
contesterait  cela  à  propos,  par  exemple,  de  L'Interniédiaire 
des  Malhéniaticiens(\89^)  ?  Ce  recueil  fut  de  plus  Tinstrument 
avec  lecjuel  il  tàla  le  terrain  sur  lequel  devaient  bientôt 
pai'aître  les  Congrès  internationaux  de  Mathématiciens.  Ceux- 
ci  lui  doivent  une  grande  part  de  leur  existence. 

Pour  ne  pas  trop  insister  sur  ce  (|ui  nous  concerne  en 
propre,  mentionnons  simplement  L'Enseignemejit  malhéma- 
tique,  fondé  en  1<S99  avec  H.  Fehr.  N'y  eùt-il  eu  (|ue  ce  seul 
titre,  nous  n'aurions  pu  laisser  passer  la  perte  de  notre  fon- 
dateur sans  adresser  à  sa  mémoire  ainsi  qu'aux  siens,  l'ex- 
pression de  nos  sentiments  les  plus  affectueusement  recon- 
naissants et  émus. 

Voici  maintenant  les  Problèmes  matliéniatiques  (Gauthier- 
Viliars,  1892),  simple  recueil  d'énoncés  si  Ton  veut,  mais 
d'énoncés  classés  sons  une  forme  des  plus  utiles  à  qui  veut 
s'orienter  dans  les  innombrables  questions,  particulièrement 
algébriques  et  géométriques,  posées  et  résolues  dans  les 
journaux  mathématiques  du  XIX''  siècle. 

Puis  la  tendance  philosophique  s'accentue  avec  La  Mathé- 
matique, dont  la  seconde  édition  s'épuise  actuellement.  Et 
c'est  vraiment  la  philosophie  d'Auguste  Comte  qui  reparaît 
avec  des  considérations  pédagogiques  propres  à  l'époque  et 
et  à  la  forme  actuelle  de  l'enseioiiement.  L'ouvraç^e  est  beau- 
coup  trop  connu  pour  que  nous   ayons  à  insister  davantage. 

L'Initiation  mathématique  Ouvrage  étranger  à  tout  pro- 
gramme) fut  un  succès  d'apparence  modeste  au  premier 
abord,  mais  finalement  très  grand.  Le  vingtième  mille  vient 
d'être  imprimé  et  a  servi  de  prototype  à  une  foule  d'autres 
Initiations,  astronomique,  chimique,  biologique,  .  .  . 

C'est  dans  de  telles  tentatives  qu'on  reconnaît  et  qu'on 
arrive  à  comprendre  de  manière  exacte  ce  que  fut  l'esprit 
logique,  idéaliste  et  révolutionnaire  de  Laisant.  11  me  confia, 
à  ce  propos,  l'horreur  que  lui  causait  l'enseignement  donné 
aux  tous  jeunes  enfants.  On  leur  apprend  à  lire  et  à  écrire  ; 
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bien  !  Mais  ceci  se  prolonge  immédiatement  par  la  gram- 
maire et  l'orthographe  !  Pauvres  petits  !  Grammaire  et  ortho- 
graphe sont  choses  extrêmement  complexes  résultant  de 
l'ethnique,  de  l'histoire,  de  mécanismes  phonétiques  variables 
et  d'une  foule  d'autres  choses  encore  !  Il  faut  déjà  une  grande 
maturité  d'esprit  pour  se  reconnaître  dans  un  tel  champ. 
Combien  sont  plus  simples  et  assimilables  les  premiers  prin- 
cipes mathématiques  !  Ceux-là,  on  les  néglige  !  Et  quand 
Fenfant  s'est  plié  aux  règles  d'une  grammaire  dont  le  vrai 
mécanisme  n'est  pas  accessible  a  un  être  aussi  jeune,  il  est, 
de  ce  fait,  un  esclave  de  plus  dans  le  domaine  de  la  pensée, 
il  est  bon  à  toutes  les  servitudes  ,  .  .  .  ! 

Je  m'arrête  !  Notre  ami  continuait.  11  prêchait  d'ailleurs 
un  converti,  car  je  me  rappelle  fort  bien,  moi-même,  n'avoir 
compris  les  règles  fondamentales  de  la  langue  française 
qu'avec  l'esprit  acquis  dans  l'étude  de  la  géométrie  et  de 
plusieurs  langues  étrangères. 

Mais,  en  fait,  que  conclure?  Laisant,  en  ceci,  admettait 
visiblement  que  le  pain  logique  est  le  premier  à  offrir  à 
l'esprit.  Est-ce  bien  sûr  ?  La  compréhension  profonde  et  bien 
ordonnée  peut-elle  être  l'apanage  de  tous?  Ne  voyons-nous 
pas,  à  l'heure  actuelle,  beaucoup  d'annonciateurs  de  temps 
meilleurs  parler  un  langage  qu'ils  croient  scientifique  et 
philosophique  et  qui  trahit,  dès  les  premiers  mots,  une 
ignorance  qui  fait  la  tristesse  des  vrais  amis  qu'ils  ont  dans 
le  monde  intellectuel  ?  Il  y  a  là,  sans  doute,  des  contradic- 
tions qui  tiennent  à  l'infinie  complexité  des  choses.  Ces 
contradictions  ne  seront  pas  résolues  par  des  boulever- 
sements de  programmes  ;  leur  disparition  ne  peut  être  que 
le  résultat  d'une  évolution  lente  de  l'esprit  humain  vers 
quelque  type  supérieur  qui  sera  capable  d'accepter  toutes  les 
méthodes  de  la  logique  dans  un  fonds  formé  avec  toutes  les 
ressources  de  l'intuition. 


Laissons  ces  épineuses  questions  !  Il  reste  encore  tant  de 
de  choses  à  dire  sur  le  charme  qui  se  dégageait  de  Laisant 
considéré  dans  son  existence  privée,  très  simple  et  accueil- 
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lante  au  possible.  Il  haJDita  longtemps  une  mnisonnelte  de 
Passy,  perdue  dans  un  de  ces  coins  de  verdure  qui  n'existent 
plus  guère  à  Paris  étant  donnée,  paraît-il,  la  nécessité  de  les 
détruire  pour  les  remplacer  par  de  somptueuses  hûlisses 
avec  chauffage  central  et  ascenseur.  De  ce  côté,  le  progrès 
est  encore  assez  douteux! 

On  ne  pouvait  guère  aller  chez  Laisant  sans  faire,  à  bref 
délai,  la  connaissan(;e  de  ses  fils  et  des  familles  de  ceux-ci. 
La  table  familiale  vous  était  vite  ouverte  et  c'étaient  de 
longues  causeries  pleines  d'intérêt  où  intervenaient  surtout 
des  souvenirs  de  voyage  et  des  anecdotes  politiques  géné- 
ralement  piquantes. 

Je  place  à  la  même  époque  —  celle  d'il  y  a  quelque  vingt 
ans  qui  était,  pour  moi,  celle  de  la  prime  jeunesse  —  des 
souvenirs  artistiques  d'une  beauté  profonde  et  d'un  intense 
pouvoir  émotionnel  que  je  rapporte  aisément  à  Laisant,  à 
son  ami  Emile  Lemoine  et  plus  généralement  à  tout  un 
milieu  d'origine  polytechnicienne,  milieu  dans  lequel  s'était 
fondé  une  société  de  musique  de  chambre. 

Des  polytechniciens  d'il  y  a  plus  d'un  demi-siècle  avaient 
«  gratté  »  des  quatuors  non  sans  soulever  quelque^opposition, 
de  la  part  du  camarade  Laurent,  par  exemple,  qui  vouait 
aux  gémonies  toute  cette  «  sacrée  trompette  ».  Le  mot  fit 
fortune,  précisément  à  cause  de  sa  bizarrerie.  Le  cercle 
devint  celui  de  «  La  Trompette  »  et  l'on  continua  à  «  gratter  » 
mais  pas  trop  mal  cependant,  car  on  attira  l'attention  des 
musiciens  les  plus  illustres,  notamment  de  Saint-Saëns.  Et 
ce  dernier  fit  cesser  l'antithèse  existant  entre  le  c[uatuor  à 
cordes  et  la  trompette  en  écrivant  le  magnifique  septuor  où 
les  deux  choses  sont  merveilleusement  harmonisées. 

Quand  je  connus  la  société,  il  y  avait  déjà  longtemps  qu'elle 
ne  marchait  qu'avec  des  maîtres  et  des  exécutants  de  pre- 
mier ordre.  Lemoine  n'avait  plus  d'autres  fonctions  (|ue  celles 
de  maître  de  maison.  Chaque  année,  de  janvier  à  mai,  il  y 
avait  une  audition  par  semaine  et  c'est  là  que  j'ai  beaucoup 
rencontré  Laisant.  Et  les  mathématiciens  les  plus  célèbres, 
notamment  mon  tant  vénéré  et  regretté  maître  Henri  Poincaré, 
écoutaient,  immobiles  et  j)ieux,  Beethoven,  Schumann,  Grieg, 
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Franck  !  Qui  donc  a  dit  que  les  savants  traitaient  l'art  avec 
dédain  ?  Pour  moi,  j'ai  (conservé  de  ce  temps  une  impression 
enthousiaste,  sans  doute  même  la  plus  enthousiaste  qui  ne 
soit  point  exchisivement  scientifique.  En  disparaissant  Laisant 
lait  disparaître  encore  quelque  chose  de  la  lumière  de  ces 
souvenirs  de  jeunesse  car  le  souvenir  seul,  quand  les  gens 
n'y  sont  plus,  est  hélas,  une  chose  qui  n'est  guère  faite  que 
de  tristesse  ! 


L'opposition  de  Laurent,  en  matière  musicale,  se  pour- 
suivait en  d'autres  choses  et  son  amitié  avec  Laisant  reposait 
beaucoup  plus  sur  des  contrastes  que  sur  des  affinités. 
Laisant  adorait  les  voyages;  les  examens  d'admission  à 
l'Ecole  Polytechnique  lui  semblaient  excellents  de  par  la 
tournée  provinc'iale  imposée  aux  examinateurs.  Laurent  la 
maudissait  et  soupirait  à  chaque  minute  :  «  Dire  qu'il  y  a  des 
gens  qui  voyagent  pour  leur  plaisir!  ». 

Après  de  fatigantes  journées  d'interrogations,  Laurent 
disait:  «Allons  nous  reposer!  »  Laisant  disait:  «  Allons 
nous  promener  !  ». 

Les  points  de  vue  semblaient  difficiles  à  concilier.  Un  jour, 
à  Marseille,  ils  se  heurtèrent  de  façon  particulièrement 
marquée,  Laurent  ayant  ajouté: 

—  Nous  promener  !  Et  où  donc  ? 

—  Eh  bien,  au  bord  de  la  mer. 

—  Mais  c'est  au  diable  ! 

—  Gomment  ?  Laissez-moi  vous  rappeler  que  Marseille  est 
baigné  par  la  Méditerranée. 

—  Ma  foi.  J'en  doute!  Je  n'y  ai  jamais  vu  qu'une  rangée 
de  bateaux  dans  une  sorte  de  canal  ! 

Ce  que  Laurent  dépeignait  ainsi  c'était  l'aspect  des  bateaux 
amarrés,  en  foule  fort  dense,  le  long  d'un  quai  du  port,  foule 
que  le  bon  géoïuètre  avait  sans  doute  observée  très  incom- 
plètement, eii  pensant  à  toute  autre  chose,  et  au  delà  de 
laquelle   il  avait  négligé   de  rechercher  l'horizon   véi'itable. 

Laisant  prétendait  avoir  réussi,  ce  soir-là,  à  l'entraîner 
jusque  sur  les  hauteurs  de  Notre  Dame  de  la  Garde  d'où  l'on 


C  II A  li  I.  K  S  -  A  N  G  E    I.  A  I S  A  N  T  79 

avait  convenu,  ensemble,  que  la  vue  sur  Fimniense  nappe 
bleue  valait  bien  la  peine  de  l'ascension. 

Mais  d'autres  sujets  ne  lardaient  pas  a  (aire  renaître  les 
discussions. 

Laurent  s'occupait  beaiu^oup  des  postulats  de  la  Géométrie, 
préoccupation  d'ailleurs  traduite  dans  nombre  de  ses  ouvra- 
ges. \\\  point  de  vue  mathématique  il  ne  publia  jamais  sur  le 
sujet  que  des  généralilés  inattac|uables  niais,  dans  son  (or 
intérieur,  il  avail  des  idées  préCérées  sur  la  nature  de  l'espace. 
Celui-ci,  conformément  à  la  géométrie  riemannienne,  devait 
être  une  variété  fermée. 

—  C'est  possible,  disait  Laisanl.  Si  l'on  abandonne  la 
conception  euclidienne,  il  se  peut  qu'un  jour  on  ait  de 
sérieuses  raisons  de  préférer  l'espace  riemannien  mais  nous 
n'en  sommes  pas  là.  La  conception  de  Lobatchewsky,  par 
exem[)le,  pourrait  être  adoptée  pour  le  moment,  aussi  bien 
que  celle  de  Riemann  et,  toujours  pour  l'instant,  rien  n'in- 
dique que  nous  vivions  dans  un  espace  fermé. 

—  Peut-être  rien  ne  l'indique-t-il,  reprenait  Laurent  mais 
enfin,  pour  moi,  je  préfère  çà.  On  se  sent  mieux  chez  soi! 

Il  semble  que,  dans  ces  anecdotes,  on  puisse  voir  autre 
chose  qu'un  simple  jeu  de  boutades.  Il  y  a  là  de  précieuses 
indications  psychologiques  sur  la  mentalité  d'un  homme  de 
science.  Laurent  était  avant  tout  le  travailleur  du  cabinet 
d'étude  ;  toute  cause  tendant  à  l'en  faire  sortir  était  chose 
insupportable  et  c'était  visiblement  cet  esprit  qui  lui  faisait 
détester  à  la  fois  les  tournées  d'examen,  les  explorations 
côtières  dans  le  voisinage  de  Marseille  et  le  vagabondage  de 
la  pensée  dans  un  espace  infini. 


Il  ne  paraît  pas  utile  d'insister  beaucoup  plus  sur  la  psy- 
chologie de  Laisant  lui-même.  Il  était  de  ceux  qui  se  dépei- 
gnent entièrement,  et  avec  la  plus  absolue  sincérité,  dans 
leurs  propres  écrits  et,  comme  je  le  disais  au  début,  le  trait 
le  plus  saillant  des  siens  est  une  confiance  presque  mystique 
en  l'avenir,  en  la  Science,  en  la  transformation  des  lois  de 
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lutte  vitale  en  des  lois  d'association.  Nul  plus  que  lui  n'a 
admis  ou  plutôt  n'a  commencé  à  admettre,  comme  un  pos- 
tulat certain,  que  le  progrès  scientifique  avait  pour  corollaire 
forcé  le  progrès  moral.  Puis,  les  progrès  scientifiques  deve- 
naient de  plus  en  plus  nombreux  et  merveilleux  et  le  progrès 
moral  n'apparaissait  pas  encore.  Bien  plus,  aux  approches 
de  l'effroyable  guerre  de  1914-18,  il  lui  semblait  que  la 
Science  était  un  prétexte  à  régressions  et  ce  fut  l'étonnement 
immense  et  douloureux. 

Que  pensa-t-il  de  cette  guerre  elle-même  ?  En  1870  Laisant 
fut  officier  combattant.  Pendant  le  siège  de  Paris,  il  fut 
chargé  des  travaux  de  défense  du  fort  d'Issy  et  reçut,  le 
18  janvier  1871,  la  Croix  de  la  Légion  d'honneur  pour  sa 
brillante  conduite.  Depuis  il  a  maintes  fois  expliqué  son 
patriotisme  :  amour  de  la  patrie  analogue  à  l'amour  de  la 
famille,  sans  haine  obligée  contre  la  patrie  ou  la  famille  voi- 
sine. Mais  ses  idées  humanitaires  effacèrent  chez  lui,  comme 
chez  moi  et  tant  d'autres,  jusqu'aux  élémentaires  sentiments 
de  défiance.  Je  pourrais  citer  une  page  de  lui,  écrite  en  1911, 
où  il  parle  avec  flamme  de  l'affection  du  peuple  d'Allemagne 
pour  le  peuple  de  France  ! 

Vraiment  les  temps  de  la  fraternité  internationale  n'étaient 
pas  révolus!  Le  seront-ils  jamais?  Je  ne  voudrais  pas  ris- 
quer une  affirmation  qui  serait  une  nouvelle  imprudence, 
mais  l'esprit  scientifique,  comme  un  bienfait  ou  comme  une 
tare,  porte  de  manière  si  invincible  à  la  croyance  au  progrès 
en  tous  domaines,  qu'on  peut  tout  de  même  se  demander  si 
l'échec  infligé  par  l'humanité  à  la  criminelle  tentative  alle- 
mande n'est  pas  un  des  premiers  et  tragiques  symboles  d'un 
progrès  moral  conquis  sur  les  forces  ancestrales  de  bar- 
barie. 

Je  souhaite  ne  point  me  tromper  quant  à  la  réalité  de  ce 
progrès  pour  que  notre  ami  dorme  dans  son  auréole. 

A.  BuHL  (Toulouse). 


EXTENSION 
DU  PROBLÈME   DES  TRIANGLES   HÉRONIENS 

PAR 

G. -A.  Laisant  (Paris). 


1.  —  Le  problème  des  triangles  héroniens  a  pour  objet 
la  résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation  indéterminée 
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=  1  . 


Il  se  résout,  on  le  sait,  ,r,  y  étant  deux  entiers  quel- 
conques, par  les  expressions 

c  =:  X-  -\-  y"^   ,  a  =  x-  —  y-   ,  h  =  2xy  . 

On  peut  aussi,  ce  qui  revient  au  même,  prendre  une  frac- 
tion quelconque  —  à  termes  entiers,  son  inverse  —,  puis 
former  la  demi-somme  et  la  demi-différence  de  ces  deux 
fractions—,  — .    Les  deux  résultats  qu'on  obtient  sont   les 

fractions  7-  et  -p . 

2.  —  La  question  que  nous  nous  proposons  d'examiner  ici 
consiste  dans  la  résolution  du  système 

c^  —  a^        ,  h, 

c,  rt,  6,  6,  devant  être  des  nombres  entiers,  et  X,  [j.  deux 
nombres  donnés  commensurables.  Pour  X  =  ju.=  1,  elle  se 
confond  avec  le  problème  des  triangles  héroniens. 

Soit  ),  =  —  ,  u  =  — ;  formons   les  fractions  (  — ,  —  )  et  dé- 


82  C.-A.    LAISANT 

terminons  en  la  demi-somme  et  la  demi-différence 

xr'  -\-  x'r  xy'  —  x'r 


2yy'  '  2vr' 

Considérons  maintenant  les  deux  fractions  (^, ,  — ,]  résul- 
tant de  la  permutation  des  deux  éléments  ?/,  r',  et  répétons 
les  mêmes  opérations.  Les  résultats  obtenus  seront 

xy'  -\-  x'y  xy'  —  x'y 

2x'y'        '  Ix'y' 

Posant  c  =  :ry' -\-  x'y,  a  ^^  xy'- —  x'y,  h  =  2yy' ,  ùf  =^  2.r'3/', 
nous  avons  C'  —  r/^  =  kxiix'ii' ,    — r~, —  =  —  ,     -p  =  —  . 

^      «^    '  \)b^  y  b  \ 

On  peut  évidemment,  si  —,  '—  sont  des  fractions  irréduc- 

V        y 

tibles,  remplacer  (.r,  y)  d'une  part,  et  (.r',  y)  de  Tautre,  par 
des  équimulliples  quelconques  de  ces  termes. 

Lorsque  l'on  est  conduit  à  des  résultats  c,  «,  h  (|ui  ont  un 
facteur  commun,  il  y  a  lieu  de  les  diviser  par  ce  facteur  pour 
obtenir  la  solution  la  plus  simple.  Cela  se  produit  notam- 
ment quand  les  quatre  nombres  .r,  ?/,  .r',  y'  sont  impairs, 
car  on  trouve  alors  des  nombres  pairs  pour  c  et  pour  rt,  et 
6,  h^  sont  pairs  par  définition. 

Réciproquement,  une  solution  (c,  a,  h,  b^  étant  connue, 
on  en  a  une  autre  en  multipliant  ces  quatre  éléments  par  un 
nombre  entier  quelconque.  Nous  dirons  qu'une  solution  est 
primitive  quand  c,  «,  b,  è,  sont  premiers  dans  leur  en- 
semble, par  analogie  avec  les  triangles  héroniens  primitifs. 
Gomme  c  et  a  sont  de  même  parité,  cela  entraîne  cette  con- 
séquence qu'ils  doivent  être  impairs  dans  une  solution  pri- 
mitive, puisque  b  et  b^  sont  pairs. 

3.  —  Revenons  à  l'équation  - — r^ —  =  À,  où  >  est  un  nombre 
commensurable  donné.  Si  X  =  — ,  formons  les  deux  frac- 
tions —  ,  ^,   y  étant   un  nombre  entier  quelconque,  et  ,r,  z 

pouvant  être  remplacés  par  des  équimultiples  quelconques 
s'ils   sont    premiers   entre   eux.    Formant   ensuite    la    demi- 
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somme   et    la   tlemi-dill'érence   de   ces   deux   IVactions,   nous 

avons    comme    résultats   -r  >    ,  ,    donnant   une    solution    de 

Il       II 

Téquation  — r^ —  ^  —  zrr  X.   Les  expressions  de  c,  r/,  h  sont 

f  =  xz  -f   V-    .  rt  =1  ib  ^-l'z  — l"t    .  Il  ^  'lyz 

Pour  X  =^  z  ^  elles  se  confondent  avec  la  solution  d'un  tri- 
angle héronien. 

Parmi  les  solutions,  en  nombre  infini,  qu'on  peut  ainsi 
obtenir,  il  y  a  lieu  de  distinguer  celles  ({uon  peut  appeler 
triangulaires,  c'est-à-dire  telles  que  c,  <7,  h  expriment  les 
trois  côtés  d'un  triangle.  Cela  exige  la  condition  que  b  soit 
compris  entre  c  —  r^  et  c  +  a.  Les  autres  sont  non-triangu- 
laires. A  la  limite,  on  rencontre  les  solutions  linéaires,  cor- 
respondant à  des  triangles  aplatis  en  ligne  droite,  dans  les- 
quels b  est  égal  à  c  —  a  on  h  c  -\-  a. 

Si  .rz  ]>  ij',  y  doit  être  inférieur  à  x  et  à  3  pour  qu'une 
solution  soit  triangulaire;  si  xz  <^  3/^,  y  doit  surpasser  à  la 
fois  X  et  z.  Posons  y  =  .v,  ou  y  z=  z ,  on  a  des  solutions 
linéaires. 

4.  —  Applications  numériques.  —  Nous  allons  montrer, 
sur  quelques  exemples  simples,  comment  on  peut  obtenir 
des  solutions  des  questions  indiquées  ci-dessus. 

Siistèmc  ^  ~^  ^  X,  T^  =  u.  —  Soit  /  =^,  u.=^.  Posons 

'^  bb,  b         '  .3       "  o 

.r  1=  7,  y  =1  2,  .r'  =  5,  y'  =  3,   et  formons  les  fractions 


puij 


2   '^  3J   '        2  \  2         :i 


1/7  2\  l 


5+3)-        -:,(-r--::]  ou  :^, 


31 

11 

i"2   ' 

12  ' 

;ji 

11 

30 

30 

Nous  avons  ainsi 

31-  —  ip  _  :  12  _  2 

12.30       ~"  3^  ^'  30  "~  "5 

En  remplaçant  7  et  .3  par  21  et  9,  on  obtiendrait 

1992  _  1792  _  7  36  _  2 

367%        "3"  '^'  9b~  ~b    ' 
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1 
Si  on  se  donnait  X  =  //  =  ^i  on  pourrait  poser 

X  =  21   ,         J  =  7   ,         :r'  =  3   ,         y'  —  9   . 

et  cela  donnerait  c  =  210,  a  =  168,    6  =  54,    ^,  =  126,    ou 
(solution  simplifiée)  c  =  35,  a  =  28,  6  =  9,  6,  =  21 

352  —  282        21         7 


9.21  9         3' 

^2  J^2  J9 

Equation  — r^ —  =  X.  —  Soit  A  ^  ^  .  En  formant  les  frac- 


12/ 


b^     —  "•        ^"■*'  "  —  1 

LZin        y  -1-1 

tions  ,  7^  ,  /».  et  y  étant  des  entiers  quelconques,  et  en 

effectuant  les  opérations  indiquées,  on  trouvera  notamment 
les  résultats  indiqués  ci-dessous,  et  sur  lesquels  les  vérifi- 
cations sont  faciles.  Si  y  est  compris  entre  12/«  et  7m,  on 
aura  une  solution  non  triangulaire;  si  y  est  inférieur  à  Im 
ou  supérieur  à  12/»,  la  solution  sera  triangulaire;  enfin, 
pour  y  =  7/?z,  ou  y  =.  12/»,  on  aura  des  solutions  linéaires 


Solution  triangulaire. 

))  »  (simplifiée). 

»  linéaire  (simplifiée). 

»  non  triangulaire  (simplifiée). 

»  »  » 

»  triangulaire. 

12  .  .  7 

Si,  au  lieu  de  X  =  y  on  avait  pris  \-=  ~,  on  rencontrerait 

les  solutions  qui  suivent,  et  qu'on   pourra   rapprocher  des 
précédentes,  les  éléments  c  et  «  restent  les  mêmes  : 


c 

a 

b 

85 

83 

14 

31 

25 

14 

19 

5 

14 

55 

1 

42 

205 

37 

154 

337 

335 

28 

c 

a 

* 

85 

83 

24 

Solul 

tion 

triangulaire. 

31 

25 

24 

» 

»              (simplifiée). 

19 

5 

24 

» 

linéaire  (simplifiée). 

55 

1 

72 

» 

non  triangulaire  (simplifiée). 

205 

37 

264 

» 

»                » 

337 

335 

48 

» 

triangulaire. 

Mars 
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SUR  L'ÉLIMINATION  ALGEBRIOIE 


Ch.  RiQuiER  (Caen) 


Deuxième  Partie  ^. 

Conditions  pour  que  n  équations  algébriques  à  l'inconnue  x 
admettent  quelque  racine  commune. 

7.  —  Nous  commencerons  par  établir  deux  lemmes. 
Lemme  premier.  Considérons  les  n  équations  algébriques, 
à  l'inconnue  x, 

Afx)  =  Ao.r«  +  A,.r"-i  +  ...  -f  k^_,x  +  A^  =  0  , 
B[x)  =  B„.r*  +  B,.r^'-'  +  .. .  +  B^_,.r  +  B^  =:  0  , 
C(x)  =  C,^-'-  +  C,.r'-i  +  ...  +  C^_,x  +  C^  =  0  .     )         (1^; 

L(.r)  =  L„a-'  +   L,.r'-^   +  ...  +   L^_^,r  +  L^  =  0   , 

dont  les  degrés  (apparents),  a,  b,  c,  ...  ,  1,  sont  tous  supé- 
rieurs à  zéro;  on  notera,  au  sujet  de  l'écriture  adoptée  pour 
ces  équations,  que,  dans  le  terme  général  de  chacune  d'elles, 
l'indice  du  coefficient  et  l'exposant  de  x  ont  pour  somme  le 
degré  (apparent)  de  l'équation.  Supposons  maintenant  que 
l'une  au  moins  d'entre  elles,  par  exemple  la  première, 
A(x)  =  0,  n'ait  pas  tous  ses  coefficients  nuls;  puis  formons, 
avec  les  n  —  1  dernières,  la  combinaison 

XB(x)  4-  [J.C(X)  +  ...  +  toL(.r)  =  0   , 
OÙ 

À  ,    ;a  ,    ...  ,    w  (15) 

désignent  n  —  1  indéterminées. 


1  Voir  L'Enseign.  mathini.,  t.  XX,   n"  C,  p.  405-421. 


86  CH.    RIQUIER 

Cela  étant,  pour  que  les  n  équations  (14)  admetleni  quelque 
racine  commune,  il  faut  et  il  suffit  que,  pour  toutes  valeurs 
des  indéterminées  (15),  les  deux  équations 

A(.r)  =  0   .  j 

(16) 
ÀB(.r)  +  \}.C(x)  +  ...  +  mL[x)  =  0     ) 

admettent  quelque  racine  commune. 

La  condition  est  évidemment  nécessaire,  et  nous  avons  à 
prouver  qu'elle  est  suffisante. 

I.  Considérons  un  polynôme  entier  dépendant  de  va- 
riables «,  i',  ...  en  nombre  quelconque,  et,  dans  les  plans  de 
notation  graphique  de  ces  variables,  décrivons,  autour  des 

valeurs  particulières  u^,  Cq prises  comme   centres,  un 

système  de  cercles.  Quelque  petits  que  l'on  suppose  ces  cercles, 
pour  que,  à  leur  intérieui',  le  polynôme  prenne  la  valeur 
zéro  indépendamment  des  valeurs  attribuées  aux  variables 
u,  V,  ...  ,  il  faut  et  il  suffit  que  ses  coefficients  soient  tous  nuls. 

La  condition  formulée  est  évidemment  suffisante,  et  il  nous 
reste  à  établir  qu'elle  est  nécessaire. 

Or,  elle  Test  évidemment  quand  il  s'agit  d'un  polynôme 
entier  à  une  seule  variable  :  car,  si  le  polynôme  n'avait  pas 
tous  ses  coefficients  nuls,  il  ne  pourrait  prendre  la  valeur 
zéro  que  pour  un  nombre  essentiellement  limité  de  valeurs 
de  cette  variable  (n*"  1).  Il  suffit  alors  de  prouver  que  si  la 
condition  formulée  est  nécessaire  dans  le  cas  d'un  polynôme 
entier  à  ^  —  1  variables,  elle  l'est  encore  dans  le  cas  d'un 
polynôme  entier,  F(/^,  c,  ...),  dépendant  des  q  variables 
u,  V,  ... 

A  cet  effet,  ordonnons  le  polynôme  ¥{u,  c,  ...)  par  rap- 
port à  ?i,  et  mettons-le  sous  la  forme 

/,(r, ...)  +/;(.■,  ...]u  +  /;(*',  ...)(*-  +  ...  .  (171 

où 

/;,('-,  ..i  .  A(r.  ...i  ,  u\^-, ...)  ,  ...  (18) 

sont  des  polynômes  entiers  (en  nombre  limité)  dépendant 
des  q  —  1  variables  v.  ...  Si,  à  l'intérieur  du  système  de 
cercles  considéré,  on  attribue  À  v ,  ...  un  système  déterminé 
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de  valeurs  particulières,  l'expression  (17)  s'évanouit  quel  que 
soit  «,  et  Ton  a  dès  lors 

/;(.',  ...)  —  0  ,    \\w,  .  .]  —  ^  ,    /;(r,  ...1  —  0  .  ... 

Mais,  les  valeurs  particulières  que  nous  venons  d'attri- 
buer à  t^,  ...  étant,  dans  les  limites  imposées,  complètement 
arbitraires,  il  résulte  de  ce  qui  est  admis  sur  les  polynômes 
entiers  à  ^  —  1  variables  que  les  coefficients  des  divers  poly- 
*nômes  (18)  sont  tous  nuls,  et,  par  suite,  ceux  du  pol3^nôme 
F(/^,  c,  ...). 

II.  Etant  donné  un  nombre  quelconque  de  polynômes  en- 
tiers, dépendant  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  et 
dont  aucun  n'a  tous  ses  coefficients  nuls,  il  existe  quelque 
système  de  valeurs  de  ces  variables  n'annulant  aucun  des 
polynômes. 

A.  Lorsqu'un  polynôme  entier,  F(u,  v,  ...),  à  un  nombre 
quelconque  de  variables,  prend  une  valeur  différente  de  zéro 
pour  un  système  déterminé,  (U(,,  v^,,  ...),  de  valeurs  particu- 
lières de  ces  variables,  il  reste  différent  de  zéro  pour  toutes 
valeurs  de  u,  v,  ...  suffisamment  voisines  de  u^,  v^,  ... 

Effectivement,  si  Ton  désigne  par  M,,  le  module  (non  nul) 
de  F(z/j),  Vq^  ...),  et  par  //  une  quantité  positive  (>  0)  choisie 
comme  on  voudra  au  dessous  de  Mq  ,  il  résulte  de  la  conti- 
nuité de  ¥{u,  (',  ,..)  que,  pour  toutes  valeurs  de  «,  v,  ...  suf- 
fisamment voisines  de  u^,  c^,  ...  ,  on  aura 

mod  [F(«.  V,  .  .)  -  F(»,,  r,,  ...|]<  .M„  -  a   , 

et  à  plus  forte  raison 

Mq  —  mod  F  (M  ,  v  ,   ...)  <^  .M^  —  a   , 

c'est-à-dire 

mod  F  (tt  ,  V  ,   ...)  ^  a    . 

B.  Revenons  à  l'énoncé  formulé  au  début  du  présent 
alinéa  II. 

Lorsque  le  nombre  des  polynômes  se  réduit  à  1,  la  pro- 
priété qu'il  s'agit  d'établir  résulte  immédiatement  de  l'ali- 
néa I;  pour  prouver  qu'elle  est  générale,  il   sullit  donc  de 
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montrer  qu'en  la  supposant  vraie  pour  p  —  1  polynômes, 
elle  l'est  nécessairement  aussi  pour  les  p  polynômes 

Q(m  .  V,  ..  ) R(t<  ,  V  ,  ...)   ,      S(i<,  V  ,  ...)   , 

dépendant  de  variables  w,  v,  ...  en  nombre  quelconque.  Or, 
aucun  de  ces  p  polynômes,  et,  notamment,  des/) — 1  pre- 
miers, n'ayant,  par  hypothèse,  tous  ses  coefficients  nuls,  on 
peut,  en  vertu  de  ce  qui  est  admis,  assigner  quelque  système 
de  valeurs,  (M(j,  ^q,  ...),  tel  que  les/>  —  1  polynômes 

Q(h  ,  r,  ...) '  R(m,  V,  ...) 

soient  tous  différents  de  zéro  pour 

u  ,  r,  ...  =  «„,  »•(,.  ...    , 

et  pa  rsuite  (lemme  i4)  pour  toutes  valeurs  de  u,  t^,  ...  suffisam- 
ment voisines  de  Uq.,  p^,  ...  Gela  étant,  si  l'on  a  S(Wo,  Vq,  ...) 
^  0,  le  système  de  valeurs  (//(,,  v^,  ...)  satisfait  à  toutes  les 
conditions  requises.  Si  Ton  a  au  contraire  S(M(,,  c^,  ...)  =  0, 
il  existe  certainement,  dans  un  voisinage  aussi  rapproché 
qu'on  le  voudra  de  (m„,  Cq,  ...),  et  par  suite  dans  un  domaine 
où  aucun  des  p  —  1  premiers  polynômes  ne  peut  s'annuler, 
quelque  système  de  valeurs,  («, ,  c^,  ...),  n'annulant  pas 
S(w,  c^,  ...)  :  car,  sinon,  le  polynôme  S(zf,  c,  ...)  aurait,  en 
vertu  de  I,  tous  ses  coefficients  nuls,  ce  qui  est  contraire  à 
l'hypothèse;  pour  les  valeurs  «^ ,  p^ ,  ...  ,  on  aura  donc  à  la 
fois 

III.   Il  existe,  pour  les  n — 1  indéterminées  (15),  une  infi- 
nité de  systèmes  de  valeurs, 


(19) 


tels  que,  dans  le  tableau  (19),  qui  contient  n  —  1  colonnes  et 


A    , 

[j.    ,    . . 

.    ,    tu    , 

À"  , 

p.".    .. 

.     ,    w". 

À'", 

v-'",  .. 

.    ,    w'". 
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une  infinité  de  Lignes,  n  —  1  lignes  arhilrairement  choisies 
forment  un  déleiniinant  différent  de  zéro. 

Efïeclivement,  à  une  première  ligne,  )/,  //',  ...,  oj',  com- 
posée de  //  —  l  éléments  arbitrairement  choisis  sous  la 
seule  restriction  de  n'être  pas  tous  nuls,  on  peut,  par  l'ap- 
plication de  l'alinéa  II  à  un  polynôme  linéaire  et  homogène 
dépendant  de  deux  variables,  adjoindre  une  deuxième  ligne, 
X",  a",  ...  ,  Cl",  telle  que  le  tableau  résultant, 

)/  ,     a'  ,     ...     ,    r,)'  ,        \ 
X",     a",     ...     ,     ro",         j 

à  /i —  i  colonnes  et  deux  lignes,  contienne  quelque  déter- 
minant du  second  ordre  différent  de  zéro;  puis,  par  l'appli- 
cation de  l'alinéa  II  à  un  polynôme  linéaire  et  homogène 
dépendant  de  trois  variables,  adjoindre  à  ce  dernier  tableau 
une  troisième  ligne,  X'",  f/'",  ...  ,  w'",  telle  que  le  tableau  résul- 
tant, 

y ,  [X,   ...  , 

X",    ;j." 

V",    iJ.'" 

à  7i  —  l  colonnes  et  trois  lignes,  contienne  quelque  déter- 
minant du  troisième  ordre  différent  de  zéro;  et  ainsi  jusqu'à 
ce  que,  par  l'application  de  l'alinéa  II  à  un  polynôme  linéaire 
et  homogène  dépendant  de  /z  —  1  variables,  on  ait  obtenu 
un  tableau  carré, 

)/ ,    a' ,    to'    , 

X"  .    u." ,     to"    ,  i 

(20) 

à'"-'),  .j"-1>,  ...  ,  03'"-" 

formant  un  déterminant  d'ordre  //  —  1  différent  de  zéro  :  il 
est  alors  manifeste  que,  dans  le  tableau  (20),  toute  associa- 
tion de  72 — 2  lignes  contient  quelque  déterminant  d'ordre 
n  —  2  différent  de  zéro. 

Cela  étant,  on  pourra,  par  l'application  de  l'alinéa  II  à  plu- 
sieurs   polynômes    linéaires    et    homogènes    dépendant    de 

L'Enseignement  mathém.,  21=  année;   1920.  7 
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Il  —  1    variables,  adjoindre  au  tableau  (20)  une  ligne, 

telle  que,  dans  le  tableau  résultant, 

-  /      /  /  \. 

A   ,    a ,    w     ,  \ 

X"  ,    a" fo"    ,  ' 


à'"-"  ,    u.'"~" f,,'"-') 

À(">  ,    |J.<") ,     o.(")    , 

à  n  —  1  colonnes  et  n  lignes,  toute  association  de  //  —  1 
lignes  forme  un  déterminant  différent  de  zéro:  il  est  alors 
manifeste  que,  dans  le  tableau  (21),  toute  association  de 
IL — 2  lignes  contient  quelque  déterminant  d'ordre  ii  —  2 
différent  de  zéro. 

Par  une  nouvelle  application  de  l'alinéa  II  à  plusieurs  poly- 
nômes linéaires  et  homogènes  dépendant  de  n  —  1  variables, 
on  pourra  maintenant  adjoindre  au  tableau  (21)  une  ligne, 

X'"+'',    a"'+'' (o'"+^' 

telle  que,  dans  le  tableau  résultant, 

À'  .      U.' ,       fi/      , 

À",    [x" o/    , 

/.'""■'  ,    a'"~-'       .  .  .     ,     f,j"'~-' 

à"'-"  ,    jj.'"-" co'"-"    . 

À»"',    a"",     ,     ,o"'<    , 


(22l 


à  II  —  1  colonnes  et  «  +  1  lignes,  toute  association  de  /z  —  1 
lignes  forme  un  déterminant  d'ordre  n  —  1  différent  de  zéro  : 
il  est  alors  manifeste  que,  dans  le  tableau  (22),  toute  asso- 
ciation de  fi  —  2  lignes  contient  quelque  déterminant  d'ordre 
Il  —  2  différent  de  zéro. 

Par  une  nouvelle  application  de  l'alinéa  II,  on  pourra  de 
même,  etc. 
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Ce  mode  de  raisonnement  peut,  ronime  on  le  voit,  être 
indéfiniment  poursuivi. 

IV.  Revenons  à  notre  énoncé  général,  et  supposons  que, 
pour  toutes  valeurs  des  // —  l  indéterminées  (15),  les  deux 
équations  (16)  admettent  quelque  racine  commune  :  il  s'a<j-it 
d'établir  que  les  n  équations  (14)  admettent  nécessairement 
quelque  racine  commune. 

En  efïet,  puisque,   pour  toutes  valeurs  de  /,  ^ o),  les 

deux  équations  (i6j  admettent  quelque  racine  commune,  et 
que,  d'autre  part,  l'équation  A(.r)  =  0  n'a  pas  tous  ses  coef- 
ficients nuls,  cette  dernière  admet  un  nombre,  m,  de  racines 
distinctes  supérieur  à  zéro  et  au  plus  égal  à  «,  et  ces  m  racines 
sont,  naturellement,  indépendantes  des  valeurs  attribuées 
aux  indéterminées  (15).  Si,  dans  le  tableau  illimité  (19),  on 
considère  {n  —  2)m  +  1  lignes  quelconques,  par  exemple 
les  [n  —  2)m  +  1  premières,  il  y  aura,  pour  chacun  des 
{n  — 2)m  +  1  couples  d'équations 

A IX)  =  0   ,      >/B(.ri  +  a'C(.r)  +  ...  +  "/\.\x)  =  0   ; 

A(.r)  =r  0    .      À"B(.r)  +  a"C(.r)  +  ...   +  'o"  L  [x]  =  0    ;  J 


quelque  racine  commune  aux  deux  équations  du  couple. 
D'ailleurs,  l'équation  A  (.r;  =  0  ayant  exactement  m  racines 
distinctes,  il  y  aura,  parmi  ces  (//  —  2)m  +  1  couples  d'équa- 
tions, n  —  1  couples  au  moins  pour  lesquels  la  racine  com- 
mune coïncidera  avec  une  même  racine,  .r  =  |,  de  l'équa- 
tion A(.r):=0;  en  désignant  donc  par 


'/(— 1  . /i— i 


un  certain  déterminant  d'ordre  n  —  1  extrait  du  tableau  (19), 
par  suite  différent  de  zéro,   et  par  Q_i{x),  Qi{.r),  ...  ,  Q„_i(j") 
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certains  polynômes  entiers  en  .r,  on  aura  les  n  —  1  identités 

\  B  {X)  +  p.,  C  (.r)  + +  w.  L  [x]  =  {x  -  Ç)  Q,  (,r)   , 

À,  B  (.r)  +  ÎJ.2  C  (,*•)  + +  w,  L  {x)  =  (^  —  Ç)  Q,  (^)   , 

K-^  B  (X)  +  ix„_,  C  (,r)  +   .  .  .   +  eo„_i  L  (X)  =  {x  -  ?)  Q„_,  (.r) 

Or,  la  résolution  de  ces  identités,  effectuée  conformément 
à  l'algorithme  de  Cramer  par  rapport  aux  n  —  1  polynômes 
B(.r),  G(.r),  ...  ,  L(.r),  montre  que  ces  derniers  sont  tous  divi- 
sibles par  X  —  (^  ;  il  en  résulte,  ainsi  que  nous  l'avions  an- 
noncé, que  les  n  équations  (14)  admettent  quelque  racine 
commune. 

8.  —  Lemme  second.   Soient 

H,,r''  +  H^.r'^-'  +  .  .  .   ^  H,_,.r  +  H,  =  0   ,        j 

K„./  +  K,x'-'  +   ...  +  K,._,,r  +  K,  =  0   .        ,■  (23) 


des  équations  algébriques  à  l'incoîinue  x,  en  nombre  limité, 
et  dont  les  degrés  (apparents)  respectifs,  h,  k,  ...  ,  sont  tous 
supérieurs  à  zéro  ;  on  suppose  que,  dans  quelqu'une  d^ entre 
elles,  par  exemple  dans  la  première,  le  degré  apparent  est 
aussi  le  degré  effectif,  c'est-à-dire  que  le  coefficient  lï^  est 
différent  de  zéro. 

Cela  étant,  pour  que  les  équations  (23)  admettent  quelque 
racine  commune,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  équations,  mises, 
comme  il  suit,  sous  forme  homogène, 

H^.r'^  +  H^.r'^-'r  +  .  .  .   +  H;,_i.rv'^-'  +  H^/  =  0   ,      j 
K^.x^'  +  K,,/'-'r  +  .  .  .  +  K^_^.rr^-'   +  K^.r^'  =  0  ,     ^      (2'*1 


admettent  quelque  racine  commune. 

Effectivement,  si  les  équations  (2-3)  admettent  la  racine 
commune  x  =  |.  les  équations  (24)  sont  manifestement  véri- 
fiées pour  r  =  |,  ?/ =  1,  et  admettent  dès  lors  la  racine 
commune  (.r,  y)  =  {'E,.  1). 

Inversement,  supposons  que  les  équations  (24)  admettent 
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la  racine  commiiiie  (.r,  y)  =  i.r',  y' ^  oi'i  .r',  ^'  désignent  des 
valeurs  numériques  non  à  la  t'ois  nulles.  On  voit  tout  d'abord 
que  la  valeur  numérique  y'  ne  peut  être  nulle  :  car,  si  elle 
l'était,  x  serait  difîérent  de  zéro,  el  la  première  équation 
(24)  donnerait  H^  r'''  ^  0,  ce  qui  est  impossible  à  cause  de 
Hq  ^z^  0.  Notre  hypothèse  relative  aux  équations  24;  et  à  leur 
racine   commune  peut   doue  se   formuler  en  disant  c|ue  ces 

équations   sont  toutes  vérifiées   pour  ,<■;  =  —  ,   ?/ =  1,   ce  qui 

revient  à  dire  que  les   équations   (23)  sont  toutes   vérifiées 

pour   <■:=:  —  . 

9.  —  Considérons  maintenant  n  écjuations  algébriques  à 
rinconnue  .r,  par  exemple  les  n  équations  (14).  dont  les 
degrés  (apparents)  respectifs,  a,  b 1,  soient  tons  supé- 
rieurs à  zéro,  et  proposons-nous  de  rechercher  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  ces  n  équations 
admettent  quelque  racine  commune.  Dans  celte  reciierche, 
nous  examinerons  d'abord  le  cas  de  deux  équations  ;  nous 
ferons  voir  ensuite  que  le  cas  de  n  équations  [n  >  2)  se 
ramène  à  celui  de  n  —  l  équations. 

I.  Pour  que  l'équation  algébrique  à  l'inconnue  x, 

k{x]  =  A„x"  ^  AjX°-'  4-  A^.r''--  +  ...  +  A^_^x  +  A^  =  0   . 

dont  le  degré  (apparent)  a  est  supérieur  à  zéro,  admette 
quelque  racine,  il  faut  et  il  suffit  : 

Ou  bien  que  ses  coefficients  soient  tous  nuls  ; 

Ou  bien  que  l'on  ait  X^z^O; 

Ou  bien  que  l'on  ait  .\(,  ^  0,    .\j  ^  0  ; 

Ou  bien  que  l'on  ait  Ag  ;=  0,   A,  =i  0,   A.,  y=  0  ;  Etc.  ; 

Ou  bien,  enfin,  que  l'on  ait  Aq  =  0,    .\,  =  0.   .A,  =  0 

Aa_-,  =  0,  A,_i  ^  0. 

Par  exemple:  Pour  que  l'équation 

A,^,t-'  +  Aj.r  +  A,  =  0 

admette  quelque  racine,  il  faut  et  il  suffit  :  ou  bien  que  ses 
coefficients,  Aq,  A^  ,  A.,,  soient  tous  nuls;  ou  bien  que  l'on 
ait  Ao  ^  ();  ou  bien,  enfin,  que  Ion  ait  A^  =  0,   A,  =^  0. 
Pour  que  l'équation 

A^x^  4-  AjX-  4-  Aj.f  +  A3  =  0 
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admette  quelque  racine,  il  laut  et  il  sullil  :  ou  bien  que  ses 
coeflicients,  Aq,  Aj,  A.,,  A3,  soient  tous  nuls;  ou  bien  que 
Ton  ait  Ao  ^  0  ;  ou  bien  que  l'on  ait  A^  =  0.  \^^0\  ou 
bien,  enfin,  que  l'on  ail  Aq  =  0.    A,  ^  0,    A.,  ^  0. 

II.  Pour  que  les  deux  équations  algébfiques  à  l'inconnue  x, 

A  (,r|  =  A,.r«  +  A,.r«-'  +  A,.r°--  +   .  .  .   +  A„_,.r  +  A„  =  0   ,      j 
Bl.n  =  B,x*  +  Bj.r*-'   +  B,.r''--   +    .  .  .  +  B^_,.r  +  B^  zz=  0   ,      ( 

dont  les  degrés  (apparents)  a,  b  sont  tous  deux  supérieurs  à 
zéro,  admettent  quelque  racine  commune,  il  faut  et  il  suffit  : 

Ou  bien  que,  la  première  ayant  tous  ses  coefficients  nuls, 
la  deuxième  admette  quelque  racine  (I)  ; 

Ou  bien  que  l'on  ait  A^  ^  0,  et  que  les  deux  formes  binaires 

\.r"  +  A,.r«-'v  +  A.x'^-V  +   •.•    +  A„_, .«/'-'  +  A„v«   ,      j 
B„.r*  +  Bj.r''-'j  +  H,.r*--v-  +   ...   +  B,_i.rv*-'    +   B,  v'  ) 

aient  un  résultant  nul; 

Ou  bien  que  l'on  ait  A^  =  0,  A,  ^zf  0,  et  que  les  deux 
formes  binaires 

A,.r"-'  +  A,.r«--r  +   .  .  .  +  A„_, .,/--  +  A^r«-'   ,      | 
B„.r*  +  B,.r*-' r  +  B^-r^-'r^  +  •  .  •   +  B,_i.r/-i   +  B^r*  ) 

aient  un  résultant  nul; 

Ou  bien  que  l'on  ait  A^  =  0,  A,=0,  A»  ^  0,  et  que  les 
deux  formes  binaires 

B,.r*  +  B,.r''-\r  +  B,,r*-^r^  +   .  .  .   +  B,_i.rr''-^  +  B,/      .      ) 

aient  un  résultant  nul;  —  Etc.; 

Ou  bien,  enfin,  que  l'on  ait  A^  =  0,  A^  =  0,  A.,  =  0,  ...  , 
Aa—-2  =  0.   Aa-i  ^  0.  et  que  les  deux  formes  binaires 

A„_,.r  +  A^v   ,  ) 

B,.r*  +  B,.r*-\r  +  B,x'-'f  +   ...    +  B,_j  .rv*-'  +  B.r''     j        . 

aient  un  résultant  nul. 

Le  simple  rapprochement  des  n°'  8  (Lemmk  second)  et  3 
suffît  à  mettre  en  évidence  Texac-titude  de  cet  énoncé. 
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III.  Supposons  acluellement  «  quelconque  (>  2),  et  cher- 
chons les  conditions  nécessaires  et  sufïisanles  pour  que  les 
//  é(|uations  (14)  admettent  quelque  racine  commune. 

Xoti-e  proposition  du  n°  7  (Lemme  phemierj  entraîne  tout 
d'abord  la  conséciuence  suivante  : 

Pour  que  les   n  équations  (14)  [dont  les  degrés  apparents 

<7.  b l  sont  supérieurs  à  zéro]  admettent  quelque  racine 

commune,  il  faut  et  il  suffit  : 

Ou  bien  que,  la  première,  A(x)  =  0,  ayant  tous  ses  coeffi- 
cients nuls,  les  n  —  I  équations  restantes, 

B(.r)  =  0   ,     C\x)  =0   ....    ,   L(x)  =  0   , 

admettent  quelque  racine  commune  ; 

Ou  bien  que,  la  première  n'ayant  pas  tous  ses  coefficients 
nuls,  les  deux  équations 

A{x]  =  0   ,  ) 

ÀB(.r)  +  aCix)  +  .  .  .   +  o>L(j-|  =  0      ) 


(25) 


admettent,  pour  toutes  valeurs  de  1,  a,  ...  ,  w,  quelque  racine 
commune. 

Cela   étant,    désignons    par  ^'(.r,  y,  1,  y. w)    ce    que 

devient  le  premier  membre, 

ÀB|.r|  +  ;j.C(.r)  +   .  .  .   +  ojLir)   . 

de  la  dernière  équation  écrite,  lorsqu'on  lui  donne  la  forme 
homogène  par  l'introduction  d'une  variable  auxiliaire  y; 
autrement  dit,  et  en  supposant,  ce  qui  est  évidemment  per- 
mis, que  le  degré  b  ne  soit  inférieur  à  aucun  des  degrés 
c,  ...  ,  /,  posons 

T(.r ,  y ,  \,  ij. 'o)  = 

=  À[B„a>  +  B,.r*-\r  +  .  .  .  +  B,_i.r/-'  +  B,/] 

+  :4c,,r^r*--  +  C,.r'-'/-'  +  '  +  .  .  .   +  C^_,  a/"'  +  C^v*] 

+ 

+  ">lW^  y        +  L,.r        V        '^     +   .  .  .  +  l^/_,ï.i         +  i-'i}  J   • 

En  vertu  de  l'alinéa   précédent,    II,  pour  que,   l'équation 
A(xj  =  0    n'ayant  pas   tous  ses  coefficients    nuls,    les  deux 
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équations  (25)  admettent,  pour  toutes  valeurs  de  X.  ^u,  ...  ,  w, 
quelque  racine  commune,  il  faut  et  il  suffît  : 

Ou  bien  que  l'on  ait  A^  ^  0,  et  que  le  résultant  des  deux 
formes 

k,.r-  +  A,x«-'j  +  A,.r"--j2  +   .  .  .   +  A„_,  .r/-^  +  A„r«  ,     ( 
W[x  ,  y  ,  \,   [).,...,  l'i)   ,  ) 

aux  indéterminées  x,  y,  qui  est  lui-même  une  forme  de  de^ré 
a  au.v  n  —  1  indéterminées  1.  [x,  ...  ,  w,  s'annule  pour  toutes 
valeurs  de  ces  dernières,  c'est-à-dire  (n°  7,  I)  ait  tous  ses 
coefficients  nuls; 

Ou  bien  que  l'on  ait  A^  =  0,  i\,  ^  0,  et  que  le  résultant 
des  deux  formes 

\,x--'  +  Ky--y  +  .  .  .   +  A,_j.rv«-^  +  A„j«-^    ,       ] 

W[.v  ,    .  ,  X.   a,    ..  .  .  w)   ,  ) 

aux  indéterminées  x,  y,  qui  est  lui-même  une  forme  de  degré 
a  —  l  e/?  X,  f/.,  ...  ,  w,  ait  tous  ses  coefficients  nuls  ; 

Ou  bien  que  l'on  ait  A^  =  0,  A,  =:^  0,  A2  ^  0,  et  que  le 
résultant  des  deux  formes 

h,x"-'-  +   ...  +  A„_,  V~=^  +  A«/-'   ,    ) 
T(.r,  r,  X,  [j-,    .  .  .  ,  to)   ,  ) 

aux  indéterminées  x,  y,  qui  est  lui-même  une  forme  de  degré 
a  —  2  en  >,  a,  ...  ,  &i,  ait  tous  ses  coefficients  nuls  ;  —  Etc.  ; 
Ou  bien,  enfin,  que  l'on  ait  i\q  =  0,   A,  =  0,   A,  =^  0,  ...  , 
Aa_2  ^=  0,  ka—\  =^  0,  et  que  le  résultant  des  deux  formes 

A«_i.ï-  +  A^r  ,  ) 

'*F(x  ,  y  ,  X  .  jj. ,    ...  ,  fo)    ,      ) 

aux  indéterminées  x,  y,  qui  est  lui-même  une  forme  linéaire 
en  1,  IX,  ...  ,  &),  ait  tous  ses  coefficients  nuls. 

La  recherche  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
l'existence  de  quelque  racine  commune  à  n  équations  données 
se  ramène  donc  bien,  comme  nous  l'avions  annoncé,  à  une 
recherche  semblable  effectuée  dans  le  cas  de   n — 1  équa- 
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lions;  et,  comme  elle  a  été  résolue  plus  haut  (II)  pour  le  cas 
de  deux  équations,  elle  pourra  Tètre,  de  proche  en  proche, 
pour  des  équations  en  nomlM'e  quelconque. 

10.  —  Il  nous  reste  à  établir  une  intéressante  propriété 
des  relations  obtenues  par  l'élimination  de  j;  entre  les  n  équa- 
tions fl4);  ces  relations  sont,  comme  nous  allons  le  voir: 
1'^  homogènes  par  rapport  aux  coefficients  de  chacune  des  n 
équations  14),  envisagée  séparément;  2°  isobares  par  rap- 
port à  l'ensemble  des  coefficients  de  ces  n  équations,  c'est-à- 
dire  qu'en  adoptant  pour  ces  équations  l'écriture  spécifiée 
au  début  du  n"  7,  la  somme  des  indices  des  divers  facteurs 

A,  B.  C L,  évaluée  tour  à  tour  dans  les  divers  termes 

d'une  relation  déterminée  provenant  de  l'élimination,  garde 
une  valeur  constante. 

Lorsqu'on  suppose  //  ^i  2,  cette  propriété  s'aperçoit  sans 
peine  :  il  suffit,  en  pareil  cas,  pour  se  convaincre  de  son 
exactitude,  de  se  reporter,  d'une  part,  à  nos  énoncés  des 
n°^  4  et  5,  d'autre  part,  à  l'alinéa  II  du  numéro  précé- 
dent 9.  Pour  l'étendre  au  cas  général  où  n  est  quelconque, 
nous  avons  donc  à  prouver  qu'en  la  supposant  vraie  dans  le 
cas  de  n  —  1  équations,  elle  l'est  nécessairement  encore  dans 
le  cas  des  7î  équations  14.  Finalement,  si  l'on  se  reporte  a 
l'alinéa  III  du  n°  9,  dont  nous  adopterons  les  notations,  on  se 
trouve  ramené  à  prouver  successivement  : 

1°  Qu'en  ordonnant  par  rapport  à   >..  u. w  le  résultant 

des  deux  formes 

A         a     I      4        a — I         ,       »        a — 2     *>     .  ■      4  a — i      14a  i 

qJ-    +  A,.i'       y  +  A,^       _v-  +  ...  +  A      ,  .n         +  A    r     .    / 

\    (26i 
W(x,  y  ,   \,   'x,    .  ..  ,   o))    ,  ) 

tous  les  coefficients  de  l'expression  obtenue  jouissent  de  la 
double  propriété  dont  il  s'agit; 

2"  Qu'en  ordonnant  par  rapport  à  /.  u w  le  résultant 

des  deux  formes 

+  Kx<^-'y  +   .    .   +  A_,.rv"-^  +  A„/-'    ,      (       ^^^^ 
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tous  les  coeiïicients  de  Texpression  obtenue  en  jouissent 
également  ; 

3"  Qu'en  ordonnant  par  rapport  à  X,  ju,  ...  ,  o)  le  résultant 
des  deux  formes 

al.  a.  ^  |28) 

W{X  ,   r.    À,    a  .      .  .  ,    fo)    ,  ) 

tous  les  coefficients  de  l'expression  obtenue  en  jouissent  à 
leur  tour  ;  —  Etc. 

Nous  nous  bornerons  à  exposer  celte  démonstration  pour 
1°  et  2°,  et  le  lec^teur  en  apercevra  sans  peine  la  généralité. 

I.  Considérant  actuellement  les  deux  formes  (26),  nous 
adopterons  pour  la  deuxième,  ^(.r,  ?/,  X,  /z,  ...  ,  co),  le  chan- 
gement de  notations  suivant.  Le  degré  b  étant  supposé, 
comme  à  l'alinéa  111  du  n°  9,  n'être  inférieur  à  aucun  des 
degrés  c,  ...  ,  Z  (ce  qui  est  évidemment  permis),  nous  dési- 
gnerons provisoirement  les  coefficients 


par  les  notations  respectives 

^b-c  '    ^b-c+l        ■  •  ■   ,    ^'b—l  •    ^b    ' 


^b—l  '     Lft— /+1 ^"i— 1  '     ^-'6    • 


oi^i  les  indices  des  coefficients  G  se  trouvent  tous  augmentés 
d'un  même  entier,  b  —  c,  etc.,  ...  ,  ceux  des  coefficients  L 
d'un  même  entier,  b  —  L.  Alors  l'écriture  de  la  forme 
M^(.x",  ?/,  /,  |u,  ...  ,  go)  devient 

T(x  ,  r  ,  ), ,  [X M)  = 

=  X[B,.r*  +  B,.r*-^j  +   .  .  .   +  B,_,.rr*-'  +  B,r*] 

+  i^^'b-c-'y'-'  +  c;_,^,-'-'/-^+'  +  •■•  +  ^b-^^/-'  +  c;/] 
+ 
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et  Ion  voit  que  l'indice  de  la   lellre  H',  ou  (^ ou  L'  qui 

figure  maintenant  dans  ciiaque  terme  se  trouve  être  égal  à 
l'exposant  de  la  puissance  de  y  dans  le  même  terme.  Si  donc 
on  ordonne  par  rapport  à  .r  et  y  la  forme  Y{.r,  ?/,  X,  ft,  ...  ,  w), 
il  suit  de  ce  que  nous  avons  vu  au  n"  4  que  le  résultant  des 
deux  formes 

k,,^  +  A,.r"-' r  +  A,x"--r  +   .  .  .   +  A„_, .,/'-'  +  A„  v«   .      \ 
T(.r  ,    >■ ,   X  ,   a «i]  ) 

est:   1"  homogène  par  rap|)ort  aux  cpianlités 

Ao-   A,  ,   A,,    ...  .   A„_,  .   A^   ;  ,29| 

2"  homogène  par  rapport  aux  expressions 

ÀB,  +  aC;  +    ...   +  ",U  • 


■aB,   +  aCl  +    ...    +  wl.. 


-aB,+  aC;+    ...    +'oL,  •. 


(30) 


3"  isobare  par  rapport  à  l'ensemble  des  quantités  (29)  et  des 
expressions  (30),  celles-ci,  (30),  étant  mentalement  allectées: 
la  première,  de  l'indice  zéro,  commun  aux  quantités  Bq, 
C'o L'o,  qui  y  figurent;  la  deuxième,  de  l'indice  1,  com- 
mun aux  quantités  B^ .  C'^ L',  ;  etc.;  la  dernière  de  l'in- 
dice h^  commun  aux  quantités  B^,  C'é L'^. 

Si   l'on   ordonne   maintenant   ce   résultant    par    rapport    à 

).,  jU oj,   il   est  aisé  de  voir  que  chacun  des  coefficients 

sera  :  l"  homogène  par  rapport  aux  quantités  figurant  dans 
une  seule  quelcon(|ue  des  lignes  du  tableau 


Aq  •  A, ,  A, A^_ 


A 


1^0  ■   B.  ,    B., B,_^  .   B,   . 

'-•0   .     '-■1    I     ^-3 ^ f, ]    ,     ^ Il      > 


I-,  ,   L.. 


'h—\  •    ''h 


ï 
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2"  isobare   par  rapport  à  l'ensemble  des   quantités  figurant 
dans  ce  tableau. 

Finalement,  si  Ton  revient  aux  notations  primitives  en 
remplaçant  les  lettres  C,  ...,  L'  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion des  lettres  C,  ...  ,  L,  chacun  des  coefficients  que  nous 
venons  de  considérer  deviendra  :  1"  homogène  par  rapport 
aux  quantités  figurant  dans  une  seule  quelconque  des  lignes 
du  nouveau  tableau 

^0  '    '^i  •    -^2 ^u--\  '    ^^a    • 

^0'     ^1  '     ^2 ^b-\    •     ^b      ' 

C, .  C. ,  c^ .  . . .  .  c,_, ,  c,  , 


Lq  ,   I-j  ,  Lj ,    .  . .  ,   L;_i  .    '^i 


2°  isobare  par  rapport  à   l'ensemble  des  quantités  figurant 
dans  ce  nouveau  tableau. 

II.  Considérant  actuellement  les  deux  formes  (27),  nous 
adopterons  pour  la  deuxième,  W(,t,  y.  1,  ^j. w),  le  chan- 
gement de  notations  déjà  indiqué  dans  I,  et  en  même  temps 
pour  la  première, 

celui  qui  consiste  à  remplacer  les  coeflicients 

Aj  ,   Ag  ,    .  .  .  ,   A^_j  ,   A^ 
par  les  notations  respectives 

Ao ,   Al .    .  .  .  ,   A^_., ,   A^_,   , 

OÙ  les  indices  se  trouvent  diminués  d'une  unité;    dans   la 
nouvelle  forme  ainsi  obtenue, 


Air''-'  +  A;,r«-- V  +   .  .  .  +  A;_2.rv"--  +  A;_ 


kv"-^ 


l'indice  dont  se  trouve  afî'ecté  le  coefficient  de  (diaque  terme 
se  trouve  être  égal  à  l'exposant  de  y  dans  le  même  terme. 
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Gela  étant,  il  suit  de  ce  (lue  nous  avons  vu  au  n"  4  que  le 
résultant  des  deux  formes 

a;.v«-'  +  a;,,-^'-- V  +  . . .  +  K-^r?''--  +  A;_,r"-' .  I 

Y(.f  ,    r  .   À  .   ;;. oj)  \ 

est  :    1"  homogène  par  rapport  aux  quantités 

a;,  a; a;_,,  k^_^  ;  (31) 

2^  homogène  par  rapport  aux  expressions  (30);  3°  isobare 
par  rapport  à  l'ensemble  des  quantités  (31)  et  des  expressions 
(30),  ces  dernières,  (30),  étant  mentalement  affectées,  comme 
ci-dessus  (1),  des  indices  respectifs  0,  1,  ...  ,  />>. 

Si  l'on  ordonne  maintenant  ce  résultant  par  rapport  à 
1.  u,  ....  w,  il  est  très  facile  d'apercevoir  que  chacun  des 
coefficients  sera  :  1"  homogène  par  rapport  aux  quantités 
figurant  dans  une  seule  quelconque  des  lignes  du  tableau 

^0.   A, A^_2,  A^_,    ,      \ 

^0-^1 ^b-\  •    ^b    .  I 

c'    c'  c'         c' 

^0  •    '^i ^b—\  •    ^b  ' 


2°  isobare  par  rapport  à  Tensemblé  des  quantités  figurant 
dans  ce  tableau. 

Finalement,   si  l'on    revient    aux    notations   primitives    en 

remplaçant  les    lettres   A'.  C L'   par   leurs  valeurs  en 

fonction  des  lettres  .\,  (2,  ...  ,  L,  chacun  des  coefficients  que 
nous  venons  de  considérer  deviendra  :  1°  homogène  par 
rapport  aux  quantités  figurant  dans  une  seule  quelcon(|ue 
des  lignes  du  nouveau  tableau 


A,.    . 

•  •    ■     -^a— 1 

.   A„, 

Bo. 

B,.    . 

•  •  .    B,_, 

•   B,  . 

Co. 

C,  .    . 

...    C_j 

,   C^   , 

L,. 

I.,.    . 

•  •  .    I^/-i 

.  L,   ; 
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2"  isobare  par  rapport  à  renseiul)Ie  des  quantités  figurant 
dans  ce  nouveau  tableau. 

III.  Chacun  des  cas  successivement  énumérés  au  début 
du  présent  numéro  10  se  traiterait,  comme  nous  l'avons  dit, 
de  la  même  manière  que  les  deux  premiers,  examinés  ci- 
dessus. 

11.  —  Exemples  d'élimination. 

I.  Pour  que  les  deux  équations  du  second  degré 

A^x^  +  Aj.r  +  Aj  =  0    ,       J 
B^.r2  4-  B,.r  +  B^  =  0    ,       ( 

à  l'inconnue  x^  admettent  quelque  racine  commune,  il  faut 
et  il  suffît  : 

Ou  bien  que,  les  coefficients,  Aq,  A^,  Ag,  de  la  première 
équation  étant  tous  nuls,  la  deuxième  admette  quelque  racine 
(n°9,  I); 

Ou  bien  que,  A,,  étant  différent  de  zéro,  le  résultant  des 
deux  formes  quadratiques 

Aq.t^  +  Aj.rj  +  A^f  .      ) 
B^.r^  +  Bj.rr  -f  B,  j^         ] 

soit  égal  à  zéro,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  (n°  6,  II) 

(A.B^  -  B.A^)^—  (A„Bj  —  B,A,)(A,B2  —  B^A^)  =  0   ; 

Ou  bien,  enfin,  que,  A^  étant  nul  et  A,  différent  de  zéro, 
le  résultant  des  deux  formes 

A,.r  4-  k^y  , 
B„.r2+  B,.rr  +  B^v" 

soit  égal  à  zéro,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  (n"  6,  I) 

B^a'  -  A^IA.B,  -  AgB,)  =  0   . 

II.  Pour  que  les  deux  équations 

A,.r2  +  2A,.r  +  A2  =  0   ,      ) 
B„.r3  +  3B,.r2  +  aBj  .r  +  B3  =  0   ,      ) 

à  l'inconnue  jc,  admettent  quelque  racine  commune,  il  faut 
et  il  suffît  : 
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Ou  bien  que,  les  coeiricieiils,  Ao,  A,,  Aj,  de  la  première 
équation  étant  tous  nuls,  la  deuxième  admette  quelque  racine  ; 

Ou  bien  que,  A^,  étant  diflerenl  de  zéro,  le  résultant  des 
lieux  formes 

A^.r-  +  2A,.rv  -i-  A,!-   ,      j 

soit  égal  à  zéro,  c'est-à-dire  que  Ton  ait  (n"  6,  IV) 
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Ou  bien,  enfin,  que,  Ap  étant  nul  et  A,  difl'érent  de  zéro, 
le  résultant  des  deux  formes 

2A,j:  +  A^y  ,  1 

B„x3  +  3B,^2v  ^  SB^xv-  +  Bj)^      S 

soit  égal  à  zéro,  c'est-à-dire  que  Ton  ait   n"  6,  III) 


2A,  0  0  \\ 

A,  2Aj  0  3Bj 

0  A,  2A,  3B2 

0  0  A,  B, 


0    . 


111.   Pour  que  les  trois  équations  du  second  degré 

X^x^-  +  \,x  +  Ao  =  0  , 
B^x^  +  Bj,r  +  B,  =  0  , 
Cq  a:-  +  Cj  X  +  C.,  =  0    , 

à  l'inconnue  .r,  admettent  quelque  racine  commune,  il  f'aut 
et  il  suffit  : 

Ou  bien  que,  les  coeliicients,  Aq,  A,,  Ao,  Bq,  B,,  B,,  des 
deux  premières  équations  étant  tous  nuls,  la  troisième  ad- 
mette quelque  racine; 
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Ou  bien  que,  Aq  ,  A^,  A^  étant  nuls  et  Bq  différent  de  zéro, 
le  résultant  des  deux  formes  quadraticjues 

B,.r2+  B,.o+  B,j2   _     j 

soit  égal  à  zéro,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  (n°  6,  II) 

(B„C,  -C„B,)2_  (B^C,  -C„B,)(B,a-C,B,)  =  0  : 

Ou  bien  que,  Aq,  A^ ,  A2,  Bo  étant  nuls  et  B,  différent  de 
zéro,  le  résultant  des  deux  formes 

B,.r+B,r.  l 

soit  égal  à  zéro,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  (n°  6,  I) 
C.  B'  —  B,  (Bj  C,  —  B2  CJ  =  0  ; 

Ou   bien  que,  Aq  étant  différent  de  zéro,  le  résultant  des 
deux  formes 

(XB,  +  iJ.Co),r=  +  (aBj  +  aCjKrr  +  (XB^  +  l^-C^i.!-      ) 

soit  égal  à  zéro  quels  que  soient  \.  ij.  (n°  9,  IIl),  c'est-à-dire  que 
l'on  ait  (n"  6,  II),  quels  que  soient  X,  ^, 

[AjXBj  +  [jlC^I  —  A^lXBg  +  |i.Co)]2 

-  [A^lXB^  +  aC,)  -  Aj  (XB„  +  ;j.Co)][Aj(XB2  +  ^C,)  -  A,(XB,  +  |xC,|]  ~  0  . 

OU,  en  ordonnant  par  rapport  à  A  et  ^.  les  quantités  contenues 
dans  les  divers  crochets, 

P-(AoB,  -  B,A,)  +  |..(A„a  -  C,A,)]2 

-  [MAoB,  -  B„A/)  +  a(A„C,  -  C„Aj] 

[XiAjHg  —  BjA^)  +  alAjC,  -  CjA,)]  =  0    , 

OU,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  X,  [x. 

(A,B,  -  B,A,)^-(A,,P.,  -  B,^A^MA,B2-B,A,|  =  0  , 
2(A„B,  -  B,A,)(A,C,  -  C,A,]  —  .A„B,  _  B^AJIA.C^  -  C,A,i 

-(A,C,  -C„A,)(A,B2-B,A2)=0  , 
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Ou  bien,  enfin,  que,  Aq  étant  nul  et  A,  différent  de  zéro,  le 
résultant  des  deux  formes 

A,.r  4-  A,v  .  ) 

(XB„  +  '^C^]x--+  ().B,  +  :^Cii.rr  -(-  (XB,  +   ;j.Cjv-      ') 

soit  égal  à  zéro  quels  que  soient  X  et  u,  c'est-à-dire  que  1  on 
ait  (n"  6,  I  .  quels  que  soient  À.  a. 

AÎlÀB^  +  aC,!  —  A,[A,i).B,  +  aCji  —  A^TaB,  +  aC,i]  =  0    . 

OU,  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  >.  et  celui  de  u. 

AjB^  —  AjAjBj  —  AjB^i  =  0   , 
AÎq  —  A,(AjCj  —  A,Col  =  0  . 
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DONNAM,    EX    UN    SEUL    COUP    d'œïL, 

LES     FACTEURS     PREMIERS     DES     NOMBRES 

PREMIERS    AVEC    30  030    ET    INFÉRIEURS    A    901800900 

PAR 

Ernest  Lebon    Paris. 

(Extrait  de  l'Introduction} 


Travaux  anciens  et  modernes  sur  les  nombres  premiers. 

Dans  l'ancienne  Grèce,  les  premières  recherches  sur  les 
nombres  premiers  ont  été  faites  par  Eratosthène  qui.  pour 
trouver  les  nombres  premiers,  a  donné  la  méthode,  toujours 
classique,  du  Crible,  et  par  Euclide  qui  a  établi  qu'il  existe 
un  nombre  premier  supérieur  à  un  nombre  premier  donné. 

L'espace  nous  manque  pour  donner  un  aperçu  des  recher- 
ches faites,  après  ces  deux  promoteurs,  sur  la  détermination 
des  nombres  premiers,  sur  le  nombre  des  nombres  premiers 

L'Enseignement  mathém.,  21«  année,   1920.  % 
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jusqu'à  une  limite  donnée,  sur  les  Tables  de  facteurs  pre- 
miers des  nombres.  Le  lecteur  désireux  de  connaître  l'his- 
toire de  ces  recherches  consultera  avec  fruit  la  Factor  Table 
de  James  Glaisher  et  la  Monografia  sulla  Tolalilà  dei  nu- 
mer  i  primi  présentée  par  Gabriele  Torelli  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Naples  et  couronnée  le  15  décembre  1900. 

Mais  je  pense  qu'il  est  bon  de  donner  au  moins  la  liste 
des  principaux  savants  qui,  du  XVIP  siècle  au  XIX"  siècle, 
ont  fait  des  recherches  relatives  aux  nombres  premiers,  puis 
une  courte  indication  au  sujet  des  Tables  de  facteurs  pre- 
miers construites  pendant  le  XIX''  siècle  et  le  XX*^  siècle. 

Au  XVIP  siècle,  on  remarque  Fermât,  Pascal  et  Mersenne; 
au  XVIIl^  siècle,   Euler  et  Jean  WiLsoN  ;  au   XIX"   siècle, 

LeGENDRE  ,      LaGRANGE  ,      LeJEUNE- DlRlCHLET  ,      TCHEBICHEFF, 

Gauss,  Riemann,  e.  de  Jonquières,  Sylvester,  Ed.  Lucas. 

Il  convient  d'ajouter  à  ces  noms  celui  de  Gaston  Darboux, 
parce  qu'il  a  fortement  encouragé  les  recherches  sur  les 
nombres  premiers.  Pour  bien  montrer  que  la  Science  fran- 
çaise y  attache  une  grande  importance,  il  a  toujours  main- 
tenu en  tête  des  programmes  des  Congrès  des  Sociétés  sa- 
vantes cette  question  :  «  Méthodes  permettant  de  reconnaître 
si  un  très  grand  nombre  est  premier  ». 

Rencontrer  tant  d'illustres  noms,  parmi  les  mathémati- 
ciens qui  ont  étudié  le  problème  des  nombres  premiers,  ne 
saurait  surprendre.  Selon  l'expression  de  Gauss,  c'est  la 
dignité  même  de  la  Science  qui  exige  tant  de  zèle  et  de 
travaux. 

Pour  rendre  plus  rapide  la  construction  d'une  Table  de 
facteurs  premiers  des  nombres,  Euler  avait  proposé,  en 
1774,  d'employer  une  progression  arithmétique  dont  le  terme 
général  a  pour  forme  30^  +  r.  En  tenant  compte  de  cette 
proposition,  des  Tables  importantes  de  nombres  premiers  et 
de  facteurs  premiers  des  nombres  ont  été  publiées  au  cours 
du  XIX®  siècle,  d'abord  par  L.  Chernac,  pour  les  nombres 
du  premier  million  [Cribrum  arilhmeticum,  Daventry,  1811); 
puis,  par  J.-Ch.  Burckhardt,  pour  les  nombres  des  trois 
premiers  millions  (Paris,  1814,  1816,  1817);  ensuite,  pour 
les   nombres    compris    entre  6   millions    et  9  millions,    par 
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Z.  Dase  (Hambourg,  1862,  1863),  par  Z.  Dase  et  II.  Rosenherg 
(Hambourg,  1865);  enfin,  pour  les  nombres  compris  entre 
3  millions  et  6  millions,  par  M,  James  Glaisher  (Londres, 
1879,  1880,  1883). 

Pour  diminuer  l'étendue  des  Tables  de  facteurs  premiers, 
V.-A.  Lebesgue  proposa  de  construire  ces  Tables  en  em- 
ployant la  progression  arithmétique  dont  le  terme  général 
a  pour  forme  210Q  -j-  R,  et  en  représentant  par  des  lettres 
les  dizaines  des  nombres.  Une  telle  Table,  construite  jusqu'à 
la  limite  115  500,  se  trouve  dans  un  opuscule  publié  par 
J.  HouEL  (Paris,  Gauthier-Villars,  1864). 

La  u  Carnegie  Institution  of  Washington  »  a  fait  construire 
[)ar  M.  D.-N.  Lehmer  une  Factor  Table  for  the  first  ten  mil- 
lions (Publication  n°  105,  1909). 

Toutes  ces  Tables,  exception  faite  pour  celle  de  Chernag, 
ont  une  disposition  particulière  qui  permet  de  donner  le  plus 
petit  facteur  premier  de  tous  les  nombres  non  divisibles 
par  2,  3  ou  5;  ce  qui  oblige,  un  nombre  étant  donné,  à  cher- 
cher le  moindre  facteur  qu'il  admet;  à  diviser  ce  nombre  par 
ce  facteur;  à  chercher  le  moindre  facteur  admis  par  le  quo- 
tient, et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  le  quotient  soit  un 
nombre  premier.  La  recherche  est  donc  plus  ou  moins 
longue,  lorsque  le  nombre  proposé  n'est  pas  premier. 

La  Table  de  M.  Lehmer  présente,  en  outre,  l'inconvénient 
qu'il  faut  plusieurs  fois,  dans  la  suite  des  calculs,  effectuer 
une  division  par  210,  quand  le  nombre  proposé  admet  plu- 
sieurs facteurs. 

Utilité  des  Tables  de  facteurs  premiers  des  nombres. 

En  Arithmétique  élémentaire,  il  est  utile  de  connaître  les 
facteurs  premiers  des  nombres  composés,  pour  la  recherche 
du  plus  grand  commun  diviseur  et  du  plus  petit  commun 
multiple  de  plusieurs  nombres,  pour  la  simplification  des 
fractions  et  leur  réduction  au  même  dénominateur,  pour 
l'extraction  des  racines  et  le  rapport  des  racines,  pour  la 
recherche  des  logarithmes  des  nombres  composés. 

Avec    les    progrès    de    l'Arithmétique,    l'importance    des 
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Tables  de  facteurs  premiers  a  pris  un  nouveau  relief.  On  a 
montré  l'utilité  qu'il  peut  y  avoir  à  connaître  les  facteurs  pre- 
miers des  nombres  composés  dans  la  Théorie  des  Nombres. 
Au  Congrès  de  Nîmes  de  l'Association  française  pour 
l'Avancement  des  Sciences,  le  3  août  1912,  M.  C.-A.  Laisant, 
dans  une  Note  où  il  rappelle  celle  qu'il  a  présentée  au  Con- 
grès de  Marseille  en  1891,  sur  les  Tables  de  diviseurs  pre- 
miers des  nombres,  s'est  exprimé  ainsi  : 

«  Si  j  y  reviens  aujourd'hui,  c'est  parce  que  la  question  n'a  pas  cessé  d'être 
liée  aux  progrès  futurs  de  l'Arithmétique  et  qu'elle  a  provoqué  de  nouveaux 
travaux  de  la  part  de  mathématiciens...  L'Association  française  a  montré 
qu'elle  en  comprenait  tout  1  intérêt  par  les  encouragements  accordés  dans 
ce  but  à  M.  E.  Lebon  ;  c'est  à  la  suite  d'une  conversation  avec  ce  dernier,  et 
sur  son  conseil  amical,  que  je  me  suis  décidé  à  présenter  cette  Note.  » 


Travaux  de  M.  Ernest  Lebon  sur  les  nombres  premiers. 

Premières  Tables  de  caractéristiques  et  Tables  de  restes. 

Soient  : 

B  le  produit  2.3.5  ...  /  de  nombres  premiers  consécutifs  ; 

P  le  produit  (2  —  1)  (3  —  1)  (5  —  1)  ...  (/ —  1)  ; 

1  l'un  quelconque  des  P  nombres  premiers  avec  B  et  infé- 
rieurs à  B  ; 

X  un  nombre  successivement  égal  aux  entiers  positifs  à 
partir  de  1. 

Chacun  des  systèmes  des  P  progressions  arithmétiques  de 
terme  général  Bx  +  I  renferme  tous  les  nombres  entiers  pre- 
miers avec  B  et  supérieurs  à  B. 

B  est  dit  la  base  du  S3'stème  considéré,  /.  la  caractéristique, 
et  I  Vindicateur  d'un  terme  de  ce  système. 

En  m'appuyant  sur  des  propriétés  non  encore  signalées 
de  ces  progressions  arithmétiques,  je  suis  arrivé  à  construire 
une  Table  de  caractéristiques  permettant  de  résoudre  rapi- 
dement et  simplement  le  double  problème  suivant  : 

Un  nombre  étant  donné,  reconnaître  s'il  est  premier  ou 
composé,  et,  dans  ce  second  cas,  trouver  ses  fadeurs  pi  emiers. 
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Le  l*"^  mars  1906,  j'ai  publié  une  Table  de  caraclérisliques 
relatives  à  la  base  2310  des  facteurs  premiers  des  nombres 
//?/e/7'(?///'5  «  30  030  (Paris,  Delalain  frères). 

M.  Eugène  Rolchk,  en  présentant  celte  Table  à  rAcadémie 
des  Sciences,  le  5  mars  1906,  a  prononcé  ces  paroles  : 

«  Ce  travail  consiste  daus  une  Table  numérique  permettant  de  trouver 
rapidement  les  diviseurs  d  un  nombre  inférieur  à  30  030.  Sa  construction 
repose  sur  des  propriétés  non  encore  signalées  de  certaines  progressions 
arithmétiques,  et  son  emploi  est  appelé  à  rendre  plus  de  services  que  les 
simples  Tables  de  nombres  premiers  :  aussi  croyons-nous  devoir  attirer 
l'attention  des  mathématiciens  sur  la  nouvelle  Table  de  M.  Lebon.  » 

Le  3  novembre  1906,  à  la  Classe  des  Sciences  de  l'Acadé- 
mie royale  de  Bruxelles,  M.  Joseph  Nklbehg,  dans  une  A'o/e 
bibliographique  sur  M.  Désiré- Ernest  Lebon,  s'exprime 
ainsi  : 

f(  Les  dernières  recherches  de  M.  Lebon  se  rapportent  à  des  questions 
ardues  d'arithmétique  supérieure,  à  savoir  :  Le  Nomhre  et  la  Somme  des 
twmfjres  premiers  de  1  à  ?s  ;  Construclion  de  Tables  permettant  de  trouver 
rapidement  les  facteurs  premiers  d  un  nomhre  composé.  » 

Mes  premières  communications  relatives  à  une  Table  de 
caractéristiques  de  base  30030  ont  été  favorablement  accueil- 
lies au  Congrès  de  1906  des  Sociétés  savantes;  par  la  Société 
philomathique  (1906);  aux  Congrès  de  1906  et  1907  de  l'Asso- 
ciation française  pour  l'Avancement  des  Sciences;  par  la 
R.  Accademia  dei  Lincei  (1906),  sur  la  présentation  de  M. 
Vito  Volterra;  par  le  Bulletin  of  the  American  mathema- 
ti cal  Society  (1906);  "^diV  U Enseignement  mathématique,  dirigé 
par  MM.  C.-A.  Laisant  et  H.  Fehr  (1907  ;  par  //  Pitagora, 
qui  a  publié  une  Table  d'éléments  relatifs  a  celte  base  (1907). 

En  1907,  Gaston  Tarry  a  publié  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  philomallii((ue  un  ^lémoire  qui  contient  ces  phrases  : 

.  «  La  méthode  de  double  entrée,  inventée  par  ^L  Ernest  LeboU;...  se  pré- 
sente sous  un  aspect  beaucoup  plus  séduisant.  Elle  possède  de  nombreuses 
supériorités  sur  celle  que  j'ai  choisie...  II  n'y  a  plus  qu'une  Table,  et  il 
suffit  de  jeter  un  coup  d  œil  sur  la  colonne  des  caractéristiques  pour  trouver 
immédiatement  les  Facteurs  de  X.  » 

A  la  lin  de  la  seconde  édition  de  ses  Elementi  di  Aritme- 
tica  (1  vol.  in-8",  Palermo,  1911  ,  M.  Gaetano  Fazzari,  après 
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avoir  sio^nalé  les  Tables  de  diviseurs  des  nombres  dues  à 
BuRCKHARDT,  Dase,  Glaisher,  Davis,  a  écrit  : 

«  Recentemente,  il  prof.  Ernest  Lebon,  luediante  proprietà,  da  lui  segna- 
late,  di  alcune  progressioni  arilmeliche  ha,  in  diverse  Memorie,  semplificato 
il  problema  délia  costruzione  di  deUe  Tavole.  » 

Dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomalhique,  en  1908,  j'ai 
publié  un  Mémoire  intitulé  Recherche  rapide  des  facteurs 
premiers  des  nombres  à  l'aide  de  deux  Tables  de  restes,  con- 
tenant une  partie  d'une  Note  pour  laquelle  TAcadémie  de 
Metz  m'a  décerné  le  16  mai  1907  une  médaille  d'argent. 

A  propos  de  cette  Table,  M.  Niels  Nielsen,  professeur  à 
l'Université  de  Copenhague,  m'a  écrit  le  14  janvier  1913  : 

«  Dans  le  Figaro,  j'ai  lu,  il  y  a  un  an  à  peu  près,  que  vous  avez  présenté 
à  l'Académie  des  Sciences  un  manuscrit  (452  pages  in-4o)  qui  donne  les  divi- 
seurs premiers  depuis  510  510  jusqu'à  100  millions.  Celte  Note  m'a  beaucoup 

"  ressé,  parce  que  la  théorie  des  nombres  est  très  aimée  par  les  jeunes 
hématiciens  de  notre  Université.  Pensez-vous  publier  ce  grand  travail  ?  » 

Il  s'agit  d'nn  article  de  A.  Berget,  publié  dans  le  Figaro  du  19  mars  1912.) 
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Les  Exercices  d'Arithmétique,  par  J.  Fitz-Patrick  (Paris, 
1913),  contiennent  une  Note  relative  à  la  théorie  et  à  la  cons- 
truction de  cette  Table. 

Théorie  de  la  nouvelle  Table  de  caractéristiques 
de  base  30  030. 

La  théorie  de  ma  nouvelle  Table  de  caractéristiques,  de 
base 

30  030  =  2.3.5.7.11.13   . 

a  été  exposée  dans  cinq  Notes  des  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  (1914-1917),  dans  un  Mémoire  présenté 
au  Congrès  du  Havre  de  l'Association  française  pour  l'Avan- 
cément  des  Scienctes  (1914),  dans  une  Note  des  Rendiconti 
délia  R.  Accademia  dei  Lincei  (1917),  enfin  dans  trois  Mé- 
moires du  Bulletin  de  la  Société  philomalhique  (1917,  1918). 
Voici  le  résumé  succinct  des  parties  principales  de  cette 
théorie. 
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Quand  1  ^  1 ,  on  a 

n  =  HK  +  1    .  (1) 

Alors,  les  caracléristiques  K  croissent  de  1  à  30  029. 

J'ai  conslriiit  la  Table  des  caraclérisliques  K  <  30  030  qui 
contient,  en  regard  de  ces  caractéi'istiques  K,  dans  la  co- 
lonne r.  p.,  les  facteurs  premiers  des  nombres  qui  leur 
correspondent.  Je  Tappelle  Taulk  des  caractéristiques 
K  <  30  030. 

Quand  I  est  supérieur  à  i,  on  a 

n  =  Bz  +  I   ,  (2) 

■/.  désignant  la  carai'téristique. 

Par  la  métliode  suivante,  que  j'ai  indiquée  en  1912,  on 
remplace  tout  nombre  de  la  forme  Bjt  -f-  1  par  son  moindre 
multiple  ayant  la  forme  BK  +  1  : 

On  multiplie  les  deux  membres  de  l'égalité  (2)  par  un  indi- 
cateur 1'  tel  que  le  produit 

I.I'  r=  B/.   +  1    ,  (3) 

k  désignant  la  caractéristique,  et  l'on  obtient  successivement 

nV  =  B/.l'  +  I.r 

=  B/.I'  4-  B/  +  1 

=  Blx.I'  +  k]  +  1 
ou 

nV  =  BK  +  1    , 

en  posant 

K  =  vA'  -f  k  .  (4) 

La  formule  (4)  donne  des  valeurs  de  K  inférieures  ou  supé- 
rieures à  30  030. 

La  base  étant  30  030,  j'ai  construit  le  tableau  qui  contient 
sur  une  même  ligne  les  éléments  I,  1'  et  k  satisfaisant  à 
l'égalité  (.3),  ainsi  que  les  facteurs  premiers  des  indicateurs 
I  et  r.  Ces  facteurs  sont  écrits,  à  la  suite  de  I  et  de  F,  sur 
les  lignes  de  I  et  de  1',  parce  qu'ils  servent  quand  on  a  obtenu 
soit  1,  soit  ]'. 

Ce  tableau  s'appelle  Tableau  1.1'=  BA'  +  1. 

Ce   tableau   est  indispensable   pour  faire    rapidement    les 
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calculs  indiqués  par  la  formule  (4).  Comme  il  doit  servir 
pour  tous  les  volumes  de  la  Table  dk  caractéristiques  K, 
sa  place  est  au  début  du  premier  volume,  qui  contient  ensuite 
la  Table  des  caractéristiques  K  <:^  30  030. 

Avec  le  Tome  II  commencera  la  Table  des  caractéris- 
tiques K>  30  029. 

Simplifications  et  Application  d'un  théorème. 

Avec  la  Table  des  caractéristiques  K  <  30  030,  on  peut, 
dans  bien  des  cas,  trouver  les  facteurs  premiers  d'un  nombre 
composé  B)i  +  I  sans  avoir  la  Table  des  caractéristiques 
K  >  30  029.  Il  suffit  de  faire  certaines  simplifications  ou  d'ap- 
pliquer un  théorème. 

Simplifications.  —  Avant  d'appliquer  la  formule  (4),  il  faut 
faire,  s'il  y  a  lieu,  les  simplifications  suivantes  qui  dispensent 
quelquefois  d'appliquer  la  formule  (4)  ou  qui  peuvent  amener 
à  l'appliquer  avec  des  valeurs  de  I',  de  z  et  de  k  plus  avan- 
tageuses que  les  valeurs  primitivement  trouvées  : 

1"  Comme  le  nombre  Bx.  -|-  I  peut  être  divisible  soit  par  1', 
soit  par  un  ou  plusieurs  des  facteurs  premiers  p^.,  p^,  ...  de 
r,  il  faudra  d'abord  diviser  Bx.  +  I  par  I'"',  />'",  /?'",  ... 
[m  =:r  1,  2,  ...),  ce  qui  amène  à  se  servir  d'un  nombre  ayant 
un  autre  indicateur  I  et  une  autre  caractéristique  y.. 

2"  On  cherche  le  plus  grand  diviseur  commun  A  à  I  et  à  y.. 

Si  A  >  1,  on  divise  par  A  le  nombre  B /,  -\-  I;  on  obtient 
ainsi  le  nombre  Bx,  -f-  I, . 

Quand  1,  =  1,  la  Table  des  caractéristiques  K  <^  30  030 
fait  connaître  si  Bz,  +  1  est  composé  et  donne  ses  facteurs 
premiers;  dans  ce  cas  particulier,  qui  mérite  d'attirer  l'at- 
tention, ■/,  est  un  multiple  de  1. 

Application  d'un  théorème.  —  Supposons  que  la  formule 
(4)  ait  donné  une  valeur  de  K  supérieure  à  30  029  et  qu'on 
n'ait  pas  la  Table  des  caractéristiques  K>  30  029.  Alors 
on  applique  le  théorème  suivant,  démontré  dans  une  Note 
que  j'ai  présentée  à  l'Académie  des  Sciences,  le  6  mars  1916 
[Comptes  rendus,  t.  164,  p.  482): 

Ayant  un  nombre  BK  +  1,  K  étant  compris  entre  B  et  B'^, 
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lorsque  le  quotient  q  et  le  reste  r,  obtenus  en  divisant  K  pai' 
H,  sont  tels  que  q  puisse  se  décomposer  en  deux  facteurs  K, 
et  K2  dont  la  somme  égale  r,  le  nombre  BK  +  1  est  le  produit 
de  deux  nombres  BK,  -\-  i  et  BKj  +  \-  de  la  Table  des  cahac- 
TÉRISTIQUES  K  <  30  030. 

Les  valeurs  de  K,  et  de  K»  sont  les  racines  de  l'équation 
du  second  degré 

.j-2  —  rx  -j-  r/  =  0 

lorsque  le  binôme 

est  un  carré  positif. 

Donc  les  facteurs  premiers  du  nombre  considéré  Bx.  +  I 
sont  les  facteurs  des  nombres  BK,  +  1  ^t  YMs.»  +  1  de  la 
Table  des  caractéristiques  K<  30  030,  sauf  les  facteurs 
premiers  de  V . 

Avantages  de  la  nouvelle  Table  de  caractéristiques 
sur  les  Tables  jusqu'ici  imprimées. 

Mes  recherches  ont  toujours  été  dominées  par  le  souci 
d'occuper  moins  de  place  que  tous  mes  devanciers  et  par  le 
désir  d'arriver  à  la  plus  grande  commodité  pour  trouver  les 
facteurs  premiers. 

On  comprend  que  l'ensemble  de  la  Table  des  caractéris- 
tiques K  <  30030  et  de  la  Table  des  caractéristiques 
K  >  30  029  contient  beaucoup  moins  de  lignes  qu'il  n'en 
faudrait  pour  inscrire  tous  les  nombres  compris  entre  B  et 
B^  si  l'on  veut  bien  tenir  compte  des  faits  qui  suivent  : 

1"  L'emploi  de  la  base  30  030  diminue  de  beaucoup  le 
nombre  des  nombres  dont  on  doit  chercher  les  facteurs.  Il 
y  a  à  considérer,  au  lieu  de  901800  891*  nombres,  seulement 

30  029.5760  =  172  967  040   nombres   ; 

2"  Les  caractéristiques  K  des  nombres  premiers  de  la 
forme  BK  +  i  compris  entre  B  et  B^  ne  sont  pas  inscrites; 

3*"  Les  caractéristiques  K  >•  30  029  et  correspondant  aux 
nombres  premiers  Bx,  -j-  I  ne  sont  pas  inscrites  quand  I'  est 
premier; 
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4"  En  regard  d'une  caractéristique  K  sont  inscrits  tous 
les  facteurs  premiers  du  nombre  BK  +  1  qui  conduit  à  cette 
caractéristique  ; 

5°  Avec  la  Table  des  caractéristiques  K<^  30  030,  on 
trouve,  à  une  même  ligne,  les  facteurs  premiers  d'un  nombre 
BK  +  1  et  les  facteurs  premiers  des  nombres  By.  +  1,  ame- 
nés par  la  méthode  à  cette  ligne; 

6**  Avec  la  Table  des  caractéristiques  K>  30  029,  on 
peut  obtenir,  à  une  même  ligne,  la  décomposition  en  fac- 
teurs premiers  de  plusieurs  nombres  composés  B/  +  1, 
amenés  à  la  forme  BK  +  1. 

Le  grand  avantage  de  la  nouvelle  Table  de  caractéristiques 
K,  et  son  originalité,  c'est  donc  de  diminuer,  grâce  à  tous 
ces  faits,  le  nombre  des  lignes  à  employer  et  de  permettre, 
une  caractéristique  K  étant  connue,  la  lecture  d'un  seul  coup 
d'œil  de  la  composition  du  nombre  BK  +  1  qui  correspond 
à  cette  caractéristique  et  presque  toujours  de  la  composition 
de  1  à  15  nombres  Bh  +  l  ^lue  la  méthode  amène  à  cette 
caractéristique. 

Historique  de  l'accueil  fait  à  la  nouvelle  Table 
de  caracléristiques. 

Après  plusieurs  essais,  j'ai  eu  l'heureuse  idée  que  la  plus 
belle  solution  pour  obtenir  le  double  résultat  que  je  cher- 
chais, c'était  d'amener  tous  les  nombres  à  la  forme  BK  +  1; 
et  j'ai  presque  immédiatement  vu  que  le  problème  dépendait 
de  la  résolution  de  l'équation  indéterminée 

I.l'=  BA-  +  1  ,  (3) 

où    r   et   />■  sont  les    inconnues  dont  les   valeurs  minimum 
positives  sont  inférieures  à  B. 

Au  Congrès  de  Nîmes  de  l'Association  française  pour 
l'Avancement  des  Sciences,  dans  la  séance  du  2  août  1912, 
j'énonce  le  principe  qui  m'a  conduit  à  construire  une  nou- 
velle Table  de  fadeurs  premiers  des  nombres.  Alors  je  com- 
mence les  calculs  pour  la  résolution  de  l'équation  indéter- 
minée, et  je  trouve  des  procédés  plus  rapides  que  la  résolu- 
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tion  classique  de  celte  é(jiiation  ;  je  prépare  la  Table  des 
CARACTÉiusTiQUES  K  clcs  nombres  de  la  forme  liK  +  '  jusqu'à 
K  =:  30029;  et  je  commence  à  appliquer  ma  méthode  consis- 
tant à  amener  les  nombres  de  la  forme  Bx  +  I  à  la  forme 
BK  -H  1. 

En  septembre  1914,  j'explique  à  M.  Gaston  Darboux  le 
perfectionnement  profond  que  j"ai  obtenu  en  ramenant  tous 
les  tableaux  d'une  Table  de  base  B  à  un  seul,  le  tableau  1, 
les  caractéristiques  croissant  d'abord  de  1  à  30  029,  puis  de 
30030  à  30029=*  +  30028,  c'est-à  dire  à  901770869.  Il  m'en- 
gage à  persévérer  dans  mes  recherches  et  me  promet  de 
présenter  à  l'Académie  des  Sc'ieiices  mes  Notes  sur  la  nou- 
velle Table  de  diviseurs  des  nombres.  H  présente,  en  effet, 
les  19  octobre  1914,  14  juin  1915,  6  mars  1916,  11  septembre 
1916,  mes  quatre  premières  Notes. 

La  cinquième,  après  la  mort  de  Gaston  Darboux,  fut  pré- 
sentée à  l'Académie  des  Sciences,  le  19  mars  1917,  par  M. 
A.  Lacroix,  secrétaire  perpétuel. 

La  sixième  fut  présentée,  le  l'^'"  avril  1917,  à  la  R.  Acca- 
demia  dei  Lincei,  par  le  très  éminenf  mathématicien  italien 
M.  ViTO  VoLTERRA,  et  sionalée  à  l'Académie  des  Scienc^es,  le 
il  juin  1917,  par  M.  A.  Lacroix,  secrétaire  perpétuel. 

En  1917,  en  qualité  de  président  de  la  W  section  de  la 
Caisse  des  recherches  scientifiques  (Ministère  de  llnslruc- 
tion  publique).  M.  Gaston  Darboux,  ayant  vu  les  manuscrits 
du  Tableau  1.1'=  BA ■+  1  et  de  la  Table  des  caractéris- 
tiques K  des  nombres  BK  +  l  croissant  de  1  à  30  029, 
m'avait  vivement  enoagé  à  demander  à  cette  Caisse  une  sub- 

o     o 

vention  pour  faire  vérifier  les  calculs  relatifs  à  ce  Tableau 
et  à  celte  Table. 

Ma  demande  fut  favorablement  reçue.  Dans  le  rapport  sur 
les  subventions  accordées  en  1917,  M.  A.  Lacroix,  président 
de  la  11*^  section,  s'est  ainsi  exprimé  : 

«  Dans  plusieurs  Noies  des  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences 
et  de  l'Académie  des  Lincei,  à  Rome,  M.  Lebon,  agrégé  de  l'Université,  a 
exposé  les  propriétés  de  certaines  progressions  arittimétiques  entières  dont 
il  a  déduit  le  moyeu  de  construire  une  Table  des  facteurs  premiers  des 
nombres  entiers  jusqu'à  901800  900.  Les  Tables  connues  jusqu'ici  étaient 
des  Tables  des  nombres    premiers.    L'entreprise,    tentée    par   M.  Lebon,  de 
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construire  des  Tables  donnant  les  diviseurs  premiers  des  nombres  est  nou- 
velle, écrit  le  rapporteur  M.  Appell  ;  notre  confrère,  M.  Darboux,  avait 
beaucoup  encouragé  M.  Lebon.  La  subvention  qui  a  été  accordée  à  celui-ci 
lui  a  permis  de  faire  exécuter  les  longs  calculs,  matériellement  nécessaires 
à  l'établissement  d'un  premier  groupe  de  Tableaux,  prêts  pour  l'impression.  » 

Afin  de  pouvoir  présenter  an  public  le  Tableau  1.1'  = 
BA:  +  1,  la  Table  des  cabactébistiques  K<30  030  et  la 
Table  des  cabactébistiques  K  cboissant  de  30  030  a  120120, 
qui  représentent  un  ensemble  important  de  caractéristiques, 
j'avais  demandé,  au  début  de  Tannée  1919,  à  la  Caisse  des 
recherches  scientifiques,  une  subvention  pour  faire  conti- 
nuer la  recherche  des  facteurs  premiers  des  nombres  condui- 
sant à  une  caractéristique  comprise  entre  30  030  et  120120. 
Mais  j'ai  reçu  la  réponse  suivante,  qui  provoque  un  arrêt 
dans  les  calculs  : 

«  Le  Conseil  d'Administration,  d'accord  avec  la  Commission  technique,  a 
décidé,  dans  sa  dernière  séance,  qu'il  y  avait  lieu  d  attendre,  pour  continuer 
ses  subventions,  que  la  partie  déjà  exécutée  de  votre  travail  fût  imprimée 
(2't  mars  1919).  » 


Publication  de  la  nouvelle  Table  de  caractéristiques. 

Afin  que  le  Tableau  1.1'=  B/v  +1  et  la  Table  des  cabac- 
tébistiques K  <^  30 030  lussent  imprimés,  ainsi  que  l'exige 
la  Caisse  des  recherches  scientifiques,  le  directeur  de  la 
Société  Gauthieb-Villabs  &  C'%  M.  André  Ducrot,  ancien 
élève  de  l'Ecole  polytechnique,  a  bien  voulu  signer  avec  moi, 
le  29  mars  1919,  un  traité  dont  la  clause  principale  est  la 
suivante  : 

«  Les  frais  d'impression,  ainsi  que  tous  autres  frais  accessoires  de  fabri- 
cation, seront  faits  de  compte  à  demi  par  M.  Ernest  Lebon  et  parla  Société 
Gauthier-Villars  &  C''=.  « 

Paris,  le  31  mai  1919. 


SUR  LA  THEORIE  DES  VECTEURS 

ESSAI   DE  CALCUL  SYMBOLIQUE 

PAK 

Th.  Rousseau  ^  (Dijon). 


1.  Notations.  —  Un  vecteur  sera  représenté  par  la  nota- 
tion \'  ou  AB  ;  sa  mesure,  avec  une  unité  de  longueur  et 
un  sens  positif  choisi  sur  une  parallèle,  sera  représentée 
par  V  ou  AB.  Un  système  de  vecteurs  sera  représenté  par  la 
notation   S. 

À  désignant  un  nombre  positif  ou  négatif,  je  représenterai 
par  /\  le  vecteur  ayant  même  origine  que  V ,  même  support, 
el,  pour  mesure  algébrique,  le  produit  /  x  \'. 

Y  désignant  un  vecteur  défini  en  grandeur,  direction  et 
sens,  mais  d'origine  indéterminée  (on  dit  souvent  vecteur 
libre),  je  désignerai  par  \'a  celui  de  ces  vecteurs  qui  a  le 
point  A  pour  origine. 

Le  moment  d'un  vecteur  V  par  rapport  à  un  point  O  sera 
représenté  par  la  notation  i\I(,V. 

Le  produit  scalaire  des  deux  vecteurs  0  et  \'  (nombre 
égal  au  produit  UVcosa  des  grandeurs  des  deux  vecteurs 
par  le  cosinus  de  leur  angle)  sera  représenté  par  la  nota- 
tion U.Y. 

lue  produit  vectoriel  de  deux  vecteurs  U  et  V  (vecteur  libre 
perpendiculaire  à  U  et  à  \',  ayant  pour  grandeur  UVsiiia 
sera  représenté  par  la  notation  U  X  \' . 


*  Th.  Rousseau,  professeur  au  Lycée  de  Dijon,  tué  à  Avocourt  le  U  a\Til  1916.  Les  éléments 
de  ces  Notes  ont  été  trouvés  depuis  dans  ses  papiers:  H.  Bkghin,  professeur  à  l'Ecole 
navale  (Brest),  les  a  rassemblés  et  rédigés.  Th.  Rousseau  fut  d'ailleurs,  de  son  vivant,  un 
collaborateur  de  L'Enseignement  mathématique  (t.  XI,   1909,  pp.  81-97). —  Réd. 
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2.  Egalité.  —  Deux  systèmes  de  vecteurs  S  et  S  sont  dits 
égaux,  s'ils  ont  même  résultante  générale  et  même  moment 
résultant  en  un  point  O  :  ils  ont  alors  môme  moment  résul- 
tant en  tout  point  de  l'espace.  J'écrirai 

-♦       -* 
s  =  S'  . 

Un  couple  est  formé  de  deux  vecteurs  parallèles  et  de  sens 
contraires  ayant  même  grandeur.  Deux  couples  sont  égaux, 
s'ils  ont  même  axe  G.  Je  représenterai  par  la  notation  [G]  un 
couple  ayant  pour  axe  le  vecteur  G. 

3.  Addition.  —  Je  désignerai  par  la  notation  S  +  S'  le 
système  formé  par  les  vecteurs  du  système  S  et  ceux  du 
système  S  .  Si  le  système  S  est  formé  de  n  vecteurs  V^, 
Vg,  ...  ,  V„,  j'écrirai,  conformément  à  celte  définition, 

s  =  \\  +  V,  +  . . .  +  v„  . 

Il  est  évident  que  si,  dans  une  somme,  on  remplace  un 
terme  par  un  terme  égal  (§  2),  on  obtient  une  somme  égale  à 
la  primitive. 

La  définition  est  commutative  et  associative^. 

Une  première  espèce  de  multiplication. 

4.  DÉFINITION.  —  J'appelle  produit  de  première  espèce  de 

deux  vecteurs  U  et  Y,  et  je  représente  par  la  notation 

-►  -♦ 
IJV  , 

le  nombre  algébrique,   dont  la   valeur  absolue  mes'ure  six 

fois  le  volume  du  tétraèdre  construit  sur  les  deux  vecteurs; 

le  signe  est  +,  si  les  deux  vecteurs  ont  le  sens  direct  l'un 

par  rapport  à  l'autre;   le  signe  est  —  dans  le  cas  contraire. 

J'appelle  produit  de  première  espèce  de  deux  systèmes  de 

vecteurs  S  et  S'  et  je  représente  par 

-+•  -* 
s-s' 


*  11  est  évident  que  cette  définition  n'a  rien  de  commun  avec  celle  de  la  somme  géomé- 
trique. 
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la  somtne  algébrique  des  produits  de  première  espèce  de 
chacun  des  vecteurs  U, ,  Tj.  •••  ,  Ln  de  S  par  chacun  des  vec- 
teurs V,,  Vs,  ...  ,  V;,  de  S'^  : 

S-b'  z=  N   ^  U.-  V.   . 

Propriétés. 

5.  Dans  un  produit  de  première  espèce,  on  peut  renipUiccr 

l'un  des  facteurs  par  un  système  égal.  En  effet,  le  transport 

"*  "*         "*■ 

d'un  vecteur  \j  du  système  S  en  U'  le  long  de  son  support 

ne  modifie  évidemment  pas  la  mesure  du  tétraèdre  construit 
sur  ce  vecteur  et  sur  l'un  quelconque  V  du  système  S'. 
D  autre  part,  si  l'on  remplace  deux  vecteurs  AU,,  AU.^  du 
système  S,  ayant  la  même  origine  A,  par  leur  somme  géo- 
métrique AU,  les  trois  tétraèdres  construits  sur  l'un  quel- 
conque BV  des  vecteurs  de  S'  et  sur  chacun  des  vecteurs 
U, ,  Uo,  U  ont  même  base  ABV,  la  hauteur  du  troisième  est 
la  somme  algébrique  des  deux  autres,  d'où 

Ât  j  •  V  +  Â  ^2  '^'  =  A  U  •  V  . 

Ces  opérations  élémentaires  ne  modifiant  pas  la  valeur  du 
produit  S 'S',  la  proposition  est  établie. 

6.  Le  produit  de  première  espèce  est  évidemment  commu- 
tatif: 

s  •  b'  =  S'  •  s  . 

7.  Le  produit  de  première  espèce  est  distributif  par  rap- 
port à  l'addition  (§  2)  : 

-♦    -♦        -♦  -*■  -*       -*  -* 

S -(5'+   S")  z=z  S-S'-f   b-S"  . 

(Le  signe  +  du  second  membre  est  évidemment  celui  de 
l'addition  algébrique.) 

On  voit  donc  que  les  règles  de  calcul  de  ces  produits  de 
première  espèce  sont  celles  des  produits  algébriques  de 
deux  facteurs. 


*  Ce  produit  de  première  espèce  s'appelle  généralement  moment  relatif  des  deux  systèmes. 
Il  est  commode  de  le  considérer  comme  un  produit. 
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Applications. 

8.  Le  produit  de  deux  vecteurs  de  même  origine  est  nul. 

9.  Si  deux  vecteurs  U  et  Y  ont  respectivement  pour  symé- 
triques par  rapport  à  un  point  ou  à  un  plan  deux  vecteurs 
U'  et  V',  on  a 

UV  =  —  U'V  . 

10.  Le  produit  de  deux  couples  est  nul,  car  on  peut  donner 
à  ces  deux  couples  le  même  centre  de  symétrie;  la  propriété 
résulte  alors  du  §  9. 

11.  Le  produit  d'un  vecteur  AV 
et  d'un  couple  d'axe  G  est  égal  au 
produit  scalaire  des  deux  vecteurs 
Y  et  G.  Cette  proposition  est  en 
'*î*  évidence  si  l'on  donne  à  l'un  des 
vecteurs  ^,  $'  du  couple  le  point 
A  comme  origine.  On  a  alors 

Y  [G]  =  V-4>'  . 

On  vérifie  immédiatement  sur  la  figure  que  le  tétraèdre 
construit  sur  Y  et  ^'  est  mesuré  par  le  produit  scalaire  Y.  G. 
On  a  donc 

Y- [G]  =  Y.G   . 

12.  Produit  de  deux  systèmes  S  et  S'  en  fonction  de  leurs 
éléments  de  réduction  R,  G,  R',  G'  en  un  même  point  O.  On 
a  évidemment 

b-S'=  [K  4-   [G])-(K'+   [G'IL 

=  H-i<'+  ii-[G']   +  [G]-ii'+  [G]-[G'J   . 

En  utilisant  les  §§  8,  10,  11,  on  en  déduit 

SS'rr    R.G'+    K'.G    . 

Si  X,  Y,  Z.  L,  M,  N  et  X',  Y',  Z',  L',  M',  N'  sont  les  coor- 
données de  S  el  S'  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires 
issus  de  O,  cette  formule  s'écrit 


s -6'=  LX'+   M  Y' 4-   i\Z'+   L'X   +   M'Y  +   N'Z   . 
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13.  Carré  d'un  système  de  vecteurs.  On  a,  daprès  le  §  12, 

s-  =:  2H.G  . 

On  peut  donc  exprimer  l'égalité  d'un  système  de  vecteurs 
à  un  vecteur  unique  ou  à  un  couple  en  annulant  son  carré. 
Application  aux  complexes  linéaires, 

14.  On  sait  qu'un  complexe  linéaire  T  peut  s'identifier  avec 
la  famille  formée  par  les  droites  D  de  moment  nul  d'un  sys- 
tème de  vecteurs  S.  Si  donc  V  désigne  un  vecteur  porté  par 
l'une  de  ces  droites  D,  l'équation  du  complexe  s'écrit 

V-b"=  0  .  ,1, 

Les  droites  du  complexe  V  qui  rencontrent  une  droite  A 
s'obtiennent  en  prenant  les  solutions  communes  aux  équa- 
tions 

V-S  =  0,  VU,  =0,  ,21 

U,  désignant  un  vecteur  porté  par  A,. 

L'une  de  ces  équations  peut  se  remplacer  par  une  combi- 
naison des  deux  : 

V-b  +  XV-U,  =0.         ou        V-(S  +  ru,i  =  0.  (3j 

Si  je  détermine  l  par  la  condition 

|S  +  âU,)2  — 0,         c'est-à-dire         b^  _^  2"/.S- U,  =  0   .  (4, 

le  système  S  +  ÀL,  est  égal  à  un  vecteur  unique  l,\  on  est 
alors  conduit  à  prendre  les  solutions  communes  aux  équa- 
tions 

V-r^  =  0,  Y-U3  =  0.  ,5, 

Les  droites  du  couple  T  qui  rencontrent  une  droite  A,  ren- 
contrent donc  une  deuxième  droite  A,.  A,  et  A,  sont  dites 
conjuguées. 

L'égalité 

^  r\-\\:^  =  \:^_      ou       s  =  L',  —  xu,  ,6) 

montre  qu'on  peut  réduire  le  système  S  à  deux  vecteurs 
(—  XU,  et   Uj)  portés  par  deux  droites  conjuguées. 


L'Enseignement  niiithéni.,  21»  année;  19Ï0 
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15.  On  vérifie  de  même  que  les  droites  communes  à  deux 
complexes  linéaires  F  et  F'  rencontrent  deux  droites  fixes; 
le  système  formé  par  les  équations  des  deux  complexes 


V-S  =  0  ,         V'S'=  0   . 
équivaut,  en  effet,  aux  deux  équations 

V-(S  +  À,  S'i  =  0  ,         V-(S  +  À^S')  =  0 
X,  et  Xg  étant  racines  de  l'équation 

(S  4-  ÀS'|2  =  0  . 


(^) 


(8) 


(9) 


16.  Soient  trois  complexes  linéaires  F,  F',  F",  définis  par 
trois  systèmes  de  vecteurs  S,  S',  S'.  Il  existe  une  infinité 
de  systèmes  de  la  forme  S  +  X'S'+  X"S"  égaux  à  un  vecteur 
unique.  La  condition  est,  en  effet. 


c'est-à-dire 


+  a'S'+  à"S")2  =  0   , 


À'2S'2    -f    2À'À"8'-S"    +    X"2ï5"2    J^     .  .  ,    =   0 


(10) 

(11) 


Si  fon  prend  trois  solutions  (X'i ,  \'\:,  X-2.  Y.^;  X'3,  T^)  de 
cette  équation,  on  obtient  ainsi  trois  systèmes  S  +  X'S'  +  X"S" 
réduits  respectivement  à  des  vecteurs  U^ ,  Ua ,  U3 .  Les  droites 
communes  aux  trois  complexes  rencontrent  les  trois  droites 
supports  de  LT, ,  U»,  U3.  Elles  forment  donc  la  moitié  d'une 
quadrique.  Les  résultantes  des  systèmes  S  +  X'S' +  X"S", 
qui  vérifient  l'équation  (11),  forment  l'autre  moitié. 


Une  deuxième  espèce  de  multiplication. 


17.  DÉFINITION.  — J'appelle /?/o- 
duit  de  deuxième  espèce  de  deux 
vecteurs  U  et  W  et  je  désigne  par 
la  notation  U^V,  le  S3'^stème  de 
vecteurs  P  défini  de  la  manière 
suivante  : 

Son  axe  central  est  la  perpen- 
diculaire commune  MN  à  U  et  V. 
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Sa  résultante  R  est  le  produit  vectoriel  l'xV;  son  moment 
résultant  II  porlé  par  MN  est  le  produit  du  vecteur  MN  par 

-►       -+■ 

le  produit  scalaire  l   .\. 

il  ==  i:  X  V  ;         U  =  I  U  .  V  I  M  N  . 

-► 

Je  vais  chercher  les  coordonnées  de  ce  système  F.  Je  place 
U  suivant  Oc,  et  je  suppose  que  O.r  rencontre  V  en  un  point 
A  (OA  =^  rt).  Soient  X,  Y,  Z,  les  projections  de  V  sur  les 
axes. 

Les  coordonnées  a,  /S.  y  du  point  N  sont  définies  par  les 
équations 

a  =  a  +  oX   ,  "^  —  pY   ,  v  =  .' ^    ,  aX  +  >  Y  —  0   ; 

d'où  Ton  tire 

aY2  ^  _  _  XY  _  —  aXZ 


—  X2  4-  Y2  '  '  X-  +  Y-  '  '        X2  +  Y-  ■ 

On  en  déduit  les  six  coordonnées  du  vecteur  H  et  les  trois 
projections  du  moment  II,  d'où,  pour  le  système  P,  après 
réductions,  les  six  coordonnées 

—  UY  ,     UX  ,     0  ,     aUZ   ,0,0. 
Etant  donnés  deux  systèmes  de  vecteurs 

s  =  ^  +  u,  +  . . .  +  u„  . 
s  =  V,  +  ^ .  +  . . .  +  v^  , 

j'appelle  produit  de  deuxième  espèce  de  ces  deux  systèmes, 
et  je  désigne  par  la  notation  S'*  S'  le  système  de  vecteurs  P 
formé  par  tous  les  produits  de  deuxième  espèce  des  vecteurs 
U  par  les  vecteurs  V  : 

sxs'  =  2  2^7^  • 

Propriétés. 

18.  Dans  un  produit  de  deuxième  espèce,  on  peut  rem- 
placer un  facteur  par  un  système  égal.  En  efTet,  le  transport 
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du  vecteur  \j  en  \j  le  long  de  son  support  ne  change  évi- 
demment  pas  la  définition  du  produit  L'i"  \j.  D'autre  part,  si 
l'on  remplace  deux  vecteurs  A\\,  AVo  du  système  S'  de 
même  origine,  par  leur  résultante  A\',  les  coordonnées  des 
trois  systèmes  U^V, ,  L'^V^,  \j^\  par  rapport  aux  axes  par- 
ticuliers utilisés  au  §  17  sont  respectivement  de  la  forme 


—  UYj    ,     UXj   ,     0 

«UZ,  ,0,0 

—  UY^  ,     UX,   .     0 

«UZg   ,0,0 

-U(Y,  +  Y,)   .     U(X\  +  X,\   . 

0  ,     rtUiZ,  -f  z 

On  a  donc  évidemment 

L  X  Vj  -f  U  X  \  ,  =  U  X  \-   . 

La  proposition  en  résulte. 

19.  Le  produit  de  deuxième  espèce  est  semi-comnuitaiif  : 

s:s'  =  —  s':s  . 

20.  Le  produit  de  deuxième  espèce  est  distributif  par  rap- 
port à  V addition  : 

S>'(S'+  S")  =  S^S'-^  h"  S"   . 

Les  règles  de  calcul  sont  donc  celles  des  produits  algé- 
briques de  deux  facteurs,  sous  la  réserve  de  la  semi-com- 
mutativité. 

Applications. 

21.  Il  résulte  de  la  semi-commutativité  que  le  carré  d'un 
système  de  vecteurs  est  nul: 


S2  =  SXS  = 


S  X  S  =  0 


y     ,-. 


22.  Produit  d'un  couple  par  un  vec- 
teur.  Soit  (j  l'axe  du  couple,  porté  par 
Oz\  je  prends  pour  Ox  la  perpendicu- 
laire commune  à  G  et  au  vecteur  donné 
A';  je  représente  le  couple  par  deux 
vecteurs  U,  et  Uo  parallèles  à  O?/,  dans 
le  plan  xOy  (U,  issu  de  O,  \]^  issu  de  A 
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origine  de  V).  Cela  posé,  on  a 

Les  deux  piodiiits  U,"  V  et  l./  \'  ont  même  axe  central  O.r; 
les  résiiltanles  générales,  qui  sont  L',A'  et  L',x\',  se  dé- 
truisent; il  ne  reste  (|ue  le  couple  ayant  pour  axe  fU^A^OA. 
On  reconnaît  dans  cet  axe  le  j)roduit  vectoriel  G  x^.  On  a 
donc 

[G]  XV  =  |GxV]  . 

On  aurait  de  même 

VX[G]  =  [VxG]   . 

Le  produit  d'un  couple  par  un  vecteur  est  donc  un  couple, 
dont  l'axe  est  le  produit  vectoriel  de  l'axe  du  couple  par  le 
vecteur. 

23.  Produit  de  deux  couples.  Ce  produit  est  nul,  car  de 
l'égalité 

[G']  =  V,  +  V,   , 
je  déduis 

[G]x[G']  =  [G]x\"    +[G]XV,   . 

Les  deux  couples  du  second  membre  ont  une  somme  nulle 
d'après  le  §  22. 

24.  Produit  de  deux  systèmes  en  fonctions  de  leurs  élé- 
ments  de  réduction  R.  G,  IV,  G'  en  un  point.  On  a 

SxS'  =  lit  +  [G]iMK'+  [G'ji  =  R='ii'+  R''[G'j  +  [GJ^K'  . 

Le  produit  a  pour  résultante  générale  le  produit  vectoriel 
RxR',  issu  du  point  donné  0;  le  couple  de  réduction  a  pour 
axe 

iKxG'i  +  iGxK'l    . 

25.  Produit  de  deu.v  systèmes  en  fonc- 
tion  des  éléments  R,  G,  R',  G'  de  leurs 
réductions  canoniques.  Soient  A  et  A' 
les  axes  centraux  des  deux  systèmes 
donnés  S,  S';  MN  =  d  leur  plus  courte 
distance;  i  l'angle  de  R  avec  R',  posi- 
tif si  les  deux  vecteurs  ont  le  sens  direct 
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Tun  par  rapport  à  l'autre,  négatif  dans  le  cas  contraire.  Je 
pose 

G  =  // K    ;  G'  =  h'W   . 

Une  rotation  de  180°  autour  de  MN  change  de  sens  les  deux 
systèmes  S  et  S',  donc  ne  change  pas  leur  système  produit; 
MN  est,  par  suite,  l'axe  central  de  ce  système.  D'ailleurs, 
on  a 

^xS'  =  Rxïi'  +  [GxK'J  +  [iixG'J   ; 

la  résultante  générale  est  celle  du  produit  K^R',  soit  RxR'. 
Le  moment  résultant,  mesuré  avec  le  sens  positif  MiN,  a  pour 
valeuj- 

(ii.K')(/  +  (GR'  -f  RG')  sinç   . 

ou 

RR'(e?cos  9  +  (A  +  /«')  siiio)    . 

Pour  que  le  produit  S" S'  de  deux  systèmes  soit  égal  à  zéro, 
il  faut  et  il  sufïït,  ou  bien  que  l'un  des  facteurs  S  ou  S'  soit 
égal  à  zéro,  ou  que  S  et  S  aient  même  axe  central,  ou  que  S 
et  S'  soient  égaux  à  deux  couples. 

26.  Exercice.  —  Un  système  S  peut  se  réduire  à  deux 
vecteurs  Ui  et  U^.  De  l'égalité 

s  =  Uj  +  Ug 
je  déduis 

puisque  le  carré  d'un  vecteur  U.^  est  nul.  En  exprimant  que 
les  deux  produits  S^Ug  et  \]^^  U^  ont  môme  axe  central,  j'ob- 
tiens la  propriété  connue  :  La  perpendiculaire  commune  à 
Uj  et  à  U,  rencontre  à  angle  droit  l'axe  central  du  système 
que  forment  ces  deux  vecteurs.    En  étudiant  de    plus  près 

l'égalité  des  deux  produits  '6*\j^  et  U,"  Uj,  on  aurait  des  rela- 

-*  -+ 

tions  intéressantes  entre  U,  et  U^  d'une  part,  et,  d'autre  part, 

-*     -* 
les  éléments  R,  G  de  la  réduction  canonique. 

27.  Exercice  proposé.  —  Démontrer  l'égalité 

SM^'xh")  -f  b'x(b"''h)  +  S"!?"  S')  —  0   . 
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(On  établira  d'abord  la  propriété  pour  trois  vecteurs  de 
même  origine;  il  sera  commode  de  décomposer  l'un  des 
deux  vecteurs  en  deux  vecteurs  perpendiculaires,  dont  l'un 
soit  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres  vecteurs  don- 
nés ;  dans  le  cas  de  trois  systèmes,  on  utilisera  leurs  élé- 
ments de  réduction  en  un  même  point.) 

Vecteurs  aires. 

28.  Soit  y\  une  aire  plane  limitée  à  un  contour  C  orienté, 
c'est-à-dire   sur  le(|uel   un    sens  de  parcours  est  choisi.  Je 
('onsidère  cette  aire  comme  une  grandeur  géométrique  que 
j'appellerai  vecteiii-aire,  et  que  je  _^ 
désignerai  par  la  notation  A;  cette 
grandeur  sera  caractérisée  par  les 
définitions  de  l'éoalité  et  de  l'ad- 
dition    qui    seront    données    plus 
loin. 

Je  désigne  par  A  un  vecteur 
Linéaire  perpendiculaire  au  plan  P  qui  contient  Taire,  dirigé 
dans  un  sens  tel  que  le  sens  de  parcours  choisi  le  long  de  C 
soit  le  sens  de  droite  à  gauche  pour  un  observateur  placé 
suivant  A,  et  mesuré  par  le  même  nombre  que  Taire  A  elle- 
même. 

S'il  s'agit  d'une  aii'e  polygonale  abcd  ...  A',  le  vecteur 
linéaire  A  est  la  moitié  de  Taxe  du  couple  représenté  par  le 
système  de  vecteurs  ab^  bc^  cd ,  ...  ,  ka. 

29.  Moment    d'un    système    de    vegteurs-aires.   —   Etant 

donné  un  vecteur-aire  A   et  un  point  0,  je  prends  dans  le 

plan   P  du  vecteur-aire  un  point  I  arbitraire;  j'appelle  îno- 

nient  du  vecteur-aire  A  par  rapport  au  point  O   le  produit 

-* 
scalaire 

M^A   =  dl.A   . 

Ce  produit  est  évidemment  indépendant  de  la  position  du 
point  I  dans  le  plan  P. 

Le  moment  d'un  vecteur-aire  est  nul,  si  le  point  O  est 
dans  le  plan  P  du  vecteur-aire. 
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La  somme  algéliriqiie  des  moments  par  rapport  à  un  point 
0  des  vecteiirs-aires  d'un  système  S  est  le  moment  du  sys- 
teme  S  par  rapport  au  point  O. 

30.  Egalité.  —  On  dit  crue  deux  systèmes  S  et  S'  de  vec- 

teurs-aires  sont  égaux,  si  les  vecteurs  linéaires  A, ,  Ao,  ... ,  A„ 
et  B,,  Bj,  ...  ,  B^,  correspondant  aux  vecteurs-aires  de  cha- 
cun d'eux  ont  même  résultante  générale,  et  si,  d'autre  part, 
les  deux  systèmes  ont  même  moment  en  un  point  O. 

Justification  :  Si  les  deux  systèmes  ont  même  moment  en 
un  point  O,  ils  ont  même  moment  en  tout  autre  point  O';  on 
a,  en  effet,  pour  l'un  des  vecteurs-aires, 

Ô'"!  .  A  —  01 .  A  =  (T'O  .  A   , 

et,  pour  le  système  donné  S, 

II 
M',  S  —  M'  S  =  NÔ"'O.A,  . 

i—ï 

Ce  second  membre  est  le  produit  scalaire  de  O'O  par  la 
résultante  générale  des  vecteurs  linéaires  A^,  A^,  ...  ,  A„. 
Cette  résultante  étant  la  même  pour  les  systèmes  S  et  S', 
on  voit  que  la  définition  de  l'égalité  est  bien  indépendante 
du  point  O. 

31.  Addition.  —  Je  désigne  par  S  +  S'  le  système  formé 
par  les  vecteurs-aires  du  système  S  et  ceux  du  système  S'. 
On  peut  écrire,  conformément  à  cette  définition, 

S  =  A,  +  A,  +  .    .  4-  A„  , 

si   A,,  A2,  ...  ,  A„  sont  les  vecteurs-aires  qui  constituent  le 
système  S. 
Applications. 

32.  Egalité  de  deux  vecteurs-aires.  —  Deux  vecteurs-aires 
sont  égaux,  s'ils  ont  même  plan,  même  orientation  dans  ce 
plan  et  si  leur  aire  est  mesurée  par  le  même  nombre.  Cette 
proposition  résulte  immédiatement  du  §  30,  si  l'on  choisit  le 
point  O  dans  le  plan  de  l'un  des  vecteurs-aires. 

33.  Un  vecteur-aire  A  est  égal  à  la  somme  A,  -f  A2  de  deux 
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vecteurs-aires,  si  le  plan  i^  de  A  passe  par  rinlersection  des 

plans  P,  et  I\  des  vecteurs-aires  A,  cl  A,,  et  si,  en  outre,  le 

-*  — *       — ♦ 

vecteur  linéaire  A  est  la  soinnie  géoniélri(nie  tles  vecteurs 

-*  ~* 

linéaires    A,    et  Aj.   Cette  proposition  est  évidente,   si   l'on 

choisit  le  point  O  (§  30)  sur  l'intersection  des  |)lans  P,  et  P.^. 

Ceci  suppose   que   les  plans  P,  P.^  ne  sont  pas  parallèles. 

S'ils  sont  parallèles,  les  vecteurs-aires  A,  et  A.^  forment  un 

système  égal   à   un  seul  vecteur-aire  A,   dont  le  plan   P  est 

parallèle  à  P,  et  P2  et  divise  une  perpendiculaire  \^\^  à  ces 

plans  dans  le  rapport  défini  par 

Fl,  X  Âj  +  0.,  X  Â,  =  0  . 
Le   vecteur   linéaire   A   est,   ici   encore,   la   somme  géomé- 

-*■  -* 

trique  des  vecteurs  A,  et  A^-  11  suffît,  pour  établir  ces  pro- 
priétés, d'exprimer  au  point  I  l'égalité  des  deux  systèmes 
(A^,  A^2)etA. 

34.  Si  les  deux  aires  A,  et  A.,  sont  situées  dans  dei.x  plans 
parallèles,  ont  même  mesure,  et  des  sens  opposés,  les  vec- 
teurs-aires correspondants  forment  un  couple  de  vecteurs- 
aires;  il  n'existe  aucun  vecteur-aire  égal  à  un  couple.  Le 
moment  d'un  couple  par  rapport  à  un  point  O  est  le  même 
dans  tout  l'espace.  Un  déplacement  quelconque  eftectué  sur 
un  couple  donne  un  couple  égal. 

35.  RÉDUCTION  d'un  systèmr  dk  vecteurs-aihes.  —  Un 
sysLènie  de  vecteurs-aires  S  est  égal  à  un  vecteur-aire  unique, 
ou,  exceptionnellenient,  à  uu  couple.  Si.  en  effet,  la  résul- 
tante générale  des  vecteurs  linéaires  A,,  A.,,  ...  ,  A„  n'est 
pas  nulle,  il  est  facile  de  construire  un  vecteur-aire  A  ayant 
même  moment  que  le  système  S  en  un  point  O,  et  tel  que  le 
vecteur  linéaire  A  soit  cette  résultante  générale. 

Si  cette  résultante  générale  est  nulle,  on  peut  construire 
un  couple  égal  au  système  donné. 

36.  >VoTioN  DE  VOLUME.  —  Soit  un  polyèdre  fermé,  limi- 
tant une  portion  E  d'espace.  Sur  le  contour  de  chaque  face, 
je  choisis,  comme  sens  de  parcours,  le  sens  contraire  des 
aiguilles  d'une  montre,  pour  un  observateur  placé  à  l'exté- 
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rieur  du  polyèdre.  Les  différentes  faces  du  polyétlre  consti- 
tuent, ainsi  orientées,  un  système  de  vecteurs-aires  S. 

Ce  système  S  est  égal  à  un  couple  de  vecteurs-aires.  En 
effet,  les  vecteurs  linéaires  A^,  A2,  ...  ,  A„  correspondant  à 
ces  vecteurs-aires  représentent,  au  i'acleur  2  ()rès  f,^  28),  les 
axes  des  couples  constitués  par  les  vecteurs  ab ,  bc^  cd^  ... 
qui  limitent  chaque  face.  Ces  couples 
forment  un  système  égal  à  zéro,  car  les 
vecteurs  dont  ils  sont  formés  sont  deux 
à  deux  égaux  et  directement  opposés  [ab 
el  ba ,  bc  et  cb ,  ...);  la  somme  géométrique 
des  vecteurs  linéaires  A, ,  A2,  ...  ,  A,,  étant 
nulle,  le  système  S  estbien égala  un  couple. 
Cela  posé,  on  dit  cjue  les  volumes  de  deux  polyèdres  sont 
égaux,  si  les  couples  de  vecteurs-aires  constitués  par  les  faces 
de  ces  deux  polyèdres  sont  égaux. 

Le  volume  d'un  polvèdre  E  est  la  somme  des  volumes  de 
deux  polyèdres  E,  et  Eo,  si  le  couple  de  vecteurs-aires  cons- 
titué par  les  faces  de  E  est  égal  à  la  somme  des  couples  de 
vecteurs-aires  constitués  par  les  faces  de  E^  et  de  E., . 

Le  polyèdre  constitué  par  la  juxtaposition  de  deux  polyèdres 
Ej  et  E^,  avec  suppression  de  la  cloison  qui  les  sépare,  a 
|)Our  volume  la  somme  des  volumes  des  polyèdres  E,  et  Ej. 
En  eft'et,  le  système  de  vecteurs-aires  formé  par  les  faces  de 
E,  et  de  Ej  n'est  pas  altéré  par  la  suppression  de  cette  cloi- 
son qui  figure  deux  fois  dans  ce  système  avec  des  orienta- 
tions opposées. 

La  grandeur  volume  d'un  polyèdre  E  est  ainsi  parfaitement 
définie;  le  moment  du  couple  S  de  vecteurs-aires  formé  par 
les  faces  de  ce  polyèdre  est  constant  dans  tout  l'espace.  La 
valeur  de  cette  constante  est  une  mesure  directe  de  ce  vo- 
lume; car,  à  des  volumes  égaux  correspondent  des  moments 
égaux;  et,  d'autre  part,  si  un  volume  est  la  somme  de  deux 
autres,  le  moment  correspondant  au  premier  est  la  somme 
des  moments  correspondant  aux  deux  autres.  Tout  autre 
nombre  proportionnel  à  ce  moment  est  aussi  une  mesure 
directe. 

Si  on  prend  comme  volume-unité  celui  du  cube  construit 
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sur  runité  de  longueur,  le  moment  de  ses  faces  est  3,  comme 
on  le  vérifie  immédiatement  en  prenant  ce  moment  en  l'un 
des  sommets.  Il  en  résulte  que  le  volume  d'un  polyèdre 
quelconque  est  mesuré,  avec  cette  unité,  par  le  tiers  du 
moment  du  système  de  vecteurs-aires  formé  par  ses  faces. 
On  conçoit  facilement  que  cette  théorie  peut  s'étendre  à 
des  volumes  de  forme  quelconque. 


CALCUL  DES  RACINES  RÉELLES 

D'UNE  ÉQUATION  ALGÉBRIQUE  ou  TRANSCENDANTE 

PAR  APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES 


Mladen-T.    Béritch  (Belgrade) 


Le  procédé  par  approximations  successives  appliqué  à 
l'extraction  de  la  n"'^  racine  d'un  nombre  réel  et  indiqué  dans 
une  Note  précédente^  peut  être,  sous  certaines  conditions, 
généralisé  et  appliqué  au  calcul  des  racines  réelles  d'une 
équation  algébrique  ou  transcendante. 

Soit/"(.r)  =  0  l'équation  donnée,  algébrique  ou  transcen- 
dante, dont  on  cherche  une  racine  réelle  simple,  que  nous 
désignerons  par  a.  Considérons  deux  fonctions  : 


fjx)  Ifi-r]  r/(.r)T-' 

f'ix)         2  f'[x)  |_/'(.r)J 


r\-r)  ' 


(Ces  deux  fonctions  se  réduisent  aux  fonctions  (p(.r)  et  ^[x) 
de  la  Note  citée  en  remplaçant  f{,v)  par  t"^  —  A.) 

Supposons  que  la  racine  cherchées  soit  dans  un  intervalle 
[m  ,  M)  dans  lequel  :  1"  la  fonction  /'(.r)  n'a  pas  de  singularités  ; 


i  M. -T.   BiiRiTCH,  Enseigii.  matkcin.,  T.  XX.  1918,  p.  194-lS 
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2"  sa  dérivée  /'(.r)  ne  s'annule  pas;   3"  les  dérivées  <l>'(.r)  et 
/'"(.r)  ne  changent  pas  de  signe. 

Pour  abréger,  nous  dii-ons  ([ue  Tintervalle  [m.  M)  satisfait 
à  la  condition  (A).  Pour  .r  =  <7  on  aura 

<l)(rt)  =  W{a]  —  a   :  '!>'(«)  =  <!>"(«)  =  ^'|«)  =  0   ; 

«]>'"(«)  ^  0   ,  W"(a]  ^  0   . 

Le  point  A(.r=rt,  i/ =  a)  sera  un  point  d'inflexion  de  la 
courbe 

v  =  fl'  (.r)  (?) 

à  tangente  parallèle  à  l'axe  des  .r,  où  la  courbe  traverse  sa 
tangente  : 

en  montant  si     'l>"'(a)  >  0   ;  en  descendant  si     <I>"'(r')  <C  ^   • 

La  dérivée  (l)'(.i')  étant  le  produit  d'un  carré  par  la  diffé- 
rence 3/'"^(.r)  —  /' (■^) /'"(-•")  1  celte  différence  ne  peut  pas  chan- 
ger de  signe  dans  l'intervalle  (m,  M)  si  celui-ci  satisfait  à  la 
condition  (A);  ce  signe  sera  celui  de  0"'(rt).   Donc  la  fonction 

'P(.r)  : 

ne  sera  jamais  décroissante  dans  l'intervalle      (m,  M)     si     'h"'{a)  ^  0 
ne  sera  jamais  croissante  dans  l'intervalle  ('/*,  iM)      si     <i>"'[a)  <^  0   . 

Le  même  point  A(,r  =  a,  y  =  a)  sera  pour  la  courbe 

le  maximum  si     f'(n)f"['i]  <^  0   ;  le  minimum  si     f'[a)j"[a]  ^  0   . 

Les  courbes  (9)  et  (ip)  seront,  dans  l'intervalle  considéré, 
d'un  côté  du  point  A  toutes  deux  croissantes  ou  décrois- 
santes, c'est-à-dire  elles  seront  du  même  côté  de  la  tangente 
commune  en  A,  ce  qui  arrivera  si  <l)'(.r)  .^'(.r)  ^  0.  Au  con- 
traire de  l'autre  côté  du  point  A,  oti  on  aura  ^'[x)  .^'{.r,  <^  0 
l'une  des  deux  courbes  sera  croissante  et  l'autre  décrois- 
sante, c'est-à-dire  elles  seront  des  deux  côtés  opposés  de 
cette  tangente  commune. 

Considérons  maintenant  la  droite 
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qui  passe  aussi  par  le  point  A.  Au  voisinage  du  point  A,  (©) 
sera  au-dessus  de  {d)  à  gauche  de  A  et  au-dessous  de  {d)  à 
droite  de  A. 

On  peut  fa('ilement  construire: 

a)  la  droite  (<:/);  bj  la  tangente  commune  (t)  au  point  A. 
choisi  arbitrairement  sur  (d)\  c)  deux  courbes  (9)  et  ((L),  qui 
aurontau  voisinage  du  point  A  la  forme  de  ?/  =  Hhfr  —  «'O^  +  ^^ 
et  7/  =  z±z  [x  —  ciY  +  a.  En  combinant  les  signes  +  et  —  on 
aura  quatre  figures,  cjue  nous  omettons. 

Donnons  à  x  une  valeur  x^  quelconque,  proche  de  la 
racine  cherchée  a.  La  droite  .rz=Xf^  coupera  toutes  les  quatre 
lignes  :  [d),  (t),  (9)  et  ('|)  aux  points)  :  D,  T,  ff)  et  W,  dont  les 
ordonnées  seront  désignées  par 

''o  =  -^0   •  '0  =  «    .  ?o  =  *l-*'o'  el  .i^  =  M'(.r,j)    . 

Désignons  j)ar  5,  le  signe  de  <î>'  to   ^t  P^i"  £•>  celui  de  W.x\,  . 

Une  discussion  facile  montre  que  : 

1"  Si  £,  .e.2  <  0  et  si  le  point  D  ne  se  trouve  pas  entre  0 
et  ^',  les  valeurs  o^  et  'j/,j  seront  deux  valeurs  approchées  de 
la  racine  cherchée  a  :  l'une  par  défaut  et  l'autre  par  excès. 

Les  deux  valeurs  approchées  ainsi  trouvées;  pour  appli- 
quer de  nouveau  le  procédé,  dans  le  but  de  déterminer  deux 
nouvelles  valeurs  encore  plus  approchées  de  a,  on  peut 
prendre  j)Our.r  l'une  valeur  quelconque,  que  nous  désigne- 
rons par  .r, ,  comprise  entre  les  deux  valeurs  approchées 
déjà  trouvées.  Ceci  facilite  le  calcul,  car  on  choisit  pour  x 
une  valeur  commode  pour  le  calcul.  On  pourra  toujours 
choisir  une  telle  valeur  r,  que  les  conditions  énoncées  plus 
haut  restent. 

En  continuant  ainsi  avec  chaque  valeur  choisie  pour  .c, 
on  aura  deux  suites  de  valeurs  approchées  :  l'une  par  défaut 
et  l'autre  par  excès.  Chacune  de  ces  suites  converge  vers  la 
même  limite  a. 

En  choisissant  dans  l'intervalle  cd  ,  dj    (où  11  =  0,  I.  2.  ...) 

I  II        T  II     ^  ' 

pour  X  une  valeur  .r„+i  qui  est  la  plus  commode  pour  le 
calcul  à  effectuer,  on  n'a  pas  besoin  de  connaître  les  nombres 
©^^  et  !|/^^  exactement,  il  sufht  de  connaître  les  chi lires  com- 
muns à  (j3^^  et  ^^^  et  les  premiers  chiffres  cjui  les  suivent.  On 
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reconnaît  le  nombre  de  chiffres  à  calculer  par  la  valeur  de 
la  différence 

1  rv„ 


que  nous  désignerons  par  A„ .  Soit 


'.>A.,>      ' 


les  deux  nombres  (p^^  et  -^^^  ne  pourront  différer  qu'en  0.  +  1)'"" 
décimale.  En  calculant  A„  avec  telle  approximation  pour 
déterminer  le  nombre  X,  on  saura  d'avance  le  nombre  de 
décimales  communes  à  deux  nombres  (p^^  et  ^p^^. 

Puisque  ^^  et  i|/^^  sont  les  deux  valeurs  approchées  de  la 
racine  a,  l'une  par  défaut  et  l'autre  par  excès,  la  racine  a 
aura  comme  décimales  exactes  celles  qui  sont  communes  h 
y^^  et  tp^^.  Pour  savoir  deux  limites  entre  lesquelles  se  trouve 
la  racine,  il  faut  calcider  encore  une  décimale.  Donc  on  cal- 
culera t^^^  avec  A+  l  décimales,  on  ajoutera  — A„  et  on 
aura  <p^^.  (Quelquefois  il  est  utile  de  calculer  1  -\-  2  déci- 
males.) 

2"  Si  £j .  ^2  <  0  et  si  le  point  D  se  trouve  entre  $  et  M^,  les 
valeurs  approchées  seront  .t\  et 

o,      si      s,  <  0   ;  6„      si      î,  <  0    . 

On  pourra  choisir  pour  .r  une  nouvelle  valeur  x^  entre  les 
valeurs  approchées,  pour  laquelle  on  aura  le  i"  cas. 

Il  suffit  de  connaître  les  chiffres  communs  à  x^  et  ^Jq  ou  ^^ 
et  le  premier  chiffre  différent  qui  les  suit. 

3"  Si  £,  <  0  et  C2  <^  0  les  valeurs  approchées  de  a  (par 
défaut  et  par  excès)  seront  x^  et  celles  parmi  les  deux  valeurs 
©0  et  i\i^  qui  est  la  |)lus  pro("he  de  .ro-  On  pourra  choisir  pour 
X  une  nouvelle  valeur  r,  entre  les  valeurs  approchées  pour 
laquelle  on  aura  le  1"  cas. 

4"  Si  £,  >  0  et  £.,  >  0,  les  conditions  précédentes  ne  con- 
duisent pas  à  deux  valeurs  approchées  de  a.  Pour  que  x^ 
soit  une  valeur  approchée  de  «,  il  suffit  que  la  condition 
supplémentaire  : 

n-r,)f'\x,]{.r,-^{x^)]  >  0  (s) 
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soit  remplie.  Dans  ce  c-is  «po  sera  une  valeur  approchée  de  «, 
plus  approchée  que  x^. 

Si  9o  <C  -^"n  on  choisira  .r,  <[  90 > 

si    ^0  >  -^"o  on  choisira  .r,  >  Œo  . 

La  valeur  choisie  r,  doit  être  plus  commode  pour  le  calcul 
à  effectuer  que  (po  et  être  dans  l'intervalle  (/« ,  M).  On  pourra 
choisir  une  telle  valeur  .r,  qu'il  se  présente  le  1"  cas. 

Mais  si  l'intervalle  (|ui  contient  .ro,  jt,  et  les  valeurs  appro- 
chées ne  satisfaisait  pas  à  la  condition  (A),  ou  si  le  point 
.r  =  .tg  ne  satisfaisait  pas  à  la  condition  supplémentaire  [s] 
dans  le  4^  cas,  on  choisira  une  autre  valeur  quelconque, 
qu'on  désignera  de  nouveau  par  .r^  et  on  recommencera  les 
calculs. 

Exemples.  —  1°  f\x)  =  x^  +  2x'^  +  3.r  +  4  =  0. 

Partons  de  la  valeur.ro  =  —  2.  Nous  aurons  c,  >  0.  0..,  >  0 
et  la  condition  supplémentaire  (s)  sera  satisfaite.  On  cal- 
culera Ço  =  —  i,67  >  —  2.  On  choisira  .r,  >  So  par  exemple 
x^  = —  1,6  qui  est  plus  commode  que  fo  pour  le  calcul  à 
effectuer.  Nous  aurons  e,  >  0,  .-,  <  0;  z^/  sera  0,002  (>  =  2) 
et  nous  aurons  deux  valeurs  ap|)rochées  de  la  racine  a  : 

Çi  =  —  1,6505  ,         '^i  =  —  1-652  . 

Nous  choisirons  pour  .r^  la  valeur  —  1,651  qui  est  la  plus 
commode  pour  le  calcul  à  effectuer.  Nous  aurons  £,.£2  <^  0 
et  A2=  0,000000  1  0,  =  6),  ce  qui  fournit  les  deux  valeurs 
approchées  :  9.-,  =  —  1,6513897,  ^,  =  —  1,6513898.  On  con- 
naît ainsi  cette  racine  à  6  décimales  exactes  :  .r  =  —  1,651389. 

2°  f{x)  =  X  +  sin  .r  —1  =  0. 

Partons  de  la  valeur  .ro  =:  0,5.  On  aura  ;,  >  0,  £,  >  0. 
La  condition  supplémentaire  [s]  étant  satisfaite,  on  aura 
9o  =  0,5109  >  .r,,,  et  on  choisira  pour  x  une  valeur  x^  ^  <fo, 
on  posera  par  exemple  .r,  =  0,511.  On  aura  -, .  e,  <  0, 
A,  =0,000  000  000  7  X  =  9  les  deux  valeurs  approchées 
seront  9,  =  0,510  973  559  8  et  '^,=0,510  973  5591.  On  con- 
naît ainsi  cette  racine  à  9  décimales  exactes  : 

X  =  0.510  973  559   . 


MELANGES    ET    CORRESPONDANCE 


A  propos  d'un  article  de  M.  Laisant  sur  la  série  de  Fibonacci. 

l/intéressant  tableau  des  120  premiers  termes  de  la  série  de 
Fibonacci  (dite  aussi  de  Lamé)  dressé  par  le  regretté  directeur 
C.-A.  Laisant  {Ens.  math.,  1920,  n"  1),  me  suggère  quelques 
brèves  observations  : 

1.  C'est,  croyons-nous,   le  tableau  le  plus  étendu  publié  à  ce 

2.  Une  liste  des  45  premiers  termes  a  été  établiée  par  E.  Catalan, 
dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Belgique^ . 

3.  Une  question  d'Edouard  Lucas,  proposant  de  déterminer  le 
dernier  chiflVe  du  n'^  terme  [Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
1876,  p.  83).  Cette  question  prouve,  à  n'en  pas  douter,  que  Lucas 
avait  bien  antérieurement  reconnu  la  périodicité  des  chiffres  des 
unités  des  termes  de  la  série. 

On  trouve  dans  le  dit  journal  (1881,  p.  253-254)  la  démonstra- 
tion de  MonF.T-BLAxc.  d'après  la  statistique  directe,  résumée  par 
une  période  de  60  termes. 

Le  tableau  qui  vient  d'être  publié  ici  (1920,  p.  54-56)  fournira 
sûrement  les  moyens  d'ajouter  quelques  nouvelles  propriétés  au 
catalogue  de  celles  qui  ont  déjà  été  rencontrées  et  dont  l'état 
actuel  vient  d'être  exposé  par  M.  F.  Vepa  dans  une  suite  d'articles 
de  la  Rei>ista  matem.  hisp.-americ,  1919  et  1920. 

Bar-le-Duc,  24  juin  1920.  H.  Bhocard. 


A  propos  d'un  article  de  M.  Barbette  sur  une  formule 
donnant  les  sommes  de  deux  carrés  égales  à  un  carré. 

Dans  le  n"  1  de  1920  de  V  Enseignement  mathématique,  p.  58, 
M.  E.  BAiînETTE  indique  une  nouvelle  formule  donnant  toutes  les 
sommes  de  deux  carrés  égales  à  un  carré. 

A  un  facteur  près  de  proportionnalité,  c'est  la  formule  classique 
des  triangles  rectangles,  que  d(»nne  d'ailleurs   ma  méthode  uni- 


'  Note  sur  la  théorie  des  fractions  continues   et  sur  certaines  séries,  2  juin  1883  (t. 'i5).   — 
Iteinarques  sur  la  théorie  des  nombres  et  sur  les  fractions   continues,  14  octobre   1893  (t.  52). 
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verselle,  employée  avec  succès  depuis  dix  ans;  c'est  peiil-être  la 
méthode  la  plus  élégante  et  la  plus  simple. 
Kn  effet,  partant  de 

1  •-'  +  0-  ~  1  -  , 

je  pose 
d'oîi  je  tire 

r  +  ^' 

et  l'identité  classique 

(.2  _^  /■2,2  ^  (o/-^',--*  =  (f  +  ii-'r-  ■ 

En  écrivant 

,i.  —  A  +  B   ,         /■  =  B 

on  retrouve  la  formule  de  M.  Barbette,  au  facteur  commun  k  près. 
Nancy,  21  juin  1920.  A.  Géraiîdin. 


CHRONIQUE 


Commission  internationale  de  l'Enseignement  mathématique. 

D'après  la  résolution  adoptée  par  le  5*"  Congrès  inteinational 
des  mathématiciens  (Cambridge,  21-28  août  1912),  le  mandat  de  la 
Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique,  ins- 
titué par  le  Congrès  de  Rome  (1908),  avait  été  prolongé  de  quatre 
ans,  pour  prendre  fin  au  6"  Congrès  international  qui  devait  avoir 
lieu  à  Stockholm.  En  raison  de  la  guerre  mondiale  et  des  condi- 
tions nouvelles  imposées  aux  relations  scientifiques  internatio- 
nales, il  ne  peut  être  question,  pendant  longtemps,  de  réunir  la 
Commission. 

On  sait  d'ailleurs  qu'à  la  suite  de  la  déclaration  de  principe  et 
des  résolutions  relatives  aux  organisations  scientifiques  interna- 
tionales votées  parla  Conférence  interalliée  des  Académies  scien- 
tifiques (Londres  et  Paris,  octobre  et  novembre  1918;  Bruxelles, 
juillet  1919),  les  Associations  ou  Commissions  internationales 
créées  avant  la  guerre  procèdent  tour  à  tour  à  leur  dissolution. 

Consultés  individuellement  par  lettre,  les  membres  du  Comité 
central  ont  reconnu  que,  dans  les  conditions  actuelles,  la  dissolu- 
tion de  la  Commission  internationale  de  l'enseignement  mathé- 

L'Enseignenient  niathcm.,  210  année  ;   i!t20.  10 
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inatique  devient  inévitable.  Le  seerétaire-o^énéral  publiera  encore 
un  rapport  sommaire  avec  la  liste  complète  des  publications  dues 
à  l'initiative  de  la  Commission  et  des  sous-commissions  nationales. 

Au  cas  où  certaines  sous-commissions  nationales  désirent  ache- 
ver leurs  travaux,  et  poursuivre  leur  action  en  vue  de  réformes 
dans  l'enseignement  mathématique  de  leur  pays,  elles  auront  la 
faculté  de  subsister  sous  leur  forme  actuelle.  Elles  voudront  bien 
adresser  leurs  rapports  aux  membres  de  l'ancienne  Commission 
ou  s'entendre,  en  vue  de  leur  publication,  avec  la  Rédaction  de 
Y  Enseignement  mathématique,  qui  remplissait  jusqu'à  ce  jour  le 
rôle  d'organe  officiel  de  la  Commission. 

Si  nous  devons  renoncer  à  fournir  une  étude  d'ensemble  de  la 
préparation  théorique  et  pratique  des  professeurs  de  mathéma- 
tiques, nous  avons  du  moins  la  satisfaction  de  constater  que  la 
plus  grande  partie  des  travaux  projetés  il  y  a  douze  ans  ont  pu 
être  accomplis.  Des  documents  fort  précieux  ont  pu  être  réunis, 
et,  dans  chaque  pays,  nos  travaux  laissent  des  traces  profondes  et 
durables.  Dans  bon  nombre  de  pays  les  travaux  sont  d'ailleurs 
terminés.  Sans  doute,  les  circonstances  nouvelles  créées  par  la 
guerre  auront  leur  répercussion  sur  l'organisation  de  l'enseigne- 
ment scientifique.  De  nouveaux  problèmes  se  posent  dans  tous  les 
pays,  mais  il  serait  prématuré  de  les  examiner  dans  le  domaine 
international  avant  de  pouvoir  présenter  des  résultats  basés  sur 
une  expérience  de  quelques  années. 

La  Commission  met  fin  à  ses  travaux  après  avoir  produit  plus 
de  320  rapports  répartis  sur  plus  de  190  fascicules  ou  volumes  et 
embrassant  tous  les  ordres  de  l'enseignement  scientifique  et  pro- 
fessionnel. Les  sous-commissions  et  associations  nationales  s'ef- 
forceront à  faire  connaître  ces  documents  si  riches  et  si  complets 
rédigés  par  les  représentants  les  plus  distingués  de  l'enseignement 
mathématique  à  tous  les  degrés. 

C'est  au  corps  enseignant  et  aux  autorités  scolaires  qu'incombe 
maintenant  le  devoir  d'en  tirer  parti  en  vue  de  réaliser  de  nou- 
veaux progrès  dans  l'enseignement  scientifique. 

Genève,  5  juillet  1920. 

Le  Secrétaire-général  de  la  Commission. 
H.  Fehr. 


53*  Congrès  des  Sociétés  savantes  françaises. 

Strasbourg,  ?.5  au  29  mai  1920. 

La  sous-section  des  mathématiques  et  astronomie  a  tenu  sa 
séance  le  25  mai,  dans  une  des  salles  de  l'Observatoire,  mise  obli- 
geamment à  sa  disposition  par  M.  Esclangox,  directeur  de  l'Ob- 
servatoire de  Strasbourg,  président  unique  de  la  section,  en  l'ab- 
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sence  de  M.  Bigourdax,  niembie  de  rinstitut,  membre  du  Comité 
des  Travaux  historiques  et  scientinques,  empêché.  M.  Alexandre 
Véhonnet,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences  de  l'Univer- 
sité de  Strasbourg,  fait  fonction  de  secrétaire. 

M.  KscLAX<;o\  souhaite  la  bienvenue  aux  congressistes,  puis 
donne  un  intéressant  résumé  de  la  communication  de  M.  BuiouiioAN, 
L' Astronomie  en  Alsace  et  partictdieienient  à  Strasbourg.  L'étude 
des  sciences  et  des  arts  a  toujours  été  très  poussée  en  Alsace.  Dès 
le  XVII''  siècle,  des  astronomes  connus  se  retrouvent  près  de 
l'Université,  et  dès  l()7.S,  la  tour  de  l'hôpital  sert  aux  observations. 
Vers  1828  un  véritable  observatoire  est  fondé  dans  la  partie  méri- 
dionale du  bâtiment  de  l'Académie,  mais  l'Observatoire  actuel 
date  de  1878. 

M.  FnÉcHET  remarque  que  les  universités  dissoutes  parla  Révo- 
lution, ont  été  remplacées  par  les  Ecoles  centrales  du  Haut  et  du 
Bas-Rhin;   elles   eurent  des   professeurs   remarquables,   tels  que 

AliBOfJAST. 

M.  Fréchet,  professeur  d'analyse  supérieure  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Strasbourg,  présente  un  mémoire  intitulé  Sur  Uana- 
lyse  fonctionnelle. 

M.  A.  Gérardin,  correspondant  du  Ministère  de  ITnstruction 
publique,  à  Nancy,  présente  sa  Méthode  inédite  de  recherche  des 
facteurs  des  grands  nombres,  sans  essai  d'aucun  diviseur  et  sans 
utiliser  les  tables  de  factorisation  connues. 

Il  est  difficile  d'en  donner  un  résumé  en  quelques  lignes  ou 
même  en  quelques  pages.  On  peut  dire  que  le  simple  calcul  de 
séries  géométriques,  module  ï*z=^xy,  donne,  par  exemple,  les  fac- 
teurs, lorsque  le  même  résidu  se  présente  à  nouveau,  dans  les 
arbres  géométriques  modulaires. 

Cette  méthode,  découverte  en  1912  et  mise  ultérieurement  au 
point,  complète  et  généralise  celle  d'Fxl.  Lucas  (1878-9  qui  ne 
s'occupait  que  de  la  primalité  des  nombres. 

Elle  conduit  d'ailleurs  à  de  curieux  procédés,  parfois  à  des 
identités,  et  à  de  nombreuses  remarques  dont  on  pourra  tirer 
parti  pour  d'autres  recherches  numériques. 

M.  Héhixg,  membre  de  la  Société  des  Sciences,  Agriculture  et 
Arts  du  Bas-Rhin,  présente  une  note  sur  La  Réforme  du  Calen- 
drier. C'est  la  proposition  d'un  calendrier  universel  et  invariable 
divisant  l'année  en  quatre  trimestres  égaux  composés  de  deux 
mois  de  30  jours  et  un  de  31  jours  ou  treize  semaines.  Le  jour  de 
l'an  serait  hors  semaine  et  férié,  ainsi  que  le  jour  supplémentaire 
des  années  bissextiles.  Les  mêmes  dates  correspondraient  aux 
mêmes  jours.  La  date  de  I^àques  serait  fixe. 

M.  Véroxxet  fait  remarquer  que  ce  jour  hors  semaine  est  une 
grave  difficulté  pratique,  brisant  une  tradition  millénaire  et  une 
échelle  de  repère  invariable.  D'autres  congressistes  parlent  des 
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clifTicultés  religieuses,  économiques  ou  autres  s'opposant  à  Fadop- 
tion  d'un  calendrier  universel  nouveau. 

M.  P.  Delapohte,  secrétaire  général  de  la  Ligue  économique 
Chronos  pour  la  réforme  du  calendrier,  présente  ce  calendrier 
auxiliaire  économique,  créant  à  côté  du  calendrier  une  échelle 
complémentaire  isochrone  de  364  jours  divisée  en  septaines,  qua- 
torzaines  ou  vingthuitaines,  dont  la  pratique  industrielle  a  re- 
connu le  bien-fondé  '. 

La  Section,  sur  la  proposition  de  M.  Delaporte,  émet  le  vœu 
quen  raison  de  limportance  pratique  d'une  réforme  du  calen- 
drier, une  commission  étudie  les  divers  systèmes  proposés. 
M.  Delaporte  d'ailleurs  se  fera  probablement  entendre  aux  pro- 
chains congrès  de  Strasbourg. 

M.  ViLLAT,  professeur  de  Mécanique  rationnelle  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Strasbourg,  présente  ensuite  la  communication 
de  M.  KiQuiER,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen,  em- 
pêché :  Mémoire  sur  le  prolongement  analytique  des  intégrales  de 
certains  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  linéaires. 
Lauteur  établit  le  résultat  suivant  :  Moyennant  certaines  défini- 
tions et  propriétés  des  régions  normales  limitées  et  monodro- 
miques  si  l'on  envisage  un  système  S  différentiel,  linéaire  et  com- 
plètement intégrable,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ana- 
lytiques régulières  dans  une  région  R,  si,  d'autre  part,  les  arbi- 
traires dont  dépend  la  solution  sont  des  fonctions  analytiques 
elles-mêmes  régulières,  les  intégrales  correspondantes  sont,  elles 
aussi,  régulières  et  analytiques  dans  toute  la  région  R. 

En  réponse  à  la  deuxième  question  du  programme  :  Exposer 
les  progrès  récents  de  la  Science  dans  l'étude  du  mouvement  de 
rotation  d'une  masse  liquide  soumise  à  l'attraction  nevvtonienne  de 
ses  parties,  M.Véronnet  indique  en  particulier  les  travaux  récents 
de  P.  lIuMBERT  sur  les  calculs  numériques  des  figures  dérivées  des 
ellipsoïdes,  ceux  de  H.  Jeans  sur  l'instabilité  de  la  figure  piri- 
fortiie,  et  les  siens  propres  sur  la  variation  des  dimensions  de  ces 
figures  dans  la  contraction,  les  ellipsoïdes  de  révolution  tendant 
vers  un  disque  aplati  de  rayon  fini  (neuf  kilomètres  environ  pour 
la  terre),  et  les  ellipsoïdes  à  trois  axes  vers  une  aiguille  allongée 
indéfiniment  évanouissante.  Des  figures  accompagnent  cet  inté- 
ressant exposé.  M.  Belot  ajoute  quelques  remarques. 

M.  Em.  Belot,  ingénieur,  directeur  des  manufactures  de  l'Etat, 
à  Paris,  auteur  de  la  Théorie  cosmogonique  tourbillonnaire  bien 
connue,  termine  la  séance  en  exposant  magistralement  les  heu- 
reuses modifications  qu'il  a  introduites  récemment  dans  ses  lésul- 
tats.  Tout  peut  s'expliquer  par  le  choc  d'un  sphéroïde  gazeux  sur 


^  M.   Diii.Ai'OKTiî  a  publié  (r.)13,  chez  Le  Soudier)   une  broeliure  intitulée  «  Le  Calendrier 
universel  «. 
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une  néhulcuse  amorphe,  choc  qui  le  renfle  alternafivement  a 
l'équateur  et  aux  pùles,  suivant  la  théorie  des  pulsations.  Il  suffit 
que  la  vitesse  relative  dans  le  choc  soit  soixante-quinze  fois  plus 
petite  que  celle  calculée  et  annoncée  précédemment  par  l'auteur. 

M.  Em.  Bei.ot  fait  le  28  mai  une  conférence  en  assemblée  plé- 
nière,  sur  la  Cosmoi^onie  toitrbiUonnaire. 

A  la  demande  de  M.  Belot,  une  très  intéressante  visite  de  \'()h- 
servatoire  a  lieu,  sous  la  direction  de  M.  Escla\(;o\,  accompagné 
de  .MM.  Danjox  et  Véroxnkt. 

A.  Gérardin  (Nancy). 


Les  travaux  sur  l'Algèbre  à  deux  dimensions  de  M.  Stuyvaert  (Gand). 

L'Enseignement  mathématique  a  fait  connaître,  dans  une  de  ses 
récentes  chroniques,  le  legs  fait  à  la  Classe  des  Sciences  de  l'Aca- 
démie royale  de  Belgique  par  Agathon  DePotter  en  vue  d'encou- 
rager les  recherches  scientifiques. 

Cette  compagnie  savante  a  décidé  d'attribuer  des  prix  pour  des 
questions  mises  au  concours,  ainsi  que  des  subsides  pour  voyages, 
publications,  etc.  Elle  a  exclu  ses  membres  correspondants  des 
prix,  mais  non  des  subventions. 

Dans  la  pensée  de  la  Classe  des  Sciences,  les  subsides  sont  des- 
tinés à  permettre  la  publication  d  ouvrages  d'un  caractère  trop 
spécial  pour  espérer  un  débit  important  et  trop  longs  ou  trop  peu 
nouveaux  pour  prendre  place  dans  ses  Mémoires. 

Nous  avons  le  plaisir  d'annoncer  que  le  premier  usage  fait  de 
cette  libéralité  a  été  un  subside  pour  un  travail  mathématique. 
Algèbre  à  deux  dimensions^,  par  M.  Stuyvaert,  professeur  à  ILni- 
versité  de  Gand  et  correspondant  de  l'Académie  de  Bruxelles. 

L'auteur  lui-même  nous  fournit  les  éclaircissements  qui  suivent 
relatifs  à  l'ouvrage  subsidié  et  tient  à  témoigner  en  même  temps 
combien  il  a  d  obligation  à  ses  confrères  de  la  Classe  des 
Sciences. 

L'Algèbre  à  deux  dimensions  est  un  exposé  d'ensemble  de 
recherches  entreprises  par  M.  Stuyvaert  depuis  une  vingtaine 
d'années    ainsi  que  des  recherches  nouvelles  sur  le  même  sujet. 

Ce  sujet,  on  le  devine,  c'est  l'utilisation  des  déterminants  et 
matrices.  Malgré  le  grand  usage  fait  de  cet  algorithme,  leur  champ 
d'application  sétend  sans  cesse. 

La  première  occasion  qui  fut  offerte  à  l'auteur  de  reconnaître 
l'utilité  de  cet  instrument  fut  une  question  de  géométrie  :  une 
matrice    de    six    formes    linéaires    quaternaires    représente    une 


1  I  vol    in-8»  de  223  p..  Fr.   12  50;  Van  Rysselberghe  et  Rombaut.  Gand. 
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cubique  gauche.  Il  suffît  d'introduire,  dans  les  éléments,  un  ou 
plusieurs  paramètres  variables,  pour  obtenir  des  systèmes  infinis 
de  cubiques  gauches.  Ceci  permit  de  retrouver  tous  les  systèmes 
doublement  infinis  connus  de  ces  courbes,  systèmes  étudiés  jusque 
là  par  la  géométrie,  de  préciser  leur  lien  de  parenté,  d'en  rencon- 
trer de  nouveaux  et  de  reconnaît!  e  l'existence  de  hisécantes  singu- 
lières de  ces  systèmes.  Un  mémoire  de  M.  Stuyvaert  sur  ce  sujet 
a  été  couronné  en  1913  mais  n'a  pas  été  publié  jusquici,  en  raison 
des  événements. 

La  facilité  des  extensions  quant  au  nombre  de  rangées,  ou  de 
variables,  la  substitution  de  sphères,  de  complexes,  ou  de  déri- 
vées partielles  aux  simples  plans  de  la  matrice  de  la  cubique 
gauche,  firent  augurer  jadis  à  l'auteur  que  les  matrices  consti- 
tuent peut-être  l'algorithme  qui  a  manqué  jusqu'alors  à  Idi  géomé- 
trie projecti{>e. 

Ces  divers  développements  ont  paru  dans  un  certain  nombre 
de  périodiques,  entre  autres  dans  ï Enseignement  mnthémalique. 

Ici  commence  une  seconde  phase  de  cet  historique.  Ou  sait 
assez  que  les  déterminants  et  matrices  donnent  la  forme  la  plus 
heureuse  à  la  solution  du  problème  de  l'élimination  d'une  incon- 
nue entre  deux  équations  algébriques  et  même  au  problème  appa- 
renté de  rechercher  les  conditions  d'existence  de  plus  dune  racine 
commune  aux  deux  équations.  Pour  ce  problème  plus  élevé, 
M.  Stuyvaert  a  proposé  le  mot  sur  élimination  et  il  en  a  fait  quel- 
ques applications,  telles  que  celle-ci  :  si  l'élimination  d'une  in- 
connue donne  un  lieu  géométrique,  la  surélimination  en  donne 
(généralement)  les  points  singuliers. 

En  suivant  cette  voie,  on  constate  que,  croyant  faire  de  la  géo- 
métrie, on  fait  au  fond  de  l'algèbre.  La  preuve  en  est  que  toutes 
les  difficultés  rencontrées  sont  d'ordre  algébrique.  Il  s'agit  par 
exemple  d'éliminer  un  paramètre  entre  plusieurs  équations,  ou 
d'éliminer  un  paramètre  d'une  matrice  ou  de  reconnaître  quand 
trois  coniques  ont  un  ou  plusieurs  points  communs,  etc.  Ces  pro- 
blèmes sont  loin  d'être  classiques,  quelques-uns  à  peine  ou  pas 
du  tout  résolus. 

Mais  en  prenant  conscience  de  ce  nouveau  point  de  vue,  on 
voit  grandir  la  portée  des  recherches,  car  les  problèmes  d'algèbre 
étant  nécessaires,  donc  logiquement  antérieurs  aux  applications 
géométriques,  celles-ci  ne  sont  plus  qu'une  des  interprétations 
possibles,  et  la  mécanique,  la  physique,  l'analyse  ont  aussi  besoin 
de  ces  problèmes  d'algèbre.  Toutefois  rien  n'empêche  de  conser- 
ver parfois  le  langage  de  la  géométrie,  car  les  coordonnées  sont 
si  familières  qu'il  serait  maladroit  de  se  priver  d'un   tel  secours. 

Voici  encore  une  notion  pour  laquelle  l'auteur  invoque,  jusqu'à 
plus  ample  informé,  un  droit  de  paternité,  c'est  celle  de  matrice 
invariante. 


CUIiON/QUE  l'«3 

(Jn  sait  que  les  invariants  des  polynômes  se  présentent  souvent 
sous  foime  de  déterminants;  or  il  existe  des  matrices  jouissant 
de  la  propriété  d'invariance,  bien  que  les  déterminants  qu'on  en 
extrait  ne  soient  pas  invariants. 

L'a  dilTiculté  était  de  définir  l'invariance,  car  les  matrices  ne 
sont  pas  des  quantités,  mais  des  symboles,  et  l'auteur  ne  pouvait 
pas  les  voii-  se  reproduire  multipliées  par  une  puissance  du  mo- 
dule. Provisoirement  il  définissait  une  matrice  invariante,  celle 
dont  l'évanouissement  exprime  une  propriété  indépendante  des 
repères.  Plus  tard  il  reconnut  que  ces  symboles  sont  soumis  à  une 
multiplication  conventionnelle,  non  commutative,  et  trouva  des 
matrices  qui  se  reproduisent  multipliées  à  droite  ou  à  gauche  par 
une  puissance  du  module.  Dans  le  volume  annoncé  il  donne  pro- 
bablement les  premiers  exemples  d'invariant  et  de  matrice  inva- 
riante pour  quatre  coniques  d'un  même  plan. 

Mais  les  méthodes  de  l'algèbre  à  deux  dimensions  se  sont  mon- 
trées efficaces  encore  dans  les  théories  algébriques  mêmes.  Il  est 
trop  évident  que  la  notation  de  déterminant  n'implique  que  les 
trois  régies,  addition,  soustraction,  multiplication  et  s'applique  à 
un  corps  quelconque.  L'école  de  Kronecker  a  fait  des  efforts  assez 
peu  réussis  pour  exposer  simplement  la  théorie  des  variétés  algé- 
briques dans  un  corps  ;  elle  a  trop  négligé  le  secours  des  matrices, 
et  l'auteur  espère  montrer  sur  un  exemple,  celui  des  courbes 
gauches  algébriques  de  l'espace  ordinaire,  l'utilité  de  ses  procé- 
dés. Il  compte  montrer,  dans  un  travail  ultérieur,  cette  même  uti- 
lité pour  les  congruences  de  module  premier. 

Sur  les  applications  des  déterminants  et  matrices,  l'auteur  a  fait 
paraître  déjà  un  volume  intitulé  Cinq  Etudes  de  Géométrie  analy- 
tique, Gand,  Van  Gœthem,  1907,  analysé  ici  même. 

Son  nouveau  travail  fera  plus  ou  moins  suite  à  ces  Cinq  Etudes. 
Cependant  il  a  tenu  à  rendre  la  lecture  du  volume  annoncé  indé- 
pendante de  celle  de  l'autre.  Il  s'est  efforcé  aussi  de  pouvoir  être 
compris  de  toutes  les  personnes  possédant  les  éléments  d'algèbre. 


Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

France.  —  Académie  des  Sciences.  —  M.  L.-E.  Dickson,  pro- 
fesseur à  l'Université  de  Chicago,  a  été  élu  membre  correspon- 
dant dans  la  section  de  géométrie.  —  M.  Ch.  Riquier,  de  Caen, 
a  été  élu  correspondant  de  la  section  de  géométrie,  en  remplace- 
ment de  M.  Zeuthen.  —  M.  L.  Torres  Quevede,  de  Madrid,  a  été 
élu  correspondant  dans  la  section  de  mécanique,  en  remplace- 
ment de  M.  BouLvix,  décédé. 

L'Académie  a  décerné  les  prix  suivants  :  P/ix Poncelet  {2000  fr.), 
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à  M.  E.  Cartan,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  — 
Prix  Francœur  (1000  fr.],  à  M.  R.  Baire,  professeur  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Dijon. 

Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  INI.  Painlevé,  professeur  de 
mécanique  rationnelle,  est  nommé  professeur  de  mécanique  cé- 
leste, en  remplacement  de  M.  Appell.  —  M.  Cartan,  professeur 
de  calcul  différentiel,  est  nommé  à  la  chaire  de  M.  Painlevé.  — 
M.  \essiot,  professeur  de  mathématiques  générales,  passe  à  la 
chaire  de  M.  Cartan.  —  M.  Duach  est  nommé  professeur  de  mathé- 
matiques générales. 

—  M.  Pierre  Boutroux,  professeur  de  calcul  différentiel  et  inté- 
gral à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers,  est  nommé  professeur 
à  la  chaire  d'histoire  des  sciences  au  Collège  de  France. 

M.  Fabry,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier, 
est  nommé  à  la  chaire  de  calcul  différentiel  et  intégral  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

M.  J.  IIadamard,  membre  de  l'Institut,  a  été  nommé  membre 
honoraire  étranger  de  lAmerican  Academy  of  Arts  and  Sciences. 

Grèce.  —  En  mars  1918  il  a  été  constitué  à  Athènes  une 
Société  mathématique  grecque  qui  coxn^venà  aujourd'hui  près  de 
cent  membres.  Le  comité  se  compose  de  MM.  J.  Hatzidakis  et 
D.  AiGixiTis,  présidents  honoraires;  N.  Hatzidakis,  président, 
G.  Remouxdos  et  P.  Zervos,  vice-présidents  ;  N.  Sakellarios  et 
A.  Arvanitis,  secrétaires;  G.  Antoxopoulos,  trésorier. 

Italie.  —  A  la  suite  de  concours  seront  nommés  professeurs 
extraordinaires  (à  partir  de  l'année  scolaire  1920-1921)  : 

M.  A.  CoMEssATTi,  pour  l'algèbre  et  la  géométrie  analytique,  à 
l'Université  de  Cagliari  ;  M.  A.  Palatim,  pour  la  mécanique  ration- 
nelle, à  l'Université  de  Messine  ;  M.  M.  Picoxe,  pour  le  calcul  infi- 
nitésimal, à  l'Université  de  Cagliari. 

M.  G.  Armellini,  de  l'Université  de  Padoue,  a  été  nommé  pro- 
fesseur ordinaire  de  mécanique  céleste  à  l'Université  de  Pise. 

Le  prix  de  mathématiques  pour  1920  de  la  Société  italienne  des 
Sciences  (dite  des  XL)  a  été  décerné  à  M.  A.  Signorini.  de  l'Uni- 
versité de  Palerme,  pour  l'ensemble  de  ses  travaux  dans  les  cinq 
dernières  années. 

Suisse.  —  M.  M.  Disteli  a  été  nommé  professeur  de  géomé- 
trie à  l'Université  de  Zurich. 

M.  F.  Goxseth  a  été  nommé  professeur  de  mathématiques  à 
l'Université  de  Berne. 

M.  Michel  Plaxcherel,  professeur  à  l'Université  de  Fribourg, 
est  nommé  professeur  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale,  en  rem- 
placement de  M.  Hurvvitz,  décédé. 


NOTES    ET    DOCUMENTS 


Nécrologie. 

P.  Bachmanx.  —  Nous  apprenons  la  mort  du  professeur  P.  iiach- 
niann    Weimar),  décédé  le  31  mars  1920,  à  Tàge  de  83  ans. 

Moritz  Cantor.  —  M.  Moritz  Canlor,  bien  connu  pour  ses 
remarquables  travaux  sur  l'histoire  des  mathématiques,  est  décédé 
à  fleidelberg-,  le  10  avril  1920,  dans  sa  91  année. 

S.  Ramaxlman.  —  On  annonce  la  mort  du  mathématicien  hindou 
Srinivasa  Ramanujan.  professeur  à  l'Université  de  Madras,  décédé 
le  20  avril  1920  à  Chetput,  à  l'âge  de  31  ans.  «  Fellow  of  the  Tri- 
nity  Collège  »  de  Cambridge,  le  savant  mathématicien  était  le 
premier  savant  hindou  faisant  partie  de  la  «  Royal  Society  »  de 
Londres. 


NOTES  ET  DOCUMENTS 


Cours  universitaires. 
FRANCE 

Strasbourg;  Université.  Institut  de  Mathématiques.  — En  outre  des  cours 
fondamentaux  sur  les  Mathématiques  générales,  le  Calcul  différentiel  et 
intégral,  la  Mécanique  rationnelle  et  1  Astronomie,  cours  qui  s'adressent 
aux  étudiants  de  première,  deuxième  et  troisième  année,  l'Institut  de  Ma- 
thématiques de  Strasbourg  a  organisé  pour  les  candidats  au  diplôme 
d'études  supérieures  et  au  doctorat,  et  pour  chercheurs  en  général,  un 
ensemble  assez  important  de  cours  de  recherches,  dont  le  programme  est 
renouvelé  chaque  année.  Nous  donnons  ci-dessous  ce  programme  pour 
1920-21.  En  outre,  des  colloques  mathématiques  réuniront  au  moins  une 
fois  par  mois,  professeurs  et  étudiants. 

Cours  de  recherches  seulement,  l^''  semestre  1920-21  (l*^""  novembre  1920- 
28  février  1921).  —  Physique  mathématique,  M.  Bauer  :  Théorie  des  quan- 
tas.  Constitution  des  atomes  (3  leçons  par  semaine).  —  Analyse  supérieure, 
M.  Frécuet  :  Eléments  de  Calcul  des  probabilités  |2  cours  par  semainel.  — 
Notions  sur  les  équations  intégrales  (1  leçon  par  semaine). 

2«  semestre  1921  (l^r  mars-20  juin  1921).  —  Physique  mathématique. 
M.  Bauer  :  Applications  statistiques  de  la  théorie  des  quanta  (3).  —  Ana- 
lyse supérieure,  M.  Fréchet  :  Application  du  Calcul  des  probabilités  (li; 
Fonctions  de  lignes  (2).  —  Hydrodynamique,  M.  Villat  :  Recherches  sur  le 
mouvement  d'un  solide  dans  un  fluide  visqueux  (2).  —  Géométrie  infinitési- 
male, M.  Pérès  :  Les  transformations  des  surfaces  applicables  (2|.  — 
Théorie  des  fonctions,  M.  Valiron  :  Séries  de  Dirichlet  et  de  cfactorielles  (2i. 
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ITALIE' 

Année  1920-1921. 

Bologna  ;  Uni^ersità.  —  Burgatti  :  Fondamenti  di  meccanica  céleste; 
iigure    d'equilibrio  délie  masse  fluide  ruolanti  ;    problemi  di  cosmogonia,  3. 

—  DoNATi  :  Teorie  relativistiche  (relalività  délia  prima  maniera  e  relatività 
générale),  3.  —  Enriques  :  Le  matematiche  elemenlari  vedule  allume  dei 
concetti  superiori.  Sloria  délie  idée;  crilica  ;  problemi,  3.  —  Pinchekle  : 
Le  funzioni  analiliche.  Le  trascendenti  intere.  Le  equazioni  differenziali  ordi- 
narie  seconde  i  concetti  di  S.  Lie,  3. 

Catania  ;  UniversUà.  —  Cipolla  :  Teoria  dei  gruppi  d'ordine  finito.  Appli- 
cazioni,  4.  —  Scorza  :  Geometria  numerativa.  Teoria  degli  invarianti,  5.  — 
N.  N.  :  Fisica  matematica,  4. 

Genova;  Università.  —  Lokia  :  Geometria  infinitésimale  dello  spazio  ordi- 
nario  e  degli  iperspazi,  3.    —    Severini  :   Teoria, délie  funzioni  analitiche,  4. 

—  Tedone  :  Teorie  elementari  di  elettricità  e  di  magnetismo,  3. 

Messina  ;  Università.  —  Calapso  :  Funzioni  di  variabile  complessa  e  fun- 
zioni ellittiche,  4.  —  Giambelli  :  Le  singolarilà  délie  ciirve  algebriche.  In- 
troduzione  alla  geometria  sopra  una  curva  algebrica,  4.  —  Lazzarino  :  Ope- 
razioni  e  funzioni  vettoriali.  Campi  newtoniani.  Elettrostatica.  Teorica  dei 
corpi  elastici,  4. 

Napoli;  Unh'ersità.  —  Amodeo  •  Storia  délie  scienze  matematiche:  Il 
secolo  in  cui  visse  Galileo  Galilei.  3.  —  Del  Re  ;  Teoria  analilica  dei  calore, 
4  '/z-  —  Marcolongo  :  Eiettrodinamica.  Teoria  di  Lorentz.  Applicazioui 
otticlie,  3.  —  Montesano  :  La  geometria  délie  relte  e  délie  coniche  dello 
spazio  ordinario,  6.  —  Pascal  :  Integrali  e  funzioni  abeliane,  3. 

Padova  ;  Uni\'ersità.  —  Amaldi  :  Trasformazioni  di  coutatto  e  sistemi 
canonici,  4.  —  D'Arcais  ;  Funzioni  di  variabile  complessa  ;  funzione 
Gamma  ;  funzioni  ellittiche,  4.  —  Gazzaniga  ;  Teoria  dei  numeri,  3.  — 
Ricci  :  Metodi  dei  calcolo  differenziale  assoluto.  Applicazioni  alla  teoria 
générale  délia  elasticità,  4.  —  Severi  :  Calcolo  délie  probabilità,  4.  — 
ToNOLO  :  Equazioni  aile  derivale  parziali  dei  1°  ordine,  3. 

Palermo  ;  Univevsità.  —  Bagnera  :  Variabili  complesse  e  funzioni  intere; 
teoria  délie  funzioni  ellittiche,  3.  —  De  Franchis  :  Studio  délie  parti  reali 
degli  enti  algebrici,  3.  —  Gf.bbia  :  Campi  vettoriali  ;  elettrostatica  ;  magne- 
tostatica,  4  */,.  —  Sig.norim  :  Teoria  délia  relatività,  3.  —  Stkazzeri  :  Su- 
perficie di  Riemanu  ;  curve  algebriche;  integrali  abeliani,  3. 

Pavia  ;  Università.  —  Bekzolari  :  Integrali  abeliani,  3.  —  Cisotti  :  Rela- 
tività. Meccanica  einsteiniana,  3  —  Gerbaldi  :  Teoria  délie  funzioni  di  varia- 
bile complessa  e  délie  funzioni  ellittiche,  3.  —  Sibirani  ;  Curve  piaue  e 
slorte.  Elemenli  délia  teoria  délie  superficie.  Congruenze  di  rette,  3.  — 
VIVA^•TI  :  Teoria  délie  funzioni  di  variabili  reali.  Integrali  di  Lebesgue,  3. 


*  Les  cours  fondamentaux,  tels  que  Analyse  algébrique  et  infinitésimale,  Géométrie  ana- 
lytique, descriptive,  i>rojective,  Mécanique  rationnelle,  existant  dans  toute  université,  ne 
figurent  pas  dans  la  liste. 
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Pisa;  Univcrsilii.  —  Akmeli.im  :  Moccanica  céleste,  'A.  —  Bertim  :  Geo- 
metria  proieUiva  dogli  iperspazi,  3.  —  BtANCHi  :  Teoria  delle  funzioni  di 
variabile  complessa.  iXtiincri  algebrici  e  aiitnietica  analilica,  3.  —  Maggi  : 
l^lcnienti  di  meccanica  analitica  ;  eqiiilibrio  e  movimento  elasfico  ;  teoria 
elaslira  délia  luce,  \  '/,. 

Roma  ;   Univevsità.  —  BisconcixM  :  Applicnzioni  geomctriclie  del  calcolo,  3. 

—  BoMPiANi  :  Teoria  dei  gruppi  conlinui  di  trasformazioni,  3.  —  Ca.ntelli  : 
Statislica  matemalica,  3.  —  Malematica  atliiariale,  3.  —  Castei.nuovo  :  Fun- 
zioni di  variabile  complessa  e  funzioni  algebriche.  3.  —  Crudeii  :  Introdu- 
zione  agli  sludi  superiori  di  eleltricità,  3.  —  Levi-Civita  :  Calcolo  difle- 
renziale  assoluto  oon  applicazioni,  3.  —  Perna  :  Teorie  complementari  di 
analisi  matemalica,  3.    —    Silla  :   Eqiiazioiii  dilTerenziali  délia  mercanica,  3. 

—  VoLTEKRA  :  Equazioni  délia  fisica  matemalica,  3.  —  Relativita,  3. 
Torino  ;   Università.    —    Boccio  :  Idrodinamica,  3.    —    Kih/m  :  Geomelria 

diderenziale  e  gruppi  continui  :  Legami  fra  le  due  teorie  con  spéciale 
riguardo  ai  gruppi  di  movimenti  e  di  trasformazioni  conformi  o  proiettive,  3. 

—  Sec.ke  :  Geometria  delle  equazioni  dilferenziali,  3.  —  Somigliana  :  ïeoria 
delle  oscillazioni  ed  ottica  elettromagnetica,  3.  —  Tooliatti  :  Geometria 
proiellivo-diH'ercnziale,  2. 

SUISSE 

Semestre  d'hiver  (octobre  1920  à  mars  1921). 

Bàle;  Uiwersité.  —  W.  Matthies  :  Relaliviliitstheorie,  II,  Gravitations- 
théorie,  2  ;  Math.-phys.  Seminar,  2.  —  H.  Mohrmann  :  Analytisclie  Géo- 
métrie, 3;  Uebgn.,  1  ;  DifTerentialgleichungen,  4;  Seminar,  1.  —  O.  Spiess  : 
Inlinitesimalrechuung,  I,  4;  Uebgn.,  1;  Gruppentheorie,  3;  Seminar,  1.  — 
R.  Flatt  ;  Padag.  Seminar,  math.-phys.  Abteilung,  II,  4  ;  Geom.  Uebungen, 
2.  —  M.  K.NAPP  :  Pop.  Astronomie,  1  ;  Leklùre  der  Werke  von  Stôffler,  1  : 
Gescliichte  u.  Wesen  der  Astrologie,  1. 

Berne;  Université.  —  Prof.  G.  Huber  :  Hôhere  ebene  Kurven.  3;  die 
ellipt.  Intégrale  u.  ihre  Anwendungen,  2;  die  kub.  u.  sphar.  Kegelschnitte 
u.  das  Nullsystem  ;  Seminar,  2.  —  Prof.  L.  Crelier  :  Integralrechnung  mit 
Uebg.,  3;  Funklionentheorie,  II,  3;  Bestimmte  u.  mehrfache  Intégrale,  2. 
Seminar,  2.  —  Prof.  Gonseth  :  Syuth.  Géométrie,  3;  Analyt.  Géométrie,  I. 
2;  Analyt.  Géométrie  d.  Raumes,  3;  Darstellende  Géométrie,  II.  2,  IV,  2: 
Alg.  Analysis,  II,  2  ;  Math.  Uebgn.  1.  —  Pd.  Berliner  :  Einf.  in  die  Zahlen- 
iheorie,  2.  —  Pd.  Joss  :  Nichteuklidische  Géométrie,  II,  2;  Géométrie  des 
Dreiecks,  2.  —  Pd.  A.  Fischer  :  Differentialgeometiie,  2  ;  Grundlagen  des 
Math.  Uuterrichts,  2.  —  Prof.  Mauderli  :  Eiul.  in  die  Astronomie,  2; 
Uebgn..  2;  Seminar.  —  Prof.  Moser  :  Analysis  der  Kinkelin'schen  Fnnktion 
in  der  Krankenversicherung  ;  ausgew.  versicherungswiss.  Kapilel  ;  Seminar. 
Pd.  Bohken  :  Die  soziale  Yersichernng  u.  ihre  Grundlagen.  —  Pd.  Lutek- 
BACHER  :  Mechanik,  2.  —  Pd.  Kœstler  :  Anwendung  d.  linh.  Mathematik  auf 
die  Naturwisscnschatlen. 

Fribourg  ;  Université.  —  Plancherel  :  Calcul  diff.  et  intégrai,  4;  Exer- 
cices, 2  ;  Equations  difl'.  et  intégrales  de  la  Physique,  3.  —  Miri.ma.noff  : 
Algèbre,  4;  Exerc,  2;  Introduction  au  Calcul  des  probabilités  et  au  Calcul 
des  variations,  2.  —  Joye  :  Physique  mathématique,  I,  3. 


148  NOTES    ET   DOCUMENTS 

Genève;  Université.  —  Cailler:  Calcul  diff.  et  intégral,  3  ;  Exerc.,2; 
Mécanique  rationnelle.  3  ;  Exerc.,2;  Fonctions  analytiques,  2  ;  Problèmes 
philosophiques  des  Sciences  mathématiques.  —  Fehk  :  Elém.  de  mathém. 
sup;,  3;  Exerc,  2;  Conférences  d'Algèbre  et  de  Géométrie,  2;  Conférences 
d'Algèbre  supérieure,  2  ;  Géométrie  vectorielle,  1.  —  R.  Gautier  :  Astro- 
nomie physique,  2.  —  Priv.-doc.  Tiercv  :  Mécanique  céleste,  Orbites  comé- 
taires,   I . 

Lausani.3  ;  Université.  —  M.  Amstein,  G.  Dumas,  suppléant:  Théorie  des 
fonctions,  3  ;  Complément  de  calcul  intégral,  2.  —  G.Dumas:  Calcul  diff. 
et  intégr.,  6;  Exerc,  2;  Questions  div.  d'analyse,  2;  Séminaire,  1.  — 
Lacombe  :  Géométrie  descriptive,  4;  Epures,  4;  Géométrie  analyt.,  3;  Géo- 
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Kometen,  2.  —  Pd.  Epstein  :  Mechanik,  I,  4;  Uebgn.,  2;  Hôbere  Dynamik, 
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den,  2.  —  Kolross  :  Géométrie  descriptive,  4  ;  Répét.,  1;  Exerc,  4;  Géo- 
métrie à  n  dimensions.  — Meissner  :  Mechanik,  II,  4;  Repet.,  1  ;  Uebgn.,  2. 

—  Weyl  :  Funktionentheorie,  4  :  Riemannsche  Géométrie,  1  ;  Relativitiits- 
theorie,  2;  Seminar,  mit  Pôlya.  —  Pôlya  .  Einf.  in  d.  Analysis  reeller 
Grôssen,  I,  2  ;  Analyt.  Géométrie,  2.  —  B^schlin  :  Vermessungskunde,  4  ; 
Hôh.  Geodasie,  3  ;  Repet.,  1.  —  Wolfer  :  Einleitung  in  die  Astronomie,  3  ; 
Uebgn.,  2;  Bahnbestimmungen  von  Planeten  u.  Kometen,  2.  —  Amberg: 
Einfiihrung  in  den  math,  naturw.  Uuterricht. 

Cours  libres.  —  Beyel  :  Rechenschieber  mit  Uebgn.,  1  ;  Darst.  Géométrie, 
2;  Perspektive,  2;  Fliicheu  2'eQ  Grades,  1.  —  Kienast  :  Galois'sche  Théorie 
der  Gleichungen,  2.  — Kraft:  Theor.  Mechanik,  2;  Geometrische  Analysis, 
I,  3;  II,  3. 
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Annuaire  pour  l'an  1920  publié  p;ir  le  Bureau  des  longitudes.  Avec  des 
notices  scientiiiques.  —  1  vol.  in-16,  822  p.,  14  fig.,  5  caries  célestes  et 
3  cartes  magnétiques.  Prix  :  4  fr.  50  ;  Gauthier-Yillars  &  C'^,  Paris,  1920. 

Cet  e.\cellent  recueil  renferme,  après  les  renseignements  astronomiques, 
des  tableaiix  relatifs  aux  heures  légales,  aux  mesures  industrielles,  aux 
monnaies,  à  la  physique  et  à  la  chimie. 

Deux  Notices,  toutes  deux  très  importantes,  augmentent  1  intérêt  du 
volume.  Dans  la  première,  M.  J.  Renaud  examine  la  prévision  de  la  houle. 
Il  montre  les  progrès  réalisés  dans  l'observation  des  raz  de  marée  dûs  à 
des  causes  météorologiques  et  indique  les  résultats  obtenus  permettant  de 
prévoir  l'arrivée  de  la  houle. 

Dans  la  seconde  Notice,  intitulée  les  nouvelles  unités  légales  de  mesures 
industrielles  (système  M.  T.  S.,  unités  géométriques,  mécaniques,  élec- 
triques, caloriques  et  optiques),  M.  Ch.  Lalle.mand  fait  un  exposé  des  nou- 
velles unités  industrielles  sanctionnées  par  la  loi  du  2  avril  1919  pour  les 
unités  principales,  et  par  le  décret  du  26  juillet  1919  pour  les  unités  secon- 
daires. Dans  un  intéressant  exposé  historique,  il  montre  comment  les  besoins 
de  la  technique  industrielle  ont  conduit  à  l'adoption  du  système  dit  M. T.  S., 
basé  sur  le  mètre,  la  tonne  et  la  seconde,  et  calqué  sur  le  système  dit 
C.  G.  S.,  basé  sur  le  centimètre,  le  gramme  et  la  seconde. 

G.  Inghirami.   —  Table  des  Nombres  premiers  et  de  la  décomposition  des 

nombres    de   1    à    100. DUO,  revue    et    corrigée  par  le  D''  Pko.mpt.    —    1  vol. 

in-8o  de  xx-36  p..  broché;  5  fr.,  majoration  temporaire  :  50  7o  •  Gaulhier- 

ViUars  &  Cie,  Paris. 

Cette  réimpression  de  la  table  des  nombres  premiers  d'Inghirami  com- 
prend en  même  temps  la  décomposition  des  nombres  composés  de  1  à 
100.000. 

En  raison  de  sa  disposition  ingénieuse,  la  table  d'Inghirami  n'occupe  que 
très  peu  d'espace,  ce  qui  la  rend  particulièrement  commode  pour  les 
lecherches. 

On  n'y  trouve  ni  les  nombres  pairs,  ni  les  multiples  impairs  de  5.  Chaque 
nombre  i-épond  à  l'intersection  de  deux  colonnes  :  l'une  horizontale,  qui  a 
pour  tête  de  colonne  ses  trois  premiers  chiffres  ;  l'antre  verticale,  qui  a 
pour  tête  de  colonnes  les  deux  derniers.  Si  le  nombre  est  premier,  il  est 
représenté  par  un  point;  s'il  ne  l'est  pas,  on  trouve,  à  l'intersection  pré- 
citée, son  plus  petit  facteur  premier.  Comme  la  table  s'arrête  à  100.000,  ce 
facteur  est  toujours  inférieur  à  313,  et  ce  nombre  apparaît  dans  une  seule 
case,  qui  est  celle  de  son  carré,  égale  à  97.969. 
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SUR  UN  THÉORÈME  DE  CINEMATIQUE 

PAR 

G.   Cailler  (Genève). 


Considérons,  à  Tépoqne  /.  un  point/;,  nn  plan  us,  ou  une 
droite  ô,  tous  trois  mobiles.  Soient,  au  bout  du  temps  <//, 
p\  w' ,  $'  leurs  nouvelles  positions  infiniment  voisines  des 
premières. 

1"  La  vitesse  du  point  \\lesse  ponctuelle)  a  pour  support  la 
droite  qui  joint  p  à  p' . 

2°  La  vitesse  du  plan  (vitesse  angulaire)  a  pour  support  la 
droite  d'intersection  des  plans  us  et  us' . 

S'»  Pour  obtenir  la  vitesse  de  la  droite  (vitesse  linéaire)^  on 
procédera  comme  suit. 

Soit  A  la  perpendiculaire  commune  aux  droites  à  et  à\ 
P,  P'  les  pieds  de  cette  perpendiculaire,  Il  et  II'  les  plans 
menés  par  A  et  les  deux  droites  à  et  $'  respectivement. 

En  passant  de  sa  première  à  sa  seconde  position,  la  droite  ^ 
exécute  autour  de  A  un  mouvement  hélicoïdal  infiniment 
petit  dont  les  composantes  translatoire  et  rolatoire  sont  iden- 
titiues.  la  première,  au  glissement  o^" dt  qui  amène  P  en  P', 
la  seconde,  à  la  rotation  m'cIi  qui  applique  le  plan  II  sur  le 
plan  n'. 

Alors,  en  premier  lieu,  le  support  de  la  vitesse  linéaire 
de  la  droite  mobile  coïncide  avec  la  perpendiculaire  A;  en 
second  lieu,  l'extrémité  de  cette  même  vitesse  sera  définie 
comme  égale  à  la  quantité  complexe 

co'  +  to"£   .  (1) 

L'Enseignement  mathéin.,  i\'  année.   1920.  11 
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L'imaginaire  s,  qui  s'introduit  ici,  doit  être  traitée  dans 
toutes  les  formules  comme  Test  en  analyse  une  différentielle 
dont  les  puissances  supérieures  à  la  première  sont  partout 
négligées.  On  aura  donc,  en  particulier 

£2  :=  0    ,  s"  =  0    ; 

cos  (co'-j- £(o")  =:  costo' — w"sin(o'£    ,        sin(co' -J- £  tu")  =  sinto' -j- to"  coso/e  . 

Les  définitions  ci-dessus  pour  la  vitesse  ponctuelle,  angu- 
laire et  linéaire  assimilent  cette  grandeur,  dans  les  trois  cas, 
à  un  vecteur  coté  ou  dynanie.  A  ce  point  de  vue  la  vitesse 
linéaire  est  la  plus  générale  des  trois,  sa  grandeur,  ou  cote 
du  dynaïue,  est  la  quantité  complexe  co'+  m" s.  Dans  le  cas 
de  la  vitesse  angulaire  le  dyname  correspondant  devient 
réel;  il  est  purement  imaginaire  dans  le  cas  de  la  vitesse 
ponctuelle. 

Les  notions  précédentes  étant  acquises,  considérons  un 
axe  a  de  l'espace;  nous  dirons  qu'un  point  yO,  un  plan  or, 
ou  une  droite  J  lui  appartiennent  si,  à  l'époque  t,  le  point  est 
situé  sur  l'axe,  le  plan  contient  l'axe,  si  enfin  la  droite  à 
rencontre  l'axe  a  sous  un  angle  droit. 

Imaginons  que  p ,  u5  e\.  à  fassent  partie  d'un  corps  solide 
mobile  au  lieu  que  Taxe  a,  auquel  ils  appartiennent,  est  fixe 
dans  l'espace  absolu. 

Nous  avons  alors  le  théorème  suivant,  en  quatre  parties, 
dont  seule  la  première  est  classique. 

1°  La  projection  sur  a  de  la  vitesse  d'un  point  /;,  appar- 
tenant à  a,  est  la  même  quel  que  soit  ce  point.  Soit^"  cette 
projection  constante. 

2"  La  projection  sur  a  de  la  vitesse  angulaire  d'un  plan 
appartenant  à  a  est  la  même  quel  que  soit  le  plan.  Soit  g' 
cette  projection  constante. 

3°  La  projection  sur  a  de  la  vitesse  linéaire  d'une  droite  à 
appartenant  à  a  est  la  même  quelle  que  soit  la  droite.  Soit  g 
cette  projection  constante. 

4°  Entre  les  quantités  g,  g  ,  g"  dont  la  première  est  com- 


TUÉOnkME    DE    CINÉMATIQUE  165 

plexe  et  les  autres  réelles,  existe  la  relation 

n   —  p       1^   o    -    •  '     ' 

Pour  comprendre  renoncé  de  la  troisième  propriété,  qui 
est  la  plus  générale,  il  convient  d'ajouter  ce  qui  suit. 

La  dislance  de  deux  droites  telles  que  a  et  A  est  égale, 
par  définition,  à  la  quantité  complexe  «'+  £a\  ou  «  est 
l'angle  et  a"  la  plus  courte  distance  qui  sépare  ces  droites. 
D'une  manière  plus  précise,  a'  et  oc"  désignent  les  compo- 
santes du  mouvement  hélicoïdal  fini  qui  amène  l'une  des 
droites  sur  l'autre  ^  En  outre,  à  l'instar  de  ce  qui  a  lieu  dans 
le  réel,  la  projection  sur  un  axe  a,  d'un  dyname  ^.  identique 
par  exemple  avec  la  vitesse  linéaire  de  notre  droite  ^,  s'ob- 
tient en  multipliant  la  cote  du  dyname,  par  le  cosinus  de  sa 
distance  à  l'axe  de  projection  :  c'est  donc  le  produit 

(,,/  +  to"£)cos  [%'  -\-  a"£)   .  (3) 

Si  on  emploie  un  système  coordonné  rectangulaire,  et 
que  «1,  «, ,  «3  soient  les  coordonnées  complexes  de  l'axe  «, 
©1 ,  ©2  1  93  ^^s  coordonnées  du  d^niame  vitesse,  on  démontre 
que  la  dite  projection  est  égale  au  produit  intérieur 
(«m)  =:  «^  tp,  4- «2  92  +  ^a^aî  ^l'e  est  donc  linéaire  relative- 
ment à  (p.  Par  contre,  si  le  dyname  se  décompose  en  plu- 
sieurs autres,  la  projection  du  dyname  résultant  est  la  somme 
des  projections  des  composants. 

Démontrons  maintenant  le  troisième  théorème  ci-dessus. 
C'est  ce  qui  est  bien  facile,  soit  par  la  voie  analytique,  soit 
par  la  voie  géométrique.  La  preuve  ne  nécessite  aucun 
recours  à  des  propriétés  antérieures  de  la  Cinématique  du 
corps  solide;  bien  plus,  elle  redonne,  en  un  clin  d'oeil,  l'es- 
sentiel de  cette  théorie. 

Suivons  la  marche  analytique.  Désignons  par  6^  les  trois 
coordonnées  d'un  dyname  quelconque  è,  et  employons  les 
notations  vectorielles  connues. 


•  Je  laisse  ici  de  côté  la  détermination  des  signes,  ou  des  sens,  des  grandeurs  a'  et  a" 
Le  lecteur  suppléera  facilement  cette  omission. 
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Il  résulte  immédialement  de  la  définition  (|ue  les  compo- 
santes ©^  de  la  vitesse  avec  laquelle  se  déplace  la  droite  ^ 
sont  égales  à 

9.  =  [o.^]    ,  (4) 

d'où  l'équation  * 

^  =  [9  .  \  ■  (5) 

Une  seconde  droite  ^\  de  vitesse  ©',  donne  de  même 

De  (>es  formules  (5)  et  (5')  découle  la  relation 

où    l'accolade    désigne    le    déterminant    des    trois    dynames 
9  —  9',   à  et  (î'. 

Mais  si  les  deux  droites  à  et  à'  l'ont  partie  d'un  solide,  la 
distance  qui  sépare  ces  droites  ne  varie  pas  avec  le  temps, 
le  premier  membre  de  l'équation  (6)  est  nul.  Par  contre,  le 
déterminant  (6)  étant  égal  à  zéro,  il  faut  que  le  dyname 
m' — m  puisse  se  décomposer  en  deux  autres  agissant  selon 
les  droites  à  et  è' .  Autrement  dit,  1'  et  X  étant  deux  scalaires 
convenables,  on  doit  avoir 


Menons  la  perpendiculaire  <7 ,  commune  à  §'  et  $,  de  sorte 
que  {a§)  =  {ad']  =  0  ;  on  conclut  de  (7) 


*  Hemarquer  qu'on  ne   peut  pas  -remonter  de    (5)   à   la   formule   (4|.  On  a,  en  posant  (5),   la 
conséquence 


?;,-0^(?0) 


'h 
on  n'en  conclut  d),  que  si  l'on  sait  d'avance  0>  perpendiculaire  sur  ^. 
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C'est  la  proposition  à  démontrer,  les  deux  membres  de  (8) 
exprimant  les  projections  sur  a  des  vitesses  des  droites  à 
et  à' .  La  projection  sur  a  ne  dépend  donc  en  rien  de  la  dioite 
choisie,  pourvu  que  cette  dernière  appartienne  à  a. 

L'identité  (7),  qui  s'applique  à  deux  droites  quelconques 
appartenant  au  solide  mobile,  est  fondamentale;  on  en  tire 
en  un  instant  la  conséquence  (jue  le  mouvement  du  corps 
est  hélicoïdal. 

Prenons  en  effet  une  nouvelle  droite  $^\  soit  œ^  sa  vitesse, 
on  doit  avoir,  à  l'instar  de  (7) 


De  là 


O^    =  l'o'    —   À'O^    +    (A 

'h  h  /i 


Mais  le  résultat  doit  être  du  type  vectoriel  ad\  +  bd^.  il 
faut    donc    que    X  =-  |[x.    La    vraie    forme    de    (7"";    est    donc 

9h  —  ?/i  ^^  "^^^'h  —  '^•^h-'  ^^  voici  la  conséquence. 

.4  chaque  droite  J,  appartenant  au  corps,  est  associé  un 
certain  scalaire  X,  tel  que  la  différence 

*/,  =  ^h-  ''^h  '  (9) 

dans  laquelle  ç»^  représente  la  vitesse  de  la  droite,  est  un 
vecteur  constant,  indépendant  du  choix  de  d. 

Comme  (j;  est  nécessairement  perpendiculaire  sur  d,  on  a 
(y(î)  =0;  la  quantité  X  est  donc  égale  a  — ($<îj- 

Ce  vecteur  4>,  caractéristique  du  mouvement  instantané, 
est  évidemment  identique  à  Taxe  glissant  qui  définit  le  mou- 
vement hélicoïdal.  En  fait,  la  formule  (5)  qui  donne  le  mou- 
vement d'une  droite  quelconque  peut  s'écrire  encore,  à 
cause  de  ^9),  sous  la  forme 


dl 


'       l*S],  .  (10) 


D'après  cette  équation,  la  droite  d,  qui  coïncide  avec  l'axe 
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du  dyname  0,  possède  une  vitesse  nulle.  De  son  côté  l'équa- 
tion (9),  récrite  sous  la  forme 

montre  que  la  vitesse  ^  de  toute  tiroite  qui  rencontre  <^  à 
angle  droit  est  identique  avec  $.  Ces  deux  remai'ques  dé- 
montrent la  proposition. 

Reprenons  un  axe  a  et  une  droite  ^  (|ui  lui  est  perpendi- 
culaire, selon  (11),  nous  avons 

^=   («;^?;^)   =   ("A*/.t     • 

La  troisième  partie  du  théorème  fondamental  est  retrou- 
vée, car  le  dernier  terme  de  la  relation  précédente  ne  dépend 
évidemment  pas  du  choix  de  ^.  Mais  nous  apprenons  par 
surcroît  que  la  conslaiite  g,  caractéristique  des  droites 
perpendiculaires  à  l'axe  a,  s'obtient  en  projetant  sur  cet  axe 
le  mouvement  instantané  du  corps. 

En  résumé,  de  l'équation  (11)  il  résulte  que  le  mouvement 
réel  du  (!orps  peut  se  remplacer  par  deux  autres  mouvements 
hélicoïdaux;  l'un,  égal  à  ^=  («'$),  s'exécute  suivant  un  axe 
a  choisi  à  volonté,  l'autre  /"  s'opère  suivant  un  certain  axe 
rencontrant  le  premier  à  angle  droit.  Si  ce  dernier  mouve- 
ment existait  seul,  la  vitesse  d'un  point  p  ou  d'un  plan  m 
appartenant  à  a  lui  serait  normale;  ces  vitesses  ponctuelle 
et  angulaire  estimées  selon  a  sont  donc  dues  exclusivement 
à  la  première  composante  g. 

Ainsi  se  trouvent  démontrées  les  parties  1°,  2°  et  4°  du 
théorème  fondamental. 

Terminons  par  les  remarques  suivantes  : 

La  construction  de  la  vitesse  m  d'une  droite  à  liée  au  corps 
se  trouve  en  interprétant  la  formule  (11),  ce  qui  est  immédiat. 

On  formera  un  trièdre  trirectangle  dont  la  première 
arête  soit  $,  et  dont  la  seconde  soit  perpendiculaire  d'une 
part  à  la  droite  è.  de  l'autre  à  l'axe  instantané  glissant.  La 
vitesse  cherchée  est  la  troisième  arête  du  trièdre;  quant  à 
sa    grandeur  complexe,  elle   vaut  4)sin«(,   formule  dans  la- 
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quelle  d  mesure  la  distance  complexe  qui  sépare  les  droites  d 
et  (\}. 

Si  donc  on  connaît  les  surfaces  réglées  S,  et  S,  engen- 
drées par  deux  droites  du  corps,  (*omme  à^  et  ^2^  6t  si  Ton 
sait  comment  ces  surfaces  se  correspondent  arête  par  arête, 
on  aura  pour  déterminer,  au  temps  /,  la  position  de  l'axe 
glissant  la  (^onstruclion  suivante. 

Soit  à  la  dite  époque  0,  et  J2  1<3S  deux  arêtes  correspon- 
dantes sur  Si  et  Sj.  Par  les  points  centraux  C,  et  Code  ces 
deux  droites,  élevons  les  normales  aux  surfaces  S,  et  S,, 
l'axe  instantané  les  rencontrera  toutes  deux  à  angle  droit. 

Gela  résulte,  en  un  clin  d'œil,  ou  de  la  remarque  précé- 
dente, ou  du  théorème  fondamental  lui-même. 

L'exposition  précédente  ne  saurait,  cela  va  sans  dire,  rien 
ajouter  d'essentiel  aux  éléments  de  la  Cinématique.  Elle  n'en 
possède  pas  moins  des  avantages  évidents  au  point  de  vue 
didactique.  C'est  d'emblée  qu'on  aborde  le  cas  général  d'un 
solide  quelconque;  il  suifil  ensuite  de  prendre  les  droites 
mobiles  qui  définissent  le  solide,  ou  toutes  convergentes 
en  un  point  fixe,  ou  toutes  normales  à  un  même  plan  pour 
voir  les  moments  autour  d'un  centre,  ou  parallèles  à  un  plan, 
se  subordonner  au  cas  général  de  la  manière  la  plus  natu- 
relle, sans  d'autre  simplification  que  le  passage  du  complexe 
au  réel. 


GENERALISATION  DES  COORDONNEES  POLAIRES 
APPLICATIONS 

PAR 

Edouard  Jablonski  (Paris). 

Professeur  honoraire  au  Lycée  S'-Louis. 


1.  —  Les  formules  classiques  pour  la  transformation  d'un 
système  de  deux  ou  de  trois  coordonnées  linéaires  en  coor- 
données polaires  peuvent  aisément  être  étendues  à  un  sys- 
tème de  //  coordonnées,  soit  n  variables  .îCi ,  x^  ...  Xn&in  —  1 
arcs  X,,  ^2  •••  ^i— 1  •  Posons  : 


a^j  =::  p .  cos  \  .  cos  Àj .  CCS  À^ .  cos  X^ 
^Tg  =  p . sin  Xj.cos  Xq .cos  Xj .cos  X^ 
x^  =  ^ .  1  .  sin  Xg.  cos  Xj  .cos  X^ 
a'^  =:  p .  1  .  1  .  sin  Xj .  cos  X^ 
.Tg  =  p.      1      .      1      .      1      .  sin  X^ 


cos  X^j 2  ,  cos  X^j 2 


cos  X^j_2  .  cos  X^j_ 


cos  X^j 2  .  cos  X^j_., .  cos  X 


cos  X^j_o  .  cos  X^^ 2  •  cos  X 


cos  X^ .j .  cos  X^j 2  •  cos  X 


^„-2  =  P-l 

.      1 

1 

1 

^■„-l  —  P-' 

1 

1 

1 

^.,       =o.i 

1 

1 

1 

iin  X„_3  .  cos  X„_2 


.  SUl  À. 


cos  X 
cos  X^ 
sin  X., 


(1) 


La  loi  de  formation  de  ce  tableau  est  facile  à  reconnaître. 
Quels  que  soient  les  arcs,  il  en  résulte  : 

p  =  {/x"  +  .X*  +  ...  -\-  xl 
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p,  yl,,  X,  ..    In—x  sont,  dans  un  espace  idéal  à  //  dimensions, 
les    coordonnées   polaires   du    point    dont    les   coordonnées 

linéaires  seraient  r, ,  x^ r„. 

2.  —  L'intérêt  principal  de  la  généralisation  actuelle  réside 
dans  celle  qui  en  résulte  pour  l'expression  de  la  force  vive 
d'un  système  en   coordonnées  polaires,  son   expression  en 

coordonnées  linéaires  étant  prise  sous  la  forme  ^^  ^^pV~jj)  • 
Faisons  \/mp.Xp=zXp   et  transformons  les  Xp  en   coor- 
données polaires  conformément  au  tableau  (1),  puis  posons 


Uj  =  p  cos  Xj .  cos  \  .  .  .  cos  X^,_2 
U„  =  0  sin  \, .  cos  X„   .  .  .  cos  X„    ., 


<2) 


Ce  tableau  (2)  suit  la  même  loi  que  le  tableau  (1)  où  l'in- 
dice majeur  a  été  diminué  d'une  unité,  mais  p  et  les  X  n'y 
sont  pas  les  mêmes.  Il  en  résulte 


et 


X„_,  =  U„_i  cos  X„_j   .  X„  =  p  sia  X^ 


K  +  K+  ■■■  +  K-i  =  ?'  ■  <'*) 


Par  analogie  avec  la  formule  classique  pour  ii  =  3,  je  me 
propose  de  démontrer  que  l'on  a  : 

SX'I')  =  Ci)  +  p'-'V-n.  ...  cosn„_,(^)V  ,'c„,n. ... 


ou 


0  =:  l/x'  4-  X'  4-   .  .  .   +  X'    =  i/m  ,r*  +  /«.»'+    ...    +   m.xl   . 
i  r         il         j     I      •  •  •      1         ,j  r         j     ,     '         as'  '  un 

Il  suffît  de  prouver  que  si  l'égalité  (6)  est  vraie  pour  n  —  l 
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elle  est  vraie  pour  n.  Supposons  donc  que  Ton  ait 

^os-  X„_,  .  [-^"j  +  p-  ros-  \   ...  cos2  X„_2  (^^  j  + 

de  (3)  et  (4)  on  lire 

dX,       d\]^  ,  dK_^ 

— r-    =    — r^  COS  À..      ,    —   U,   Sin  A 


(6) 


dt    ~    dt  "-»  '  "^       «-»•      ^< 

avec  —^  =z  ^  sin  A,,    ,  +  g  cos  a„    ,  — ; — 

dt  dt  "— •  ^  '  "—1      (/« 


et 


^^§  +  ^'=t+■■+-.-.%^  =  ^ï  ««) 


Le  calcul  s'achève  sans  peine  et,  toutes  réductions  faites, 
donne  l'égalité  (5)  qui  est  ainsi  démontrée. 

3.  —  L'expression  généralisée  de  la  force  vive  d'un  sys- 
tème permet  d'étendre  largement  Tapplication  de  la  méthode 
de  Jacobi  pour  la  transformation  d'un  système  canonique  ou 
même,  dans  certains  cas,  d'en  faire  l'intégration,  comme  on 
le  verra  plus  loin  sur  un  exemple. 

Considérons  un  système  de  n'  points  matériels,  les  coor- 
données rectilignes  trirectangles  de  l'un  d'eux,  sont  Xi^i/i,  2t, 
les  composantes  de  la  vitesse  y.,  y'.,  z.  et  la  masse  m..  Nous 
les  désignerons  généralement  par  x  ,  .r'  ,  m  (/?  de  1  à  3/i' 
ou  n).  Supposons  cjue  les  équations  différentielles  du  mou- 
vement de  ces  points  forment  un  système  canoni(|ue 


"  =  i2 


2  ,^j      "•p\~pi  •    V  —  l  •    ~2  ) 


*/>  j^    —         ^^.  (F,  fonction  de  forces 
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Si  l'on  fait,  comme  plus  haut,  .ïp.\/mp=Xp  d'où 
:v'\/^ fTip  =  yip ,  le  système  des  équations  du  mouvement 
reste  canonique  et  devient 


dX 


p  _ 


dt 


dX' 


où  H=^2:<v-^'  "" 


p 


dt 


5H 


X„ 


V'".  '  V' 


V'»„ 


Gela  posé,  si  Ton  substitue  aux  coordonnées  X  les  coor- 
données polaires  précédemment  généralisées,  la  fonction  H 
prend  la  forme 


2  [{di 


dtl  "^  f'^°^'^  ••■  ''°^'^'-ii^^  + 


dX 


+    f  COs2  X„_, 


rfX. 


^< 


2  /rfX 


ïOl 


—  K 


(p  ,  À,  ,  X,  , 


''n-\\ 


Appliquons  alors  la  méthode  de  Jacobi.  Soit  9(0,  Xj ,  X.^,  ... 
>l„_i,  «1,  «2^  •••  ««)  "'^6  fonction  quelconque  des  coordonnées 
polaires  généralisées  et  de  n  quantités  a  généralement 
variables  mais  ne  contenant  pas  le  temps  /  explicitement, 
puis  faisons  : 


dt    —    ^o     '         ^    ^^^       ■'■■  "-il    dt   }  ôX.     ' 


^x. 


ô«p 


p-cosU,  ...  cos-A„_,(^^-j  =-    ,        ...  p^cos-. 


■"-l      dt 


Sx 


<^x. 


ôç 


dt 


H  prend  la  iormo 


".=  2 


\Ôp/  p^cos^Xj  ...  cos-/ 


(^)' 


ôX., 


1 


■«— 1 


p^  oos^X,  .. .  cos^  X, 


+   •• 


o-cos^X..     , 


+ 


i>X. 
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et,  si  d'autre  part  nous  posons  : 


(■^O 

i^c 

t>œ 

ôa, 

=    *!      . 

— —  =  s„   , 

■  ■     ôa 

(10) 


le  système  des  équations  difFérentielles  reste  canonique  et 
devient 


dt 


?1S 


ôH, 


î>a. 


(11) 


La  fonction  transformante  (f  est  quelconque,  sous  la  seule 
condition  que  les  équations  11)  définissent  les  p,  Xi ,  /o  ...  X,._i 
en  fonction  des  a  et  .s.  Convenons  de  prendre 


f=fQo,   dJ.do-^a/K^+fdl,yo 


cos^  )>, 


+ 


/.,y, 


On  a  alors 


+ 


/^>Wi\/<-i-eos^\,'_j 


(12) 


[/■•P-  «« 


)  + 


P'    J 


F.'p  .  aj ,  ag  , 


(13) 


La  fonction  /'(^,  an)  est  une  fonction  arbitraire  de  p  de  a„ 

et  même  des  autres  «  et   T/'Co,  an) dp  est  prise  comme  si  p 

était  seule  variable.  Le  choix  de  cette  fonction  dépend  de  la 
question  que  Ton  a  en  vue  et  peut  conduire  à  l'intégration 
complète,  ou  à  une  transformation  intéressante. 

Exemple.  Soit  le  cas  où  il  y  a   une  fonction   de  forces  F 

ne  dépendant  que  p  =  y^"  i^i^]  +  '"j-3/i  +  '"j^')  pour 
F  =r  K  .  /5^,  K  étant  une  constante  on  est  dans  un  cas  élémen- 
taire classique). 


Convenons    de   faire    f{p,  «„  .. 


=  \/2l 


F,W- 


2 


+  2a„ 
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alors,  en  vertu  de  (13),   H^  se   réduit  à  «„  et  le  système  (11) 
devient 

i    da  doL  d<x^,    .  rfa„ 

dt  dt  dt  dt 

V      dt  dt  dt  dt 

L'intégration  se  fait  donc  complètement.  Les  intégrales 
générales  du  mouvement  avec  2/?  ou  6//'  constantes  arbi- 
traires sont  les  é([uations  (10).  .^ 

Royan,  31  mars  1920.  , 


SUR  LES  SYSTEMES  DE  NOMBRES  BICOMPLEXES 


L. -Gustave  Du   Pasqlier  i^Xeuchâtel  . 


1.  —  A  côté  des  nombres  complexes  ordinaires  a  +  bi, 
vulgarisés  par  les.  travaux  de  Gauss  et  de  Gauchy,  on  a  envi- 
sagé d'autres  nombres  qui  leur  l'ont  en  quelque  sorte  pen- 
dant et  qui  ont  d'intéressantes  applications.  Ce  sont  a  -\-  bj 
(nombres  complexes  de  deuxième  espèce),  et  a-{-bio  (nombres 
complexes  de  troisième  espèce)  où  les  symboles  i.  y,  w, 
appelés  unités  relatives,  sont  définis  respectivement  par 

«-  =  —  1    ,  y-  =  +   1    .  f.,-  =  0  (  1  ) 

tandis  que  a  et  b  représentent  toujours  des  nombres  réels 
dits  coordonnées  de  ces  complexes. 

Théorème.  —  Ces  trois  espèces  de  nombres  représentent  les 
trois  seules  catégories  possibles  de  nombres  complexes  à  deux 
coordonnées,  quand  l'égalité  des  complexes  est  définie  par 
l'égalité  des  coordonnées  correspondantes  et  que  le  système 
doit  contenir  comme  sous-groupe  le  corps  des  nombres  réels. 
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Tout  système  de  nombres  bicomplexes  à  miilliplicotion 
associative  et  avec  unité  principale  est  donc  équivalent  à  l'un 
des  trois  systèmes 

a  -\-  bi  ,  a  -\-  hj  ,  a  +  hto  (2) 

tandis  qu'il  est  impossible  de  ramener  ceux-ci  l'un  à  l'autre 
en  choisissant  une  base  différente  dans  le  corps  de  nombres 
envisagé. 

2.  —  Montrons  d'abord  le  sens  de  ce  théorème  par  quelques 
exemples.  Le  premier  se  présente  de  suite  à  l'esprit,  quand 
on  cherche  à  épuiser  les  possibilités.  Ce  sont  les  couples 

a  -\-  be^   , 

OÙ  l'unité  relative  e^  est  définie  par 

el  =  e^  ■  (3) 

]je  signe  ^  (doublement  égal)  se  prononce  «  égal  par  défi- 
nition ».  Si  y'^^y^-^-y^e^  et  x^=,Xx -\- x^e»_  sont  de  ces 
nombres  (que  nous  appellerons  ici  nombres  complexes  de 
4®  espèce)^  l'égalité  x  ^=  y  entraînera  par  définition  les  deux 
égalités  simultanées  entre  nombres  réels 

Tj  ':^  7j    >  ^'2  ~~  .^2    ■ 

Soumettons  ces  nouveaux  nombres  au  calcul  «selon  les 
règles  de  l'algèbre  ordinaire  »,  en  tenant  compte  de  (3).  On 
voit  que  l'addition,  la  soustraction  et  la  multiplication,  résu- 
mées par  les  formules 

Jc  ±  y  =  (.r,  ±  rj  +  (.r,  ±  .Ta)  ^2 
'>^y  =  yj-  =  x^r,  +  (.rjVa  +  .r^r^  +  ^2.^2)^2   > 

sont  toujours  possibles  et  univoques.  De  plus,  l'ensemble 
de  ces  nouveaux  nombres  contenant  comme  sous-groupe  le 
corps  des  nombres  réels,  un  nombre  de  4"  espèce  est  dit 
réel,  lorsque  sa  deuxième  coordonnée  est  nulle.  Au  complexe 
arbitrairement  choisi  .r,  on  fera  correspondre,  comme  con- 
jugué, le  nombre  complexe  .r' ^  (r,  +  x^)  — x^e^.  On  cons- 
tate que  le  conjugué  du  conjugué  du  nombre  x  est  ce  nombre 
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r  lui-même,  et  que  le  produit  d'un  complexe  x  par  son  con- 
jugué x  est  un  nombre  réel  que  l'on  appellera  la  norme  de 
.r,  en  formules  : 

N  (x)  =  xx'  ^=.  Xj  (.rj  -(-  x^)    . 

La  norme  d'un  produit  est  égale  au  produit  des  normes 
des  facteurs.  La  norme  d'un  nombre  (complexe  de  4"  espèce 
est  donc  nulle  dans  deux  cas  :  lorsque  la  première  coor- 
donnée est  nulle,  ou  lorsque  les  deux  coordonnées  sont 
opposées.  Dans  ces  deux  cas,  le  nombre  x  est  diviseur  de 
zéro.  Un  produit  peut  donc  être  nul  sans  cju'aucun  des  fac- 
teurs ne  le  soit  : 

ie^.{r  —  re^)  ■=.  r^e.,  —  r-e^  =  0 

quel  que  soit  le  nombre  réel  /•.  C'est  d'ailleurs  la  seule  infrac- 
tion aux  dix  règles  fondamentales  de  l'algèbre  ordinaire. 
Le  nombre  complexe  x  sera  dit  «quotient  de  a  par  b  »  et 

l'on  écrira  x  =:  a  :  b   ou  y  si,    a  et  b   étant  des  complexes 

donnés  de  quatrième  espèce,  d'ailleurs  quelconques,  x  satis- 
fait à  l'égalité  bx  =  a.  Lorsque  b  n'est  pas  diviseur  de  zéro, 
la  division  par  b  est  toujours  possible  et  univoque  et  l'on 
voit  que 

a         a 


Si  b  est  diviseur  de  zéro,  le  quotient  a  :  b  est  ou  indéter- 
miné, ou  inexistant. 

En  résumé,  les  (piatre  opérations  rationnelles  sont  tou- 
jours possibles  et  univoques  dans  le  domaine  de  ces  nombres 
complexes,  sauf  la  division  par  des  diviseurs  de  zéro. 

3.  —  C'est  «  l'équivalence  »  de  ces  nouveaux  nombres  bi- 
complexes  avec  l'un  des  systèmes  (2)  qui  nous  intéresse  ici. 
Dans  le  corps  constitué  par  l'ensemble  de  tous  les  nombres 
complexes  de  4"  espèce,  prenons  comme  nouvelles  unités 
relatives 

/,  =  1  ,        t^=i  —  2e2  ,        d  où        p,  =  -(I  —  /,)  . 
Il  s'ensuit  : 

/;  =  (!-  2e,|2  =  l  -  !,e,  +  ^e,  =  l    . 
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Tout   nombre  de  quatrième  espètte,  .r,  +  x.2t\_,   peut   donc 
s'écrire  à  l'aide  de  cette  nouvelle  base 


a-,  +  .r. 


■*•:   + 


-2   /j    =    "',     +    '"2  /o      • 


Gomme  t\  =  1,  on  peut  remplacer  /ll^  -\-  ni^t.^  |)ar  ui^  +  /;?2y, 
avec  y^=l.  C'est  précisément  ce  que  nous  appelons  un 
nombre  complexe  de  deuxième  espèce 

La  transformation  inverse  n'est  pas  plus  didicile.  Dans  le 
corps  des  complexes  de  deuxième  espèce,  prenons  comme 
nouvelles  unités  relatives 


Il  s'ensuit 


1    .         .        1   „ 


^y) 


1  —  /•)  =  h. 


1^) 


et  tout  complexe  de  deuxième  espèce,  /',  +  i\j ,  peut  s'écrire  : 

'•1  +  '2(1  -  2'^)  =  (''i  +  '■2I   -  ~'--.h  ^r,  +  Js''»  • 

En  vertu  de  (4),  on  peut  remplacer  l'écriture  A.,  parCgi  en 
tenant  compte  de  (3),  et  l'on  voit  i\  +  i\j,  complexe  de 
deuxième  espèce  choisi  arbitrairement,  apparaître  sous 
forme  d'un  complexe  de  quatrième  espèce  y^  -\-  y^e^. 

4.  —  La  correspondance  est  uni-univoque.  On  démontre 
facilement  que  loule  équation  R(rt,  b,  c,  ...)  =  0  entre 
nombres  complexes  de  deuxième  espèce  reste  exacte  si  l'on 
y  remplace  «,  6,  c,  ...  par  leurs  correspondants  dans  le  corps 
des  complexes  de  qiiali'ième  espèce,  à  condition  que  R  sym- 
bolise un  nombre  fini  d'opérations  rationnelles.  C'est  ce  que 
nous  entendons  en  disant  que  les  règles  de  multiplii-ation 
résumées  par  les  tableaux 


/ 

''0 

<•! 

^0 

«"o 

^1 

^I 

^1 

^0 

1 

et 


/ 

^0 

^■2 

''0 

^0 

^2 

e» 

^2 

^2 

(5) 
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OU   plus   simplement,   en   désignant    l'unité    principale   p:u-   I 
(au  lieu  de  Técrire  e,,),  les  règles  de  multiplication 


e==  1 


définissent  deux  systèmes  équivalents   de   nombres  bicom- 
plexes. 

5.  —  Comme  second  exemple,  soit  le  système  des  nombres 
x^x^Cf^  -[-  x^e^  (nombres  complexes  de  cinquième  espèce), 
où  les  unités  relatives  e^  et  e^  satisfont  aux  relations 


(6) 


résumées  par  le  tableau 


/ 

^0                     ^1 

«0 

e,           0 

<^1 

0 

(6') 


En  calculant  sur  ces  nouveaux  nombres  «  selon  les  règles 
de  l'algèbre  ordinaire  »  et  tenant  compte  de  (6),  on  constate 
que  l'addition,  la  soustraction  et  la  multiplication  sont  tou- 
jours possibles  et  univoques  et  que,  dans  ce  système,  c'est 

(^0  -\-  e,)  qui  joue  le  rôle  du  nombre  1.  puisque 

(^0  +  ^J"  =  «"o  +  ^,    .        et        x.[e^  +  gj!  =  .r   • 

On  peut  donc  poser 


^0    +    ^1    =    i 


(7) 


et  adopter   cette  définition  :    un   nombre  complexe  de   cin- 
quième espèce  est  dit  réel,  lorsque  ses  deux  coordonnées  sont 


égales. 


Pour  introduire  la  division  comme  opération   inverse  de 
la  multiplication,  on  est  amené  à  faire  correspondre  au  com- 
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plexe  J"  ^  .ro^o  +  .r,  e, ,  comme  conjugué,  le  complexe  x'  ^ 
x^e^  +  .^0^11  ^''^i'  le  produit 

rx'  =  x^.x^[e^  +  e,)  =  .r^Xj 

est  réel,  en  vertu  de  (7).  C'est  la  nonne  de  x.  Dans  ce  sys- 
tème, la  norme  d'un  nombre  complexe  est  donc  égale  au 
produit  de  ses  deux  coordonnées  : 

Si  une  coordonnée  est  nulle,  le  complexe  est  diviseur  de 
zéro.  Si  ^=^0^0  +  ^1^1  "est  pas  diviseur  de  zéro,  on  voit 
qu'il  faut  entendre  par  «  le  quotient  a  :  b  y)  le  complexe 

bh'  ~  ù/"  ^  b^    ' 

et  Ton  aura  ainsi  défini  les  quatre  opérations  rationnelles 
dans  ce  nouveau  système.  Un  produit  peut  y  être  nul  sans 
qu'aucun  des  facteurs  ne  le  soit,  par  exemple  Coej  -:=^  0.  Mais 
ici  encore,  l'existence  des  diviseurs  de  zéro  constitue  la 
seule  infraction  aux  dix  règles  Ibndamentales  de  l'algèbre 
classique. 

6.  —  Pour  montrer  l'équivalence  de  ces  nombres  com- 
plexes de  cinquième  espèce  avec  l'un  des  systèmes  (2),  choi- 
sissons, dans  le  corps  qu'ils  constituent,  comme  nouvelles 
unités  relatives 

1  =^  ^0  ~r  ^1    '         '2  =^  ^0        ^1   ■ 

On  voit  qu'alors,  /^  ^  ^o  +  e,  ^  1  et  que  tout  complexe  de 
cinquième  espèce,  x  =.1^6^  -\-  .r^e,,  peut  s'écrire  : 

-o4('.  +  '^'  +  ■*- 1<^  -  '^)  =  (t  +  f  )'.  +  (i  - 

Comme  ti  joue  le  rôle  du  nombre  l  et  que  t\=  1,  on  peut 
écrire  :  1  au  lieu  de  t^  et  y  au  lieu  de  t,^.  Dès  lors,  le  com- 
plexe envisagé,  x^  apparaît  sous  forme  de  complexe  de 
deuxième  espèce  :  z^  -\-  z^j. 

Les   formules  précédentes   permettent  immédiatement  le 
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passage  inverse.  En  prenant,  dans  le  corps  }  [,j\,  (tomme 
nouvelles  unités  relatives 

tout  nombre  de  deuxième  espèce,  r,  +  /•j/,  apparaît  sous 
forme  d'un  complexe  de  cinquième  espèce,  t^eo  -f-  t^e^  avec 
les  règles  de  multiplication  f'6j,  et  l'on  démontre  aisément 
que  toute  équation  algébrique  telle  que  R(û!,  b,c,  ...)  =  0, 
reste  exacte  en  regard  de  cette  transformation,  au  sens  de 
l'article  4  ci-dessus. 

7.  —  Envisageons  le  cas  général  d'un  système  de  nombres 
bicomplexes  a  ^  atii  -{-  a^i^,  où  l'égalité  et  l'addition  des 
complexes  sont  définies  respectivement  par  l'égalité  et  l'ad- 
dition des  coordonnées  correspondantes,  et  la  nuiltiplication 
par  les  formules 

'i  '2  =   H  '1  +  *6  '2  '2  '1  =   *7  '1  +   «8  '2 

Comme  les  huit  nombres  a^  sont  réels  quelconques,  il  existe 
une  infinité  octuple  de  systèmes  différents  de  nombres  bi" 
complexes.  On  les  a  classifiés. 

Deux  systèmes  sont  dits  équivalents,  ou  holoédriqiiement 
isomorphes,  s'il  est  possible  de  choisir,  dans  les  corps  de 
nombres  qu'ils  constituent,  à  la  place  de  /i,  i^,  des  unités 
relatives  telles  que  l'un  des  systèmes  se  ramène  à  l'autre, 
comme  dans  les  exemples  ci-dessus  traités.  Entre  les  nombres 
de  deux  systèmes  holoédriquement  isomorphes,  on  peut  éta- 
blir une  correspondance  uni-univocjue  c|ui  satisfasse  aux  con- 
ditions suivantes  : 

1"  A  tout  nombre  x  du  premier  correspond  un  et  un  seul 
nombre  |  du  second,  et  réciproquement. 

2°  A  la  somme  x  -\-  z  ei  au  prodnit  xz  (ou  zx)  de  deux 
nombres  complexes  quelconques,  x,  z,  de  l'un  des  systèmes 
correspondent  respectivement  la  somme  |  +  Ç  et  le  produit 
|Ç  (ou  ^4)  des  deux  nombres  correspondants  |.  Ç,  de  l'auti-e 
système.  Il  suit  de  là  que  toute  équation  algébrique 

¥[a  ,  b  ,   ...  ,  X)  =  a 
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entre  nombres  du  premier  système  reste  exacte  si  l'on  rem- 
place les  complexes  «,  ^,  ...  ,  .r,  qui  figurent  dans  cette 
équation  par  leurs  correspondants  respectifs  de  l'autre  sys- 
tème :  a  par  a;  b  par/3;  etc.;  x  par  |.  On  dit  aussi,  dans  ce 
cas,  que  les  deux  corps  de  nombres  envisagés  sont  une per- 
mutalion  l'un  de  l'autre. 

Il  est  aisé  de  démontrer  que  deux  systèmes  équivalents 
à  un  même  troisième  sont  équivalents  entre  eux.  Ainsi,  les 
trois  systèmes  de  nombres  que  définissent  les  deux  tableaux 
(5)  et  le  tableau  (6')  sont  hoioédriquement  isomorphes.  Quand 
deux  S3^stèmes  de  nombres  complexes  sont  équivalents,  on 
convient  de  dire  qu'ils  «  appartiennent  à  la  même  forme  ». 

Voici  l'un  des  théorèmes  fondamentaux  de  cette  théorie  : 
si  l'on  pose  comme  condition  que  le  système  doit  contenir 
comme  sous-groupe  les  nombres  réels,  il  n'y  a  que  trois 
formes  distinctes  de  nombres  bicomplexes.  Ce  sont  les  formes 
que  représentent  les  systèmes  ci-dessus  définis  par  (1)  el  (2). 
Ils  sont  tous  à  multiplication  commutative. 

Si  l'on  ne  pose  pas  la  condition  de  contenir  (tomme  sous- 
groupe  le  corps  des  nombres  réels,  on  admet  des  systèmes 
sans  unité  principale,  systèmes  où  n'existe  aucun  complexe 
jouissant  des  propriétés  caractéristiques  du  nombre  1  (sys- 
tèmes nilpotents).  Il  y  a  parmi  eux  des  systèmes  à  multiplica- 
tion non  commutative.  On  en  obtient  (juand,  par  exemple, 
dans  les  formules  (8)  on  ne  fait  pas  simultanément 


et 


11  est  remarquable  que,  pour  ces  systèmes  bicomplexes,  la 
non-commutativité  de  la  multiplication  soit  incompatible  avec 
l'existence  d'une  unité  principale,  1. 

8,  —  En  nous  plaçant  au  point  de  vue  de  l'arilhnomie, 
nous  allons  compléter  le  théorème  fondamental  ci-dessus 
énon('é.  A  cet  effet,  dans  chaque  système  de  nombres  bi- 
complexes, envisageons  le  corps  |R|  constitué  par  l'en- 
semble de  ceux  dont  les  deux  coordonnées  sont  rationnelles. 
Pour  ériger  une  arithnomie  dans  |  R  | ,  le  premier  pas  à  faire 
consiste  à  scinder  ce  corps  en  deux  ensembles,  mettant  d'un 
côté  les  complexes  «  entiers  »,  de  l'autre  les  complexes  «  non 
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enliers».  Pour  cela,  comme  nous  l'avons  montré  ailleurs,  il 
fnut  déterminer  préalablement  «le  domaine  holoïde  maxi- 
mal »  de  j  H  j .  puis  définir  «  nombres  entiers  »  les  complexes 
qui  en  font  partie,  à  l'exclusion  des  autres  qui  sont  réputés 
«  nombres  non  entiers  ».  En  combinant  ceci  avec  le  théorème 
cité,  nous  pouvons  énoncer  cette  proposition  :  Dans  les  stjs- 
tèmes  de  nombres  bicomplexes  contenant  comme  sous-groupe 
les  nombres  réels,  il  n'y  a  que  trois  possibilités  au  point  de 
vue  de  la  définition  du  complexe  «  entier  n. 

1°  Le  domaine  holoïde  maximal  du  corps  j  R  }  est  constitué 
par  l'ensemble  des  complexes  à  coordonnées  entières.  Dans 
ce  cas,  la  définition  du  complexe  entier  est  univoque  et  coïn- 
cide avec  la  définition  habituelle:  complexe  entier  ^com- 
plexe à  coordonnées  entières. 

2"  Le  domaine  holoïde  maximal  de  j  R  j  comprend,  en  plus 
de  tous  les  complexes  à  coordonnées  entières,  encore 
d'autres  à  coordonnées  fractionnaires.  Dans  ce  cas,  la  défi- 
nition du  complexe  entier  est  encore  univoque,  mais  un 
nombre  bicomplexe  peut  être  «entier»  quoiqu'ayant  des 
coordonnées  qui  ne  le  sont  pas  toutes. 

3"  Le  corps  JRJ  est  dépourvu  de  domaine  holoïde  maxi- 
mal. Dans  ce  cas,  la  définition  du  complexe  entier  est  indé- 
terminée. L'arithnomie  qui  en  découle  cesse  de  présenter  la 
simplicité  de  la  théorie  classique  des  nombres. 

Ajoutons  que  dans  les  nombres  hypercomplexes  à  plus  de 
deux  coordonnées,  il  s'introduit  une  quatrième  possibilité: 
le  corps  JRJ  peut  contenir  plusieurs  domaines  holoïdes 
maximaux  différents.  Dans  ce  cas,  la  définition  du  complexe 
entier  devient  plurivoque. 


DEVELOPPEMENT  D'UNE  PUISSANCE   QUELCONQUE, 

ENTIÈRE  ET  POSITIVE, 

DE  COSr  OU  DE  SIN.r  EN  FONCTION  LINÉAIRE 

DES  GOS  ET  SIN  DE  MULTIPLES  DE   r 

PAR 

Edouard    Barbette  fLiéofe). 


Le  développement  d'une  puissance  quelconque,  entière  et 
positive,  de  cos,r  ou  de  s'injc  en  fonction  linéaire  des  cos  et 
sin  de  multiples  de  .r,  repose  sur  les  deux  théorèmes  sui- 
vants : 

Tfiéorème  I.  —  Si  Ton  a 

2^"~'  COS-"  .r  =  Ag  +  Aj  cos  2j-  +  A^  cos  i.r  +  A3  cos  6.r  +   .  .  . 

on  a  aussi  : 

lo     2-"cos-"+^x  =  (2Ao  +  Aj)cos.r  +  (A,  +  A2)cos3x  +  (A2  4-A3)cos5jr  +  .., 
+  (A„_2  +  A„_i)  cos  (-In  -'S)x  +  (A„_j  +  A„)  cos  (2«  —  l).r 
+  A^^cos(2/i  -}-  '\)x 

=  B^  cos  X  -\-  B^  cos  3x  +  l\  cos  5x  -^  ...  +  B,^_.-,  cos  (2»  —  3)x 

+  B„_,  cos  {2n  —  l),r  +  B„  cos  (2«  +  l)x  (2) 

2o     2-"+'  cos-"+-  .r  =  Bq  +  (Bo  -f   B,)  cos  2.r  +  (Bj  +  B,)  'cos  4.r  +   .  .  . 
+  (B„_2  +  B„_j)  cos2(«  -  lu-  +  iB„_,  +  B„)  cos  2«a:  +  B„  cos2(«  +  1)^:  . 

Théorème   II.  —  Si  l'on  a 

2  "       sin'",r  =  A^,  —  Aj  cos  2.r  -|-  Ag  cos  4.r  —  A3  cos  6x  -\-   ... 

±  A^^_._,  cos  2{n  —  2\x  If  A,^_,  cos  2(«  —  l).r  ±:  A^^  cos  2/ia;   ,         (3) 
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on  a  aussi  : 

lo  2-"  sin-"  +  '.r  =  (2Ao  +  AJ  sin.r-  —  (A,  +  A^)  sin3r  -f  (A,  +  A,)  sinSo:—  ... 
±(A„..+  A,^_,)sin(2«  — 3).rip(A,,_,  +  A„|  sin  (2/i  —  D.r  ±  A,,  sin(2/i -|- l)a; 

^  Bq  sin  X  —  B,  siii  3«    +  B^  siii  5j-  —  ...  ±  B^j_2  si»  (2/*  —  3)a- 

qi  li„_,  sin  |2/i  —  1)0-  ±  B^  sin  (2/i  +  1).7-  (4) 

2o  2-"+'  siii'^"+-.r  =  Bg  —  (B^,  +  B,l  cos  2x  +  (B,  +  Bj)  cos  4.r  —  .  .  . 
+  (B„_2  +  B,,_i)  cos  2i«  -  1  )x  ±  (B,^_,  +  B,J  cos  2«.r  qi  B„  cos2(«  +  l)x  , 

-f-  OU  — ,  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 

Ces  théorèmes  se  démontrent  facilement  en  multi[)liant 
les  deux  membres  de  l'égalité  (1),  puis  de  l'égalité  (2),  par 
2cosj;,  —  les  deux  membres  de  l'égalité  (3j,  puis  de  l'égalité 
(4),  par2sin.r,  tout  en  faisant  usage  des  formules  de  loga- 
rithmisation  : 

^  .    1  1  .  ■ 

2sin  -^{p  -V  q\  cos  —  (/?  —  (/)  =  sin  p  +  sin  //    . 

.1  1  .  . 

2sin  -^[p  —  </)  «"OS  -^\p  -\-  q)  =  sm  p  —  sin  r/   ; 

2cos  -^[p  -\-  ({]  cos  —[p  —  q)  ^  cosp  4-  cosq   , 

.1  .1 

—  2sin  —  ip-)-    ^)siu-— (y9  —  q)  :^  cos  p  —  cos 

Puisque 

2cos^  a:-  =  1  -j-  cos  2x         et  2sin^  x  :=  1  —  cos  2a:   , 

la  loi  des  coefficients,  pris  en  valeur  absolue,  des  puissances 
successives  donnant  2"'~  cos'".r  ou  2"'~  sin"'.r,  à  partir  de 
m  =  2,  se  résume  en  le  tableau  suivant  : 


1 

1 

3 

1 

3 

4 

1 

10 

5 

1 

10 

15 

6 

1 

35 

21 

1 

35 

56 

28 

8 

1 

126 

84 

36 

9 

1 

126 

210 

120 

45 

10 
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en  sorte  que 

2cos^.r  =  I  +  cos  2,r 

4cos^  X  =  3(;os  x  -\-  cos  ^x 

8cos^  a:  =  3  -f-  4cos  2x  +  cos  ^x 
16cos^x  =  lOcos  X  -(-  5cos  3.t  +  cos  hx 
32cos^a;  =  10  4-  15cos  2x  -\-   6cos  4a:  -|-  cos  6x 

et 

2sin- jf  =.  \   —  cos  2^ 

4sin'  X  =.  3sin  x  —  sin  dx 

Ssin''  X  =z  S  —  4cos  2x  -f-  cos  4.r 
16sin^  X  =  lOsin  x  —  5sin  3x  -{-  sin  bx 
32sin®.r  :^  10  —  IScos  2x  -)-  6cos  ^x  —  cos  6x 

De  cette  loi  des  coefficients  et  de  la  loi  des  coefficients  du 
binôme  de  Newton,  on  déduit  les  quatre  relations  suivantes  : 

i=0 
X  =    2     ^L-i  ^os  '2«  _  2i  —  l).r   , 

i=n~l 

j=0 
=  C27lx   +     2     C^„cos2(«-j>   ; 

1=0 

X  =    ^    {—  1)^+"-'  Cf3„_,  sin  (2«  —  2i  —  l)x    , 

t=n — 1 

=  C^'„":^i  -    2     (-  ^)'"^"~'  C5„  cos  2(«  -  i)x  . 


Ces  identités  donnent  le  développement  immédiat  d'une 
puissance  quelconque,  entière  et  positive,  de  cos.z;  ou  de 
sin  X. 

Application  I.  —  Les  seconds  membres  de  ces  relations, 
égalés  à  zéro,  fournissent  des  équations  qui  n'admettent 
pour    solutions,    les  deux   premières   que   les   solutions    de 

cos^  =  0  c'est-à-dire  x  ^z  ^  -\-  kr:,   les  deux  dernières  que 

les  solutions  de  sin  x  =  0  c'est-à-dire  x  =  kn. 
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Application   II.   —  De  ces  mêmes   relations,   [)ar   voie  de 
muiliplication,  on  déduit  des  idenlilés  : 
Par  exemple,,  puisque 


2  X  2cos2.r  X  4cos''.r  =:  16cos*x  , 


on  a 


2(1  -j-  cos  2.r)(3L-os  x   +  cos  8.r)  =  lOcos  .r  +  ocos  3x  +  cos  hx 

De  même,  puisque 

2  X  ïs\x\^ X  X  'isin^.r  —  16sin*a;   . 


on  a 


2(1  —  cos2.»)(3sin.r  —  sin  3j:)  =  lOsin  j,'  —  5sin  3,r  +  siu  5x 

Application   III.  —  On  a  immédiatement: 

2^'"--  rcos'^"-'  xdx  =    %    ci      ,  ^''"'^"-•^^-   ^)-^    ,    , 
J  .Jf^^     ^"-'         2n  -  2i  —  l  ^^  ' 

-"-'  fcos-"  xdx       =  C"-'    X  -I-    'n?    C    ^i"2(»  —  t)x 
-"~'-fsm-"-^xdx  =  —     V     (_  1  )'+«-!  cf;         cos  (2a;— 2/   -  i)x 


2-' 


2- 


.=„_!  2«  _  2i  -  1        +  •    • 

2-"-'  rsm-"xdx  =  a!-\  .r  -  '^    (-  1|'+"-'  r'    "'""-'"  -  ^-^    , 
J  .'«-1  ^    l       ^1  "-^i"      9u.  _  ;\ rï 

y  étant  une  constante  arbitraire. 


'2{n  — 


Liège,  1920. 


ANALYSE  INDÉTERMINÉE  DU  /;"'«  DEGRE 

SUR    LES   SOMMES    DE    PUISSANCES   EGALES 

DES  NOMBRES 

PAK 

Edouard   Barbktte  (Liège). 


Considérons  les  [p  -\-  1)  lonclions  de  x 

Si  nous  soustrayons  de  chacune  d'elles,  la  précédente, 
nous  obtenons  les  p  difFérences 

f,(x)  -  f^{x]    ;      f,{x]  -  f,(x)    ;    ...  ;      f^{x)  -  fp_^{x)    ;      f^^^[x)—fp[x\  . 

Si  nous  soustrayons  de  chacune  de  ces  différences,  la  pré- 
cédente, nous  obtenons  les  [p  —  1)  différences 

U\x]  -  2f,{.r)  +  f^{x)   ;     f^(x\  -  2f,(x)  -f  f,{x)   ; 

•••;     fp+i'oc)  -  2f^{x)  -\-  fp_,(x)   . 

En  continuant  ainsi,  /;  fois  de  suite,  nous  trouvons  une 
fonction 

F(x)=2(-l)^C;/-^_^^,(,r) 

et  cette   fonction,    si  elle  est   constante,   a    sa   dérivée  F'(^) 
nulle. 

Or,  la  fonction  F(.r)  estconstanle  lorsque  les  fonctions /"(.r) 
sont  constituées  par  la  suite  des  mêmes  puissances  de 
nombres  en  progression  arithmétique  et,  en  parti(;ulier,  par 
la  suite  des  mêmes  puissances  des  nombres  entiers  (;onsé- 


ANALYSE    I N  DETEH  MIN  EE  189 

culifs  OU  à  intervalles  égaux,  ou  aussi  par  la  suite  des  mêmes 
puissances  des  nombres  polygonaux  consécutifs  ou  à  inter- 
valles égaux. 
Si  nous  prenons 

/•.  (or)  =  [.!•  +  (-A-   i)rf  . 

nous  trouvons  l'égalité 

q=p 

et  puisque  cette  fonction  F(.r)  est  constante,  sa  dérivée  par 
rapport  à  x  est  nulle  et  nous  obtenons  l'identité 

2(-  d'c^L-*-  +  (>  -  q)rf~'  =  0  .  (2) 

?=o 

Si,  dans  les  relations  (l)  et  (2j,  nous  (changeons  /•  en  kr, 
elles  deviennent  respectivement 


2  I-  I  )''  C^[.r  4-  1/7  -  <,)krf  =  p  !  ,krf  (!') 

et 

q=p 

2(-  ll'^C^k  +  (f  -  71^^"'  =  0  .  (2') 

9=0 

relations  qui  s'obtiendraient  directement  si  dans  les  fonctions 
/*(.r),  au  lieu  de  prendre  les  termes  successifs  pour  consti- 
tuer F(^),  on  les  prenait  en  même  nombre  [p  +  1)  mais  à 
intervalle  k. 

En  particulier,  si  nous  prenons  .r  =  /i  — />  +  1  et  /•  ^  1, 
c'est-à-dire  si  nous  identifions  les  fonctions  f{x)  avec  la  suite 
des  [p  -\-  l)  puissances/?™®'  suivantes 

[n  —  p  -\-  1  )''  :      [n  —  p  +  2f  :      («_/,  +  3|''  ; 

...  :      (n  —  1)''   :     /   :     [n  +  i)^   . 
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les  identités  (1)  et  (2)  deviennent  respectivement 

q=p 

P 


'Si-lfclin-rj  +  lf  =  p 


q=i\ 

OU       Cl(n  +  1)^-  C^/+  C^(«  _  if  -  ...  +  C^(,i  -^  +  ^f  =  p'- 

et 

ou       C^(/i  +  \f~'  -  C^/~'  +  Cj(«  -  1)^"'  - 

...  ±C^(«-/>  +  l)''""'=0  . 

Plus  particulièrement  encore,  si  dans  ces  deux  dernières 
égalités,  nous  faisons  n  ::=  p  —  1,  il  vient 

^pP    -  ^p^P  -  l)    +  '^pip  —  ^)    -  ■■■  +^p       1    =  /^  ! 
et 

0      p— 1  „1  p— 1  2  p—\  „P— 1  .P— 1 

s/  -s •/'-!>    +s(/'-''    -•■•  +  c;  /  =0. 

Les  identités  que  nous  venons  d'établir  permettent  de 
résoudre  de  nombreux  problèmes  d'analyse  indéterminée  de 
tout  degré.  En  voici  deux  exemples  : 

1.  Quelles  sont  les  sommes  de  deux  carrés  égales  au  double 
de  la  somme  de  deux  carrés  ? 

L'équation  à  résoudre  est 

.r2  +  r'  z=2[-J  +  «2)    . 

De  l'identité 

C\[n  +  2k)'-  C\[n  +  kf  +  cW  =  2k' 

OU 

{n  +  2^)2+  n^  =  2[(n  +  A:)^  +  k^]   , 

nous  déduisons  la  solution 

X  =  \(n  -\-  2k)   ;     y  =  Xn   ;      :  =  l{n  -\-  k)   ;      ti  =  Ik   . 

2.  Quelles  sont  les  différences  de  deux  carrés  égales  au 
triple  de  la  différence  de  deux  carrés  ? 
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L'équation  à  résoudre  est 

x"-  —y-  =  3(;2  —  u^\   . 

De  l'identité 

clin  +  3/,)*—  Cl\n  +  2/i'+  C^(/j  +  /)'—  €%*' =  0 

OU 

(n  4-  3/.f2  —  /j2  _  3[^,„  _^  2/,)2  —  i/t  4-  A-)2]   . 

nous  déduisons  la  solution 

X  :^  \\n  -^  3k)   :     -»•  =  /.«;      c  =:  Âin  -|-  2A-|    ;      ii  =  \[n  -\-  A|   . 

Observation.  Si  nous  représentons  par  /„  le  /?""'  nombre 
triangulaire  ^ et  si  nous  opérons  de  même  cjue  pré- 
cédemment, nous  trouvons  en  identifiant  les  fonctions  f\x) 
avec  les  triangulaires  successifs  : 

'    —   ^^  '         2p    n — q  1      ' 

où  y  =  i  pour  les  l"""  puissances,  6  pour  les  2"*%  90  pour 
les  3™^%  2520  pour  les  4'""%  etc.  ;  dérivant  par  rapport  à  /i,  il 
vient  : 

Si  nous  prenons  les  triangulaires  à  intervalle  k,  nous  obte- 
nons respectivement  : 

et 

q=2p 
î=0 

Et  ainsi  de  suite,  pour  tous  les  nombres  polygonaux. 
Liège,  mai  1920. 


CHRONIQUE 


Congrès  international  des  mathématiciens. 

Strasbourg,  22-28  septembre  1920. 

Le  congrès  de  Strasbourg  forme  le  premier  crmie  nouvelle  série 
de  congrès  internationaux  de  mathématiciens.  A  l'avenir,  les 
congrès  seront  organisés  par  V Union  internationale  de  mathéma- 
tiques, ^  dont  la  création  projetée  à  Bruxelles  en  juillet  1919,  sous 
les  auspices  du  Conseil  international  de  recherches,  a  été  défini- 
tivement approuvée  par  les  délégués  des  pays  de  l'Rntente,  dans 
une  réunion  préliminaire  tenue  à  Strasbourg  le  20  septembre 
dernier. 

A  la  suite  de  l'invitation  adressée  à  titre  individuel  aux  savants 
des  pays  de  l'Entente  et  de  quelques  pays  neutres,  près  de  deux 
cents  mathématiciens  se  sont  réunis  à  Strasbourg,  où  ils  ont 
trouvé  l'accueil  le  plus  chaleureux.  Après  les  séances  consacrées 
aux  travaux  scientifiques,  ils  ont  eu  le  privilège  de  se  rencontrer 
dans  les  réceptions  ollicielles  fort  brillantes,  organisées  par  le 
Comité  local  (mercredi  22  septembre),  par  la  Société  des  Amis 
de  l'Université,  (jeudi  23  septembre),  par  la  Municipalité  (ven- 
dredi 24  à  10  h.  VaK  par  la  Société  des  Sciences  du  Bas-Rhin 
(vendredi  24  à  20  h.  ^j^),  par  M.  le  Commissaire  général  (samedi 
25).  Mentionnons  aussi  la  visite  des  musées  et  des  monuments  de 
la  Ville,  l'excursion  à  Sainte-Odile  (dimanche  20  septembre), 
l'excursion  sur  le  Rhin,  avec  visite  des  ports  de  Strasbourg  et 
de  Kehl  (lundi  27  sept.),  le  banquet  de  clôture  (mardi  28  sept.)  et 
les  excursions,  faites  au  lendemain  du  Congrès,  à  Saverne,  le 
Haut-Barr  (mercredi  29)  et  à  Colniar,  aux  Trois-Epis  et  aux  champs 
de  bataille  du  Linge  (jeudi  30  septembre). 

Séance  d'Ouverture. 

La  séance  inaugurale  du  Congrès  a  eu  lieu  le  mercredi  22 
septembre,  à  9  h.  et  demie,  à  l'Aula  de  l'Université,  sous  la  pré- 


'  Voir  V Enseignement  Mathématique,  XXI"  année,  N»  1.  p.  59-61,  1920. 
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sidence  de  M.  (>iiahi.ki  y,  locleiir,  en  roniplacoinciil  df  M.  Aiapk- 
TiTE,  Conimissaiie  général  de  la  Rcpiihliciiie. 

Après  les  paroles  de  bienvenue  adressées  aux  congressistes  par 
le  Recteur  et  par  M.  Lévy,  représentant  la  Ville  de  Strasbourg, 
M.  Picard,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  pai- 
lant  au  nom  du  (lomité  d'organisation  du  Congrès,  a  prononcé 
un  discours  dune  gtande  élévation  de  pensée.  Kn  voici  les  pas- 
sages essentiels  : 

«  Quand  nous  vous  avons  proposé  de  vous  réunir  ii  Strasbourg, 
nous  avons  pensé  rendre  hommage  à  la  noble  terre  d'Alsace, 
revenue  à  cette  patrie  française,  à  laquelle  la  rattachent  ses  anti- 
ques origines  et  des  sympathies  restées  toujours  vivaces  à  travers 
les  péripéties  de  son  histoii-e.  Nous  avons  aussi  voulu  honorer 
rU))iversité  de  Strasbourg,  qui,  depuis  le  seizième  siècle,  a 
compté  tant  de  maîtres  distingués.  Les  hommes  éminents  qui  y 
enseignent  aujourd  hui  tiennent  dignement  le  rôle  que  leur  impo- 
sent les  tragiques  événements  de  ces  dernières  années,  en  faisant 
d'eux  les  pionniers  de  la  culture  généreuse  et  humaine  que  fut 
toujours  la  culture  française.  Nous  prions  le  conseil  de  l'Univer- 
sité d'agréer  l'expression  de  notre  gratitude  pour  la  gracieuse 
hospitalité  qu'il  nous  offre  dans  ce  Palais.  Comment  ne  pas  rap- 
peler, en  ce  lieu,  l'admirable  conduite  de  tant  de  maitres  de 
notre  enseignement  dans  la  guerre  qui  vient  de  finir;  leur  foi 
patriotique  a  contribué  à  la  victoire  commune,  qui  nous  permet 
aujourd'hui  de  nous  réunir  dans  la  ville  de  Strasbourg.  Je  tiens  à 
saluer  particulièrement  l'un  des  plus  jeunes  maitres  de  cette 
Université,  qui  porte  sur  son  visage  les  traces  glorieuses  de  son 
héroïsme. 

«  Nous  sommes  aussi  très  reconnaissants  au  Comité  local,  formé 
de  professeurs  de  la  Faculté  des  Sciences,  qui,  sous  l'active 
direction  de  M,  Henri  Villat,  a  eu  la  lourde  charge  de  régler  nos 
séances  et  d'organiser  les  réceptions  et  les  promenades,  dont  le 
charme  tempérera  l'austérité  de  nos  travaux.  Nos  collègues  de 
Strasbourg  ont  considéré  en  effet  qu'ils  avaient  le  devoir  de 
faire  connaître  à  nos  hôtes  quelque  chose  de  cette  Alsace,  dont 
le  nom  est  devenu  un  symbole.  Nous  voulons  espérer  que  tous  les 
Congressistes  en  emporteront  un  touchant  souvenii'. 

«  Il  m'est  enfin  particulièrement  agréable  de  remercier  M.  le 
Maire  et  M.  le  Président  de  la  Chambre  de  Commerce  de  Stras- 
bourg, ainsi  que  les  représentants  de  nombreuses  Sociétés  Alsa- 
ciennes et  autres^  généreux  bienfaiteurs  de  ce  Congrès,  dont  les 
dons  nous  sont  extrêmement  précieux  et  permettront  des  publi- 
cations témoignant  de  l'activité  scientifiques  de  cette  Réunion. 

«  Dans  un  article  récent,  plein  de  remarques  pénétrantes  sur 
l'enseignement  des  mathématiques  en  divers  pays,  un  professeur 
de  cette  Université  évoquait  le  souvenir  de  deux  mathématiciens. 
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qui  y  enseignèrent  jadis  :  Sarriis,  dont  le  nom  restera  dans  This- 
toire  du  calcul  des  variations,  et  Arbo<>asf  qui  apparaît  comme  un 
précurseui-  du  Calcul  fonctionnel.  J'ajouterai  à  ces  deux  noms  de 
mathématiciens  celui,  peut-être  inattendu,  de  Pasteur.  Le  jeune 
savant,  qui  vint  ici  en  1849  enseipi^ner  la  chimie,  ne  se  montrail-il 
pas  alors  quelque  peu  iréomètre.  Les  mémoires  célèbres  de 
Pasteur  sur  l'hémiédrie  et  la  polaiisation  rotaloirc,  qui  datent  de 
cette  époque,  relèvent  de  la  géométrie  :  géométrie  bien  pitto- 
resque d'ailleurs,  où  certains  champignons  microscopiques  se 
montrent  habiles  mathématiciens,  puisqu'ils  savent  distinguer, 
pour  s'en  nourrir,  entre  un  cristal  droit  et  un  ciistal  gauche. 
C'est  par  la  voie  de  la  géométrie  que  Pasteur  est  entré  dans 
l'étude  des  fermentations.  Strasbourg  peut  être  fière  d'avoir 
compté  ce  grand  homme  parmi  ses  maîtres. 

«  Messieurs,  c'est  un  des  objets  des  Congrès,  comme  celui  que 
nous  inauguions  aujourd'hui,  d'établir  des  relations  personnelles 
entre  les  chercheuis  qui  cultivent  la  même  science  ou  des  sciences 
voisines.  Après  l'eft'royable  tourmente  de  ces  dernières  années, 
qui  a  rompu  tant  de  liens,  les  rapprochements  sont  nécessaires 
entre  savants  qui  s'estiment  et  qui,  sans  aucune  arrière-pensée, 
n'ont  d'autre  souci  que  le  culte  désintéressé  de  la  véi-ité.  Ils  sont 
particulièrement  utiles  aux  mathématiciens  qui  ont  parfois  montré 
quelque  tendance  à  s'isoler  dans  des  parties  très  limitées  de  leur 
science.  De  larges  esquisses,  faisant  connaître  l'état  actuel  de 
quelques  grandes  questions,  doivent  être  un  des  attraits  de 
réunions  comme  la  nôtre,  et  peuvent  exercer  la  plus  heureuse 
influence.  Les  mathématiciens  passent  quelquefois  pour  des  per- 
sonnages un  peu  originaux,  ensevelis  dans  leurs  symboles  et 
perdus  dans  leurs  abstractions.  Il  importe  que  le  public  cultivé, 
de  formation  parfois  trop  exclusivement  littéraire,  ait  une  opinion 
plus  juste  à  cet  égard.  Non,  la  mathématique  n'est  pas  la  science 
étrange  et  mystéreuse  que  se  représentent  tant  de  gens  ;  elle  est 
une  pièce  essentielle  dans  l'édification  de  la  philosophie  naturelle. 

«  Toute  théorie  physique,  suffisamment  élaborée,  prend  néces- 
sairement une  forme  mathématique  ;  il  semble  que  les  actions  et 
réactions  entre  l'esprit  et  les  choses  ont  amené  peu  à  peu  à  former 
des  moules  où  peut,  partiellement  au  moins,  s'insérer  le  réel. 
Certes,  beaucoup  de  concepts  créés  par  les  mathématiciens  n'ont 
pas  trouvé  encore  d'applications  dans  l'étude  des  phénomènes 
physiques,  mais  l'histoire  de  la  science  montre  qu'il  serait  témé- 
raire d'affirmer  que  telle  ou  telle  notion  ne  sera  pas  un  jour  uti- 
lisée. Les  géomètres  aiment  à  rappeler  le  mot  du  grand  mathé- 
maticien Lagrange,  qui,  comparant  un  jour  les  mathématiques  à 
un  animal  dont  on  mange  toutes  les  parties,  disait  :  «  Les  mathé- 
matiques sont  comme  le  porc,  tout  en  est  bon.  » 

«  Le  métier  de  prophète  est  toujours  dangereux.   Quelques-uns 
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pensent  ccpondaiil  (jne  les  applications  des  tnatluiniatiqucîs  seront 
surtout  étudiées  dans  les  années  qui  vont  venir  et  cjue  la  théorie 
pure  sera  cpielque  peu  néy^liirée  par  les  jeunes  générations.  I^e 
temps  où  nous  vivons  devient  en  efï'ct  singulièrement  dur  dans 
tous  les  domaines  pour  les  ou\rieis  de  l'intelligencee,  et  les  j)lus 
optimistes  se  demandent  parfois  avec  inquiétude  si  la  eivilisation, 
telle  que  nous  sommes  habitués  à  l'envisager,  ne  va  pas  subii-  une 
éclipse.  Aussi  ne  devons-nous  pas  nous  lasser  de  répéter  que  les 
spéculations  théoriques  sont  en  dernière  analyse  la  véritable 
souice  de  tous  les  progrès  dans  les  sciences  appliquées.  Si  par 
malheur  la  recherche  désintéressée  cessait  d'être  possible,  le 
capital  scientifique  accumulé  dans  les  âges  antérieurs  s'épuiserait 
rapidement,  et  on  ne  continuerait  pas  longtemps  à  vivre  du  par- 
fum d'un  vase  vide,  comme  disait  Renan  pour  un  autre  objet. 
Quoi  qu'il  advienne,  on  trouvera  toujours  parmi  les  mathémati- 
ciens des  incorrigibles  idéalistes,  qui,  semblables  à  la  femme  de 
l'Evangile,  croiront  avoir  choisi  la  tneilleure  part  en  scrutant  les 
propriétés  de  l'espace  et  en  analysant  dans  ses  recoins  les  plus 
subtils  l'idée  de  fonction  ;  elle  ne  leur  sera  pas  ôtée.  C'est  dans 
l'espérance  que  les  mathématiques  pures  et  les  mathématiques 
appliquées  continueront  une  collaboration  féconde,  que  nous  com- 
mençons les  travaux  de  ce  Congrès,  où  de  très  nombreuses  com- 
munications nous  ont  été  promises,  et  où  d  éminents  géomètres 
voudront  bien  nous  faire  quelques  conférences  générales  sur  les 
progrès  et  les  tendances  de  la  science  qui  nous  est  chère.  Que 
tous  ceux  qui  vont  ainsi  contiibuer  à  l'éclat  de  cette  réunion 
veuillent  bien  recevoir  par  avance  les  remerciements  du  Comité 
d'organisation.  » 

DélÉ(;ations.  —  On  entendit  ensuite  les  délégués  des  différents 
pays.  Tous  ont  rendu  hommage  à  la  science  française. 

Bureau  du  Coxc.rès.  — Dans  une  seconde  séance,  d'un  caractère 
purement  administratif,  le  Congrès  a  constitué  comme  suit  son 
Bureau  : 

Président  d'honnetir  :  M.  Camille  Jordax,  membre  de  l'Institut. 
—  Président  :  M.  Emile  Picahd,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie 
des  Sciences.  —  Vice-présidents  :  MM.  Dickson,  professeur  à 
l'Université  de  Chicago,  Larmor,  professeur  à  l'Université  de 
Cambridge,  Norlund,  professeur  à  l'Université  de  Lund,  de  la 
Vallée  Poussin,  professeur  à  l'Université  de  Louvain,  Villat, 
professeur  à  l'Université  de  Strasbourg,  Volterra,  professeur  à 
l'Université  de  Rome.  —  Secrétaire  général  :  M.  Kœnigs,  membre 
de  l'Institut.  —  Secrétaire  :  M.  Galbrun,  professeur  à  l'Université 
d'Aix-Marseille. 

Union  internationale  de  Mathé.matiques.  —  Dans  cette  même 
séance,  il  a  été  donné  communication  des  Statuts  de  l'Union.  Les 
pays  neutres  ont  été  invités  à  donner  leur  adhésion. 

L'Enseignement  inalhéni.,   21"  année  :   1020.  13 


196  CHRONIQUE 


CON  FÉli  KXC  KS   CÉX  \i  II  A  LES 


Les  conférences  «énérales,  au  nombre  de  cinq,  ont  été  réparties 
comme  suit  : 

1.  —  Jeudi  23  septeml^ie,  14  h.  30.  —  Sir  Joseph  Laumor,  pro- 
fesseur à  rUniversilé  de  ('ambridge  (Angleterre)  :  ()nestions  in 
phijsical  interdelermi nation. 

2.  —  Vendredi  24  septembre,  14  h.  30.  —  M.  Dickson,  professeur 
à  l'Université  de  Chicago  :  Relations  between  the  Theonj  nf'Num- 
bers  and  other  branches  of  Malheniatics. 

3.  —  Samedi  25  septembre,  10  h.  30.  —  M.  de  la  Vallée  Poussin, 
professeur  à  ILniveisité  de  Louvain  :  Sur  les  fonctions  à  \>ariation 
bornée  et  les  questions  qui  s'y  rattachent. 

4.  —  Lundi  27  septembre,  10  h.  30.  —  M.  Volteiiua,  professeur 
à  rUniversité  de  Rome  :  Sur  l'enseignement  de  la.  Physique  mathé- 
matique et  de  quelques  points  d analyse. 

5.  —  iMardi  28  septembre,  14  h.  30.  —  ^L  Norluxd,  professeur 
à  l'Université  de  Lund  (Suède)  :  Sur  les  équations  aux  différences 
finies. 

Nous  sommes  en  mesure  de  pouvoir  donner  un  aperçu  très 
fidèle  de  ces  conférences,  grâce  aux  résumés  qu'ont  bien  voulu 
nous  remettre  MM.  les  auteurs. 

1.  —  CoxKÉr.EXCE  de  Sir  Joseph  Larmok  :  Questions  in  physical 
interdetermination.  —  La  relativité  est  essentiellement  une  déter- 
mination locale.  Ceci  implique  pourtant  des  relations  entre  ces 
déterminations  locales  dont  l'ensemble  n'est  alors  pas  distinct  du 
prolongement  de  l'une  d'elles  au-delà  de  son  propre  domaine.  Il 
y  a  donc  interdétermination. 

Dans  la  relativité  de  la  gravitation,  il  y  a  quatre  degrés  d'in- 
détermination, une  région  de  l'espace-temps  étant  déterminée 
localement  pai-  six  variables  au  moyen  d'équations  diflerentielles. 
Les  quatre  anti'es  variables  dont  la  présence  dans  la  théorie  s'im- 
pose, deviennent  superflues,  grâce  à  certaines  identités,  pour  une 
région  déterminée  seulement  par  des  relations  entre  distances  ; 
elles  sont  au  contraire  indispensables,  si  cette  région  a  des  carac- 
téristiques électriques  aussi  bien  que  métriques.  Un  champ  élec- 
trique détermine  toute  chose  :  on  peut  dire  qu'il  détermine  un 
éther  de  référence  qui,  autrement,  resterait  latent. 

La  méthode  analytique  symbolique  en  physique  a  été  déve- 
loppée systématiquement  par  Lagrange.  Elle  est  moins  expres- 
sive, mais  elle  est  moins  limitée  par  sa  dépendance  de  l'intuition 
que  la  méthode  directe  de  géométrie  vectorielle  infinitésimale. 
Ces  deux  méthodes  se  complètent  l'une  l'autre. 
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Le  principe  de  prolonge  m  prit  complet  a  été  énoncé  par  Gaiiss 
pour  le  potentiel  Mewtonien.  Il  peiil  être  étendu  ii  tout  projjlènie 
statique  où  la  stabililé  esl  j)r('supposée  :  (exemple  :  un  milieu 
élasti(jue).  11  n'y  a  pas  là  relation  de  cause  à  edct,  mais  nni(|ue- 
menl  concomitance. 

Le  principe  se  perd  dans  un  quasi-espace  comme  celui  de 
Minkowski.  Une  telle  extension  à  quatre  paramètres  est  l'analof^ue, 
non  pas  de  lespace,  mais  de  la  ladiation  dans  lunivers  actuel. 

Toute  communication  entre  les  objets  permanents  (atomes  de 
matière),  est  établie  par  radiation  —  exceptées  les  iniluences  de 
gravitation. 

C'est  une  interdétermination  limitée.  Un  champ  de  radiation  ne 
peut  être  étendu  par  prolongement  à  moins  que  nous  ne  connais- 
sions la  distribution  des  «  sources  »  (atomes  radiant)  au-delà  de 
ce  champ. 

La  radiation  pure  exige  que  l'espace  ait  précisément  trois  dimen- 
sions. 

Un  champ  de  radiation  a  des  propriétés  intrinsèques  pai-  rap- 
port au  groupe  de  transformations  à  quatre  paramètres  de  Min- 
kowski, tout  comme  un  corps  solide  n'a  de  sens  que  dans  le 
groupe  cartésien  à  trois  paramètres  de  l'espace  ordinaire. 

Le  principe  de  moindre  action  est  fondamental  en  physique 
parce  que,  d'après  Hamilton,  il  établit  un  système  de  relations 
«  extrêmales  »,  c'est-à-dire  de  relations  aux  extrémités,  aux 
limites  de  l'intégrale.  L'action  à  distance  est  remplacée  par  des 
relations  à  distance,  dues  cependant  à  l'intermédiaire  de  radia- 
tions dans  l'espace-temps. 

Si  un  système  matériel  composé  d'un  ensemble  fini  d'atomes 
et  d'ions  est  donné,  son  champ  d'activité  devrait  être  défini  et 
déterminé  sans  pour  cela  pouvoir  être  exprimé  au  moyen  des 
longueurs  et  des  temps  par  lesquels  nous  exprimons  habituelle- 
ment l'ensemble  donné  espace-temps.  Nous  pouvons  appeler  e'Me/- 
le  complexe  de  relations  qui  déterminent  ce  champ  d'activité.  Dans 
un  tel  éther  (aussi  bien  que  dans  la  théorie  d'Einstein),  la  giavi- 
tation  peut  être  absorbée  et  les  rayons  déviés  près  du  soleil.  Mais 
on  n'y  peut  admettre  le  déplacement  des  raies  du  spectre  solaire. 

2.  —  CoNFÉiiENCE  de  M.  Léonard  Dickson  :  Relations  between  the 
Theory  of  Numbeis  and  other  Branches  of  Matheniatics.  —  Dans 
cette  conféience,  nous  envisageons  quelques  problèmes  typiques 
de  la  théorie  des  nombres  abordés  par  le  moyen  d'autres  parties 
des  mathématiques,  plutôt  que  de  faire  une  discussion  technique 
de  cette  théorie. 

Ainsi,  je  donne  d'abord  une  application  de  la  géométrie  pour 
trouver  toutes  les  solutions  rationnelles  de  quelques  é(|uations 
homogènes.  Je  ne  parle  pas  ici  des  équations  du  second   degré 
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dont  toutes  les  solutions  rationnelles  peuvent  se  trouver  tout  de 
suite  quand  une  solution  ^.est  connue,  parce  que  nous  pouvons 
évidemment  exprimer  rationnellement  les  coordonnées  de  tous 
les  points  d'une  surface  quadrique  par  le  moyen  des  droites  pas- 
sant par  un  point  choisi  sur  la  surface. 

Pour  fixer  les  idées  je  débute  par  la  surface  cubique  de  Hermite 
qui  contient  deux  droites  dont  les  équations  ont  leurs  coefficients 
rationnels.  Toute  droite  qui  coupe  celle-ci  rencontrera  la  surface 
en  un  seul  autre  point  dont  les  coordonnées  sont  par  suite  ration- 
nelles. Une  seconde  méthode  de  solution  est  basée  sur  le  fait  que 
la  surface  cubi(iue  est  le  lieu  des  intersections  des  plans  corres- 
pondants de  trois  faisceaux  projectifs  de  plans  (chaque  faisceau 
étant  la  totalité  des  plans  passant  par  un  point).  Nous  pouvons 
passer  de  notre  premièie  solution  qui  est  du  4*  degré  par  rapport 
à  1  ensemble  des  paramètres  à  la  seconde  solution  qui  est  du 
3*  degré  par  rapport  aux  nouveaux  paramètres,  au  moyen  d'une 
transformation  birationnelle  des  paramètres,  transformation  qui 
se  trouve  être  ici  sa  propre  inverse. 

D'une  façon  générale,  quand  on  a  deux  représentations  para- 
métriques quelconques  de  tous  les  points  d'une  surface  unicur- 
sale,  les  deux  ensembles  de  paramètres  sont  liés  par  une  trans- 
formation birationnelle. 

Ensuite  j'examine  le  problème  plus  difficile  de  trouver  toutes 
les  solutions  en  entiers,  ou  plus  exactement  de  trouver  des  for- 
mules qui  donnent  toutes  les  solutions  en  entiers,  quand  les  para- 
mètres n'ont  que  des  valeurs  entières.  Kn  cherchant  des  matières 
intéressantes  pouvant  illustrer  ce  sujet,  j'ai  découvert  une  mé- 
thode bien  simple  et  générale  pour  trouvei-  les  formules  qui 
donnent  toutes  les  solutions  en  entiers  des  équations  homogènes 
et  quadratiques  à  plusieurs  variables.  Dans  le  cas  le  plus  simple, 
ces  formules  expriment  le  fait  que  la  norme  du  produit  de  deux 
nombres  complexes  est  égale  au  produit  de  ses  normes. 

Pour  les  équations  à  quatre  variables,  nous  avons  besoin  de 
quelques  propriétés  simples  des  nombres  algébriques,  tandis  que 
pour  les  équations  à  six  variables  nous  faisons  application  des 
propriétés  des  qualernions  entiers.  En  accord  avec  le  but  de  cet 
exposé  qui  est  de  faire  voir  des  applications  de  plusieurs  parties 
des  mathématiques  à  la  théorie  élémentaire  des  nombres,  je  saisis 
cette  occasion  de  montrer  que  les  théories  des  nombres  algé- 
briques et  hypercomplexes  nous  donnent  des  moyens  effectifs 
pour  traiter  la  solution  en  entiers  des  équations. 

P^nfin,  j'indique  comment  les  invariants  se  présentent  tout  à 
fait  naturellement  dans  la  théorie  des  nombres. 

3.  —  CoNFKiiExcF,  de  M.  C.  DK  [.A  Vali.ée  Poussin  :  Les  fonctions 
à  variation  bornée  et  les  questions  qui  s'y  rattachent.   —  La  défini- 
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tion  des  fonctions  à  variation  bornée  est  due  à  M.C.  .Iohdan  (C-K, 
1881).  L'illustre  mathématicien  français  y  a  été  conduit  dans 
l'étude  de  la  convergence  des  séries  de  Fourier  ;  et,  plus  tard, 
il  a  trouvé  une  application  toute  naturelle  de  la  même  notion 
dans  létude  des  courbes  recti/iables   Cours,  t.  III,  1887;. 

Cette  notion  des  fonctions  à  variation  bornée  s'est  montrée 
extrêmement  féconde.  Parmi  ceux  qui  ont  poursuivi  la  voie 
ouverte  par  M.  Jordan  pour  l'étude  des  séries  de  Fourier,  il  faut 
citer,  en  toute  première  lii,nie,  M.  W.-H.  Young,  qui  a  publié  sur 
la  question  un  g-rand  nombre  de  mémoires  et  obtenu  les  résultats 
les  plus  généraux. 

Mais  le  conférencier  ne  s'occupe  point  de  ces  travaux.  Le  déve- 
loppement de  la  théorie  des  fonctions  à  variation  bornée  s'est 
fait  dans  un  sens  inattendu  et  que  l'inventeur  ne  pouvait  prévoir, 
parce  que  ce  développement  nest  devenu  possible  qu'après  les 
travaux  de  M.  Lebesoue  sur  les  intégrales  déhnies. 

L'instrument  imaginé  par  M.  Lebesgue  a  permis  de  pousser 
extrêmement  loin  Yètiide  intrinsèque  des  fonctions  à  variation 
bornée,  de  les  disséquer  en  quelque  sorte  et  de  faire  apparaître 
leurs  parties  constitutives  distinctes.  C'est  de  cette  étude  que  le 
conférencier  sest  proposé  d'exposer  les  résultats  les  plus  géné- 
raux et  les  conséquences  les  plus  importantes. 

Il  s'occupe  d'abord  des  diverses  définitions  de  l'intégrale  de 
Lebesgue.  On  peut  les  ramaner  à  trois  types  distincts  :  celle  de 
M.  Lebesgue,  celle  de  M.  Borel  et  celle  de  M.  Young.  La  plus 
naturelle,  parce  que  c'est  celle  qui  altère  le  moins  la  conception 
antérieure  de  l'intégrale,  est  celle  de  M.  Lebi-scuh,  mais  elle  sup- 
pose les  recherches  de  M.  Bori^l  sur  la  mesure  des  ensembles. 
Les  deux  autres  ne  sont  venues  à  l'esprit  qu'après  le  théorème 
de  M.  Lebesgue  sur  l'intégration  terme  à  terme.  La  démonstration 
de  M.  Borel  parait  être  la  plus  élémentaire,  parce  qu'elle  écarte 
la  mesure  des  ensembles  et  ne  conserve  que  le  principe  le  plus 
simple  qui  sert  à  édifier  cette  théorie.  La  méthode  de  M.  Youxg 
est  parfaite  en  son  espèce,  elle  écarte  la  notion  même  d'ensemble 
et  ne  fait  intervenir  que  des  conditions  élémentaires  de  conver- 
gence. Mais,  à  notre  point  de  vue  actuel,  la  méthode  de  M. 
Lebesgue  est  la  meilleure,  parce  que  c'est  celle  qui  prépare  le 
mieux  à  l'étude  de  l'intégrale  comme  fonction  d'ensemble,  et  que 
ce  point  de  vue  nous  est  indispensable. 

Un  des  résultats  essentiels  obtenus  dans  les  derniers  temps  est 
d'avoir  montré  l'identité  des  fonctions  de  point  h  variation  bornée 
et  des  fonctions  additives  d'ensemble.  L'étude  inti'insèque  des 
fonctions  à  variation  bornée  se  confond  donc  avec  celle  des  fonc- 
tions additives  d'ensemble.  Mais  cette  étude  est  bien  plus  simple 
et  bien  plus  instructive  quand  elle  se  fait  sur  les  fonctions  d'en- 
semble plutôt  que  sur  les  fonctions  de  point.  L'analyse  fait  aper- 
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cevoir  dans  ces  fonctions  trois  parties  constitutives  distinctes  dont 
elles  sont  les  sommes  : 

1*^  Une  fonction  absolument  continue  :  c'est  \  inlègr  nie  indéfinie  ; 

2"^  Une  fonction  continue  sans  lètre  absolument  :  c'est  la 
fonction  singulière  ; 

3"  Une  fonction  essentiellement  discontinue:  c'est  \^  fonction 
des  sauts. 

La  fonction  des  sauts  est  attachée  à  un  ensemble  dénombrable 
D  facile  à  définir.  La  fonction  singulière  est  attachée  à  un  ensem- 
ble de  mesure  nulle  S  plus  difficile  à  caractériser  et  le  conféren- 
cier expose  les  résultats  qu'il  a  obtenus  et  publiés  sur  la  question. 

La  définition  de  l'intégrale  d'une  fonction  continue  rentre 
comme  cas  particulier  dans  une  définition  plus  générale,  celle  de 
Vintégrale  de  Stieljes.  M.  Lebesgue  s'est  posé  la  question  de 
savoir  si  l'intégration  au  sens  de  Stieljes,  ou  par  rapport  à  une 
fonction  à  variation  bornée,  peut  s'étendre  aux  autres  fonctions 
intégrables.  M.  Lebesgue  a  résolu  la  question  en  ramenant,  par 
un  changement  de  variable,  l'intégrale  de  Stieljes  à  une  intégrale 
ordinaire.  Mais  M.  Young  a  reconnu  le  premier,  en  se  servant  de 
sa  méthode  de  définition  de  lintégrale  de  Lebesgue,  que  la  défi- 
nition de  cette  dernière  intégrale  est  un  cas  particulier  de  celle 
de  l'intégrale  de  Stieljes,  mais  un  cas  particulier  qui  ne  présente 
par  rapport  au  cas  général  aucune  simplification  s'èritahle.  Le 
conférencier  montre  que  l'on  arrive  exactement  au  même  résultat 
avec  le  procédé  de  définition  de  M.  Lebesgue. 

L'importance  de  l'intégrale  de  Stieljes  est  apparue  tout  récem- 
ment sous  son  vrai  jour,  grâce  aux  travaux  de  MM.  Fr.  Riesz, 
Hadamahd  et  M.  Frechft.  Les  fonctions  d'ensemble  se  rattachent 
aux  opérations  fonctionnelles,  ou  simplement  aux  fonctionnelles, 
dont  M.  FnÉcHET  a  ébauché  la  théorie  générale.  Les  fonctions 
additives  d'ensemble  se  confondent  avec  les  fonctionnelles  aux- 
cjuelles  M.  Hadamard  a  donné  le  nom  de  fonctionnelles  linéaires. 
Or  M.  KiEsz  a  obtenu  ce  résultat  essentiel:  Toute  fonctionnelle 
linéaire  s'exprime  par  une  intégrale  de  Stieljes. 

Cette  intégrale  est  ainsi  rattachée  à  la  plus  importante  des 
questions  que  l'on  puisse  se  poser  sur  les  fonctionnelles,  à  savoir 
celle  de  leur  différentiation.  h!n  effet,  la  différentielle  d'une  fonc- 
tionnelle est,  par  définition,  une  fonctionnelle  linéaire.  Mais 
nous  n'avons  encore  sur  cette  C[uestion  toute  neuve  que  les  Mé- 
moires de  M.  Fréchet  et  nous  ne  pouvons  pas  encore  prévoir  ce 
que  l'avenir  nous  réserve  d'intéressantes  découvertes  dans  cette 
voie. 

4.  —  CoNFÉiîENCE  de  M.  V.  VoLTERRA  :  Sur  l'enseignement  de  la 
Physique  mathématique  et  de  quelques  points  cV Analyse.  — 
M.  Volterra  se  propose  dans  sa  conférence  d'esquisser  le  pro- 
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gramme  d'un  cours  (ju'il  appelle  de  physique  anali/liqtie,  où  les 
diderenles  théories  seraient  expctsées  d'une  manière  systéma- 
tique et  organique.  Il  donne  dahoid  un  rajîide  aperçu  sur  l'his- 
toire de  la  j)hysi(|uc  inalheinatique  et  examine  la  m<'lhod(;  suivant 
la([uelle  on  enseigne  ordinairement  cette  discipline. 

Il  se  demande  si,  en  prenant  pour  modèle  la  mécanique  analy- 
tique, on  ne  pourrait  pas  constituer,  pour  la  physique  mathéma- 
tique, quelque  chose  qui  s'en  approche.  A  son  avis,  il  est  actuel- 
lement possible  de  le  faire:  de  même  que  les  éc[uations  de  la 
mécaniciue  analytique  relient  entre  eux  des  problèmes  très  diil'é- 
rents  de  mécanique,  celles  de  la  physicpie  mathématique  unissent 
aussi  des  questions  bien  différentes  au  point  de  vue  physique. 

M.  Volterra  propose  de  trouver  d'abord,  d'une  manière  très 
rapide,  les  équations  classiques  de  la  propagation  de  la  chaleur, 
de  l'élasticité,  de  rélectromagnélisme,  de  Ihydiodynamique  et  de 
poser,  sans  perdre  de  vue  le  point  de  vue  physique,  les  problèmes 
fondamentaux  à  résoudre.  Les  équations  obtenues  sont  d'une  na- 
ture très  semblable. 

Il  faut  maintenant  les  classer  et  donner  les  méthodes  générales 
pour  leur  résolution.  Ce  serait  l'objet  de  la  seconde  partie  du 
cours.  M.  Volterra  propose  de  faire  cette  classification  au  point 
de  vue  des  caractéristiques.  Il  classe  en  même  temps  les  types  des 
différents  problèmes.  Quant  aux  méthodes  à  employer,  il  les  dis- 
tingue en  trois  types  fondamentaux  :  celui  de  Green.  celui  des 
caractéristiques  el  celui  des  solutions  simples. 

Il  examine  ces  divers  procédés  et  il  en  prend  occasion  pour 
exposer  quelques  questions  particulières  d'un  intérêt  spécial.  Il 
montre  les  relations  qui  conduisent  ainsi,  d'une  manière  assez 
simple  et  qui  évite  bien  des  dilTicultés.  aux  concepts  de  la  relati- 
vité, aux  transformations  de  Lorenlz  et  à  d'autres  questions  dont 
il  donne  un  aperçu. 

M.  Volterra  expose  comment  la  méthode  préconisée  par  lui 
permet  de  traiter  simultanément  plusieurs  questions  de  physique 
mathématique  se  rapportant  à  des  questions  différentes  de  phy- 
sique, en  faisant  ressortir  le  sens  physique  des  résultats  qu'on 
obtient.  Il  s'occupe  d  une  manière  spéciale  de  certaines  relations 
de  réciprocité  qui,  tout  en  ayant  un  intérêt  pour  la  solution  ana- 
lytique des  problèmes,  conduisent,  dès  qu'on  les  interprète,  à 
d'importantes  propriétés  de  physique  :  il  cite  en  particulier, 
comme  exemple,  certaines  propriétés  qui  se  rattachent  à  l'étude 
du  phénomène  de  Hall. 

Il  porte  ensuite  son  attention  sur  l  intérêt  d  une  étude  systéma- 
tique des  intégrales  fondamentales,  de  leur  signilication  physk|ue, 
de  leurs  propriétés  et  plus  spécialement  de  leurs  singularités. 

I^a  troisième  partie  du  progiamme  est  consacrée  à  l'application 
des   méthodes   qui   se  rattachent   à    la   théorie  des   fonctions   qui 
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dépendent  d'un  nombre  infini  et  continu  de  variables  et  qui  per- 
mettent la  résolution  complète  des  problèmes  posés.  M.  Volterra 
montre  comment  ces  méthodes  slntioduisent  ici  naturellement. 
Il  indique  la  classification  qu'on  peut  en  faire  et  les  principales 
questions  qui  s'y  rattachent. 

5.  —  CoNFÉRENCK  de  M.  X.-E.  Nôulund  :  Sur  les  équations  aux 
différences  finies.  —  Dans  cette  conférence  on  envisage  le  calcul 
aux  différences  finies  du  point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions. 
Le  premier  problème  important  qui  se  pose  dans  cette  branche 
de  l'analyse,  c'est  l'étude  des  solutions  de  l'équation 

A  F  (.r)  =  <p  (r)   .  où  A  F  [x\  =  P|^-  +  ^^)  -F(-^l   _        ,^j 


I^a  série 


—  0^2  ?(-^"  + 

s=0 


satisfait  formellement  à  cette  équation,  mais  elle  diverge  en  géné- 
ral. En  appliquant  à  cette  série  certains  procédés  de  sommation 
on  peut,  dans  des  cas  étendus,  associer  avec  elle  une  fonction 
de  X  et  de  w,  soit  F(.rlw),  qu'on  appelle  la  solution  principale  de 
l'équation  (1).  Cette  solution  est  déterminée  à  une  constante  arbi- 
traire près.  Elle  possède  plusieurs  propriétés  remarquables  qui 
la  distinguent  des  autres  solutions  de  l'équation  (1). 
Soit  /;?  un  entier  positif  quelconque.  On  a 


Quand  to  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  la  fonction 
F  (.ri  m   tend  vers  une  limite  et  l'on  trouve 


liin   F(.r  I  f.))  =    C ^{z]dz 


Ces  deux  équations  entraînent  que 

X-\-t,t  à 


-  f¥{z\,o)dz  =    f^(z\dz    . 


Si  la  fonction  (fix)  admet,   jjour  x^b,    une  dérivée  continue 
d'ordre  m  telle  que 

lim  .r'+'3'"'*(.r)  -—  0   .  s  >  0 
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on  démontre  que  la  fonction  F(:r|&)i  admet,  elle  aussi,  pour  x'^b, 
une  déiivée  continue  d'ordre  m  qui  tend  vers  une  limite  quand  x 
augmente  indéfiniment.  Cette  piopriété  caractérise  la  solution 
principale.  Je  donne  successivement  plusieurs  autres  propriétés 
qui  peuvent  servir  comme  définition  de  la  solution  principale  et 
je  fais  voir  comment  cette  fonction  se  comporte  au  voisinage  de 
ses  points  singuliers. 

J'envisage  ensuite  les  équations  aux  différences  finies  les  plus 
générales  de  la  forme 

f.{x  +  r„)  =  ^^\f,{x]  ,   ...  /;,|x)  ,  x\   ,         i  =  \,2    ..n  .         i2, 

Ces  équations  peuvent  se  résoudre  à  l'aide  de  la  méthode  des 
approximations  successives  de  M.  Picard.  Dans  chaque  approxi- 
mation il  faut  résoudre  une  équation  de  la  forme  (1).  On  démontre 
que  les  approximations  successives  convergent  vers  une  limite 
qui  est  une  solution  des  équations  2  .  Ces  solutions  forment  une 
classe  étendue  de  transcendantes  nouvelles. 
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M.  Sobotka  (Prague).  Sur  la  deuxième  indicatrice  en  un  point 
d'une  surface. 

M.  Le  Rolx  (Rennes  .  Sur  la  géométrie  des  déformations  des  mi- 
lieux continus. 

M.  RisKXHAirr  Princeton  .  Transformation  des  surfaces  applicables 
sur  une  quadrique. 

M.  MunRAY  (Cambridge,  Mass.).  Method  of  classifying  ail  polygons 
having  a  given  set  of  vertices. 

M.  Hatzidakis  (Athènes).  Sur  quelques  formules  de  géométrie 
cinématique. 

Section  III:  Mécanique,    Physique   mathématique,   Mathéma- 
tiques appliquées. 

M.  \A\nERi.ixDEx   Vecle,  Belg.).  Les  théories  d'Einstein   et  leurs 

applications  à  l'Astronomie. 
M.  Brii.i.ouix    Paris  .  Sur  un  type  d'action  à  hérédité  discontinue 

et  les  équations  différentielles  qui  en  résultent. 
M.  ScHAVŒRER  (Colmar,.    Détermination  de  l'équation  séculaire  de 

la  terre  dans  la  théorie  dArrhénius. 
jNI.  E.  Guillaume  iBerne  .  Expression   mono  et  polyparamétrique 

du  temps  dans  la  théorie  de  la  relativité. 
M.  \\  iLLKiExs  (Bernei.  Représentation  géométrique  du  temps  dans 

la  théorie  de  la  relativité. 
M.  Hadamaijd  (Paris).  Sur  le  problème   mixte  pour  une  équation 

linéaire  aux  dérivées  partielles. 
M.  Baxeiui    Calcutta  .  A  some  problème  in  warthquake.  (Commu- 
nication non  faite.) 
M.  BoccARDi  (Turin).  Sur  le  déplacement  du  pôle. 
M.  DA  CosTA-LoBO  (Coïmbre,  Portugal).   Sur  la  courbe  décrite  par 

le  pôle  sur  la  surface  de  la  terre. 
JNl.  BoccARDi   Turin  .   Sur  les   approximations   numériques  et   les 

sciences  d'observation. 
M.  Fario  BouLAD  Xe  Caire i.  Nouveau  théorème  pour  calculer  les 

tensions  des  barres  surabondantes  des  poutres  et  arcs   à 

montants  et  croix  de  Saint-André. 
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M.  (iKEB.NHii.L  (Londres).    La  fonction    potontielle   uniaxiale   et   sa 

fonction  de  force  orthogonale. 
^L  (lULDiuiitr.  (Christiania).  Lhie  application  des  polyiH^mes  d'Her- 

niite  à  nn  problème  statistiqne. 
M.  HosriNSKY  (Praouc).  Sur  nn  problème  général  de  la  mécani(|ue 

vibratoire. 
M.  Maillahd  (Lansaniie!.  Mise  an  point  des  hypothèses  cosmogo- 

niques  nébulaires. 
M.  KosENBLATT  (Cracovie).   Sur  la  théoi-ie   des  figures  d'équilibre 

des  masses  fluides  animées  diin   mouvement  de  rotation. 

(  Com  m  H  n  ica  tion  non  faite.) 
M.  Pierre  Wkiss  (Strasbourg).  Sur  le  repérage  par  le  son. 
M.  HiABt)uscHiNSKY  (Russic).  Sur  la  résistance  des  fluides. 
M.  Laumor  (Cambridge,  Angl.j.Surla  pression  des  ondes  sonores. 
M.  IjARMoi».  Sur  les  rayons  diffractés  attachés  aux  images  optiques. 
M.  H.  ViLLAT  (Strasbourg).  Sur  le  mouvement  variable  d'un  solide 

dans  un  fluide. 
AL  de    DoNDER    (Bruxelles).    Sur    la    gravifique.    (Communication 

réunie  avec  celle  de  M.  Vanderlinden.) 
M.  Barrau  (Groningue,  Holl.;.  Sur  la  cinématique  plane. 
M.  Bauer ^Strasbourg).   Remarques   élémentaires   sur  le  principe 

de  relativité  en  électrodynamique. 

Section  IV  :  Dii'ers.  Questions  historiques  et  pédagogiques. 

M.  Gérakdin  (Nancy).  Décomposition  des  nombres. 

—  Machines  à  congruences. 

—  Des  nombres  entiers.  —  Jeux  scientifiques. 
M.  Brocard  (Bar-le-Duc).  22  propositions  de  Fermât. 

M.  Delaporte  (Paris).  Sur  la  réforme  du  calendrier. 
M.  Du  Pasquier  (Neuchàtel).  Sur  les  nombres  transfînis. 
M.  Greenhili,  ff>ondies).    Les  fonctions  de  Bessel  et  Fourier  com- 
parées. 
M.  d'OcAGNE  (Paris).  La  pratique  courante  de  la  méthode  nomo- 

graphique  des  points  alignés,  à  propos  de  ses  applications 

de  guerre. 
M.  Grossmanx  (Zurich).   Sur  l'état  de  la  publication   des   œuvres 

d'Kuler. 
M.  Pestiglione  (Milan).  Cyclométrie   mécanique.  (Communication 

non  faite.) 
M.  DuBECQ   Buénos-Aires).  Communication  sur  renseignement  en 

République   Argentine.   (Communication   présentée  par  M. 

G.  Kœnigs.) 
M.  Zervos  (Athènes).   Sur  l'enseignement  du  calcul  diflèrentiel  et 

intégral. 


i 
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Skanck   dk  Ci.oruiiE. 

I>a  séance  officielle  de  clôture  a  en  lieu  le  mardi  28  septembre, 
à  17  heures,  sous  la  présidence  de  M.  Alafetite,  (Commissaire 
général  de  la  Képublique.  Après  le  discours  de  M.  Picard,  prési- 
dent du  Congrès,  et  le  rapport  de  M.  Kœnigs,  secrétaire  général,  de 
chaleureux  remerciements  ont  été  exprimés  à  tous  ceux  qui  ont 
contribué  à  la  réussite  du  Congrès  et  tout  particulièrement  au 
Comité  dOrgaiiisatioii.  H.  Fehr. 

Compte   Rendu   du   Congrï:s   a   l'Académie   des   Sciences   de   Paris. 

En  rendant  compte  du  Congrès  à  lAcadémie  des  Sciences*, 
M.  E.  Picard,  secrétaiie  perpétuel,  sest  exprimé  en  ces  termes  : 

«  Il  ne  sera  peut-être  pas  sans  intérêt  de  donner  quelques  ren- 
seignements sur  le  Congrès  international  de  Mathématiques,  qui 
vient  de  finir.  C'est  à  Bruxelles  l'année  dernière,  à  la  troisième 
conférence  interalliée  des  Académies  scientifiques,  que  la  propo- 
sition fut  faite  de  réunir  un  tel  Congrès  à  Strasbourg.  I/Académie 
se  rappelle  que  la  reprise  des  relations  internationales  après  la 
guerre  avait  été  étudiée  longuement  à  Londres  et  à  Paris,  en  oc- 
tobre et  novembre  1918,  dans  deux  conférences  interacadémiques, 
où  figuraient  des  représentants  des  puissances  alors  en  guerre 
avec  les  empires  centraux.  Dans  ces  réunions,  il  fut  insisté  forte- 
ment sur  ce  point  que  les  guerres  antérieures  navaient  pas  détruit 
la  mutuelle  estime  des  savants  belligérants  les  uns  pour  les  autres, 
et  que  la  paix  alors  avait  pu  effacer  après  peu  d'années  les  traces 
du  passé.  «  Mais  aujourd'hui,  concluaient  à  l'unanimité  les  délé- 
gués des  pays  alliés,  les  conditions  sont  tout  autres.  Des  crimes 
sans  nom  vont  laisser,  dans  l'histoire  des  nations  coupables,  une 
tache  que  des  signatures  au  bas  d'un  traité  ne  sauraient  laver. 
Aussi  devrons-nous  abandonner  les  anciennes  associations  inter- 
nationales, et  en  créer  de  nouvelles  avec  le  concours  éventuel  des 
neutres.  »  Tels  sont  les  principes  qui  ont  guidé  les  décisions 
prises  d'abord  à  Londres  et  à  Paris,  confirmées  et  précisées  dans 
une  nouvelle  conférence  tenue  à  Bruxelles  en  juillet  1919.  Un 
Conseil  international  de  recherches  fut  créé,  auc{uel  se  ratta- 
chaient, par  l'adhésion  à  certaines  idées  générales,  mais  en  gar- 
dant une  large  indépendance,  des  Unions  internationales  se  rap- 
portant aux  différents  ordres  de  sciences.  Enfin,  les  nations 
neutres  seraient  priées  d'adhérer  au  Conseil  international  de 
recherches,  ainsi  qu'aux  diverses  Unions'^. 


'  Séance  de  l'AcTclémie  des  S''iences  du  4  octobre  1920. 

'  Pour  le  détail  des  résolutions  prises,  voir  les  Comptes  rendus  des  21  octobre  1918.  9  dé- 
cembre  1918  et  25  août  1919. 
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«  Ce  programme  est  presque  entièrement  ré.ilisé  aujourcrhui. 
Un  orand  nombre  de  pays  ont  adhéré  au  Conseil  international  de 
recherches,  et  diverses  Unions  ont  été  fondées,  dont  en  dernier 
lieu  rUnion  internationale  de  Mathématiques. 

«  C'est  conformément  à  ce  plan  général  que  fut  convoqué  le 
Congrès,  qui  s'est  réuni  à  Strasbourg,  du  22  au  30  septembre.  11 
est  le  premier  Congrès  scientillque  international  léuni  depuis  la 
guerre.  Il  inaugure  un  ordre  nouveau  ne  s'insérant  dans  aucune 
suite  déjà  commencée.  Des  invitations  personnelles  avaient  été 
envoyées  par  le  Comité  national  français  de  Mathématiques  aux 
savants  des  pays  alliés  et  amis.  Nous  n'avons  jamais  dissimulé 
que  nous  entendions  donner  à  ce  Congrès  une  signification  par- 
ticulière en  le  réunissant  à  Strasbourg.  Aussi  avons-nous  été  extrê- 
mement touchés  de  l'empressement  avec  lequel  nos  amis  étrangers 
ont  répondu  à  notre  appel.  Arrivés  dans  cette  ville,  ils  se  sont 
laissés,  comme  nous,  pénétrer  par  l'atmosphère  alsacienne,  et 
beaucoup  se  sont  Tivrés  à  des  réflexions  que,  loin  d'ici,  ils  n'avaient 
pas  été  amenés  à  faire.  Des  liens  plus  intimes  ont  été  formés  qui 
resteront  précieux. 

«  A  tout  point  de  vue,  le  Cong-rès  qui  vient  de  se  terminer  a 
réussi  au-delà  de  nos  espérances.  Nos  diverses  sections  ont  en- 
tendu des  communications  de  liante  importance.  Cinq  conférences 
générales,  extrêmement  brillantes,  ont  été  faites  :  notre  associé 
étranger,  M.  Volterra,  professeur  à  l'Université  de  Rome,  a  parlé 
de  l'enseignement  de  la  Physique  mathématique;  trois  de  nos 
correspondants,  Sir  Joseph  Larmor,  professeur  à  l'Université  de 
Cambridge;  M.  de  la  Vallée  Poussin,  professeur  à  l'Université  de 
Louvain  ;  M.  Dickson,  professeur  à  l'Université  de  Chicago,  ont 
choisi,  comme  sujets  de  leurs  conférences,  l'indétermination  en 
physique,  les  fonctions  à  variation  bornée,  les  relations  entre  la 
théorie  des  nombres  et  d'autres  branches  des  Mathématiques. 
Enfin,  M.  Norlund,  professeur  à  l'Université  de  Copenhague,  nous 
a  entretenus  de  la  théorie  des  équations  aux  dilïerences  finies. 
Toutes  les  communications  et  les  conférences  générales  seront 
réunies  dans  un  Ouvrage  qui  restera  le  témoin  de  l'activité  scien- 
tifique de  ce  Congrès. 

«  M.  le  Ministre  des  Affaires  étrangères,  M.  le  Commissaire 
général  d'Alsace-liOrraine,  M,  le  Maire  et  M.  le  Président  de  la 
Chambre  de  commerce  de  Strasbourg  ont  bien  voulu  s'intéresser 
à  l'œuvre  entreprise.  Nous  avons  aussi  rencontré  un  concours  em- 
pressé auprès  des  diverses  sociétés  industrielles  et  financières, 
ainsi  que  de  nombreux  particuliers,  qui  ont  compris  que,  dans  les 
circonstances  présentes,  la  réussite  de  la  réunion  projetée  impor- 
tail à  l'honneur  de  la  Science  française.  Des  uns  et  des  autres 
nous  avons  reçu  de  larges  subventions.  Je  suis  sûr  d'être  l'inter- 
prète de  l'Académie,  qui  a  pris  une  si  large  part  dans  l'élabora- 
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tion  des  nouveaux  statuts  internationaux,  en  adressant  en  son 
nom  des  remereieinents  à  tous  ceux  (jui  ont  contribué  à  l'éclat  du 
Congrès  de  Strasbourg.  » 


Les  travaux  de  la  Section  de  Mathématiques  et  d'Astronomie 
de  l'Association  française  pour  l'Avancement  des  Sciences. 

Congri's  de  Strasbourg,  'Jlj-'JS  juillet  1920. 

Les  travaux  de  la  Section  de  Mathématiques,  Astrcmomie,  Géo- 
désie, Mécanique,  ont  été  organisés  pai-  le  président,  M.  KscLAXf;oN, 
directeur  de  lObservatoire.  et  le  secrétaire,  M.  A.  OnnAiiDix,  de 
Nancy.  Voici  iiii  l)ref  résumé  des  séances  et  des  23  communica- 
tions : 

M.  EscLAXGOX  souhaite  la  bienvenue  aux  congressistes  et  rap- 
pelle brièvement  la  vie  des  mathématiciens  décédés  depuis  la 
guerre. 

1.  —  M.  A.  VÉnoxxET,  de  Strasbourg,  présente  un  mémoire 
S(ir  la  constitution,  la  formation  et  Vèvolution  des  astres.  —  Les 
astronomes  avaient  appliqué  jusqu'à  présent  au  Soleil  et  aux 
étoiles  la  formule  des'gaz  parfaits,  ou  la  loi  de  Mariotte,  formule 
trop  simple,  inapplicable  aux  hautes  pressions.  M.  Véronnet  a 
utilisé  la  formule  plus  complète  des  gaz  réels.  Il  démontre  qu'au- 
dessous  de  l'atmosphère  visible  il  se  produit  brusquement  un 
accroissement  de  densité,  ce  qui  forme  un  véritable  noyau,  sensi- 
blement homogène,  qui  se  comporte  comme  un  liquide  et  dont  la 
température  ne  dépasse  pas  le  triple  de  la  température  superfi- 
cielle. L'application  des  lois  de  l'énergie  et  du  rayonnement  au 
Soleil  ainsi  constitué,  permet  de  déterminer  le  temps  et  la  tem- 
pérature de  sa  formation  et  de  son  évolution,  ainsi  que  l'évolution 
correspondante  de  la  Terre. 

2  et  3.  —  M.  Navelle  présente  deux  études  :  Considérations  sur 
les  Sciences  dites  stibjectii>es,  et  Sti/-  L'esprit  de  Système. 

4.  —  M.  Véroxnet  présente  une  note  de  M.  Fréchet,  de  Stras- 
bourg, Sur  une  nouvelle  extension  du  théorème  de  Borel-Lehesgue. 
—  Le  théorème  de  Borel-Lebesgue  relatif  aux  ensembles  linéaires 
aVait  été  étendu  dans  ma  thèse  aux  classes  (D).  M.  R.-L.  Moore 
l'a  ensuite  généralisé  pour  la  classe  [(p\.  M.  Fréchet  l'étend  dans 
sa  note  aux  classes  plus  grandes  encore  qu'il  a  appelées  ailleurs 
classes  (H). 

5.  —  M.  .\.  Gérardix  présente  une  communication  de  M.  Ernest 
Lebox,  de  Paris,  Sur  la  Table  des  caractéristiques,   en   rappelant 
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ses  beaux  travaux  précédents  sur  le  même  sujet.  —  «  Dans  une 
Note  que  j'ai  présentée  à  rAcadémie  des  Sciences,  le  6  n)ars  1916, 
[Comptes  rendus,  t.  164,  p.  482),  j'ai  montré  que,  si  la  formule 

K  =  Vv.  +  k 

donne  une  valeur  de  K  supérieure  à  .'iO  029,  on  applique,  lorsqu'on 
n'a  pas  la  Table  des  Cahactéristiques  K>>30  029,  le  théorème 
suivant  : 

«  Ayant  un  nombre  BK  +  1>  K  étant  compris  entre  B  et  B*, 
lorsque  le  quotient  q  et  le  reste  /•,  obtenus  en  divisant  K  par  B, 
sont  tels  que  q  puisse  se  décomposeï-  en  deux  facteurs  K,  et  K, 
dont  la  somme  égale  /•,  le  nombre  BK  -f-  1  est  le  produit  de  deux 
nombres  BK^  -f-  1  et  BK.,  -|-  1  de  la  Table  des  Caractéristiques 
K  <  30  030. 

«  Dans  la  Note  que  je  rédigerai,  je  montrerai  comment  on  trouve 
les  couples  de  caractéristiques  K^  et  K,  où  K^.\<^=zq  et 
K,  +  K,  =  /•.  « 

6.  —  De  M.  \\.  GooR.MAGHTiGH,  de  la  Louvière  (Belgique)  : 
Sur  une  nouvelle  direction  fixe  associée  au.v  hélices  cylindriques. 
—  Soit  une  hélice  de  cylindre  caractérisée. par  la  relation  T  =  aQ 
entre  ses  rayons  ç  et  t  de  courbure  et  de  torsion  ;  on  peut  lui 
associer  une  première  direction  fixe  remarquable,  celle  des  géné- 
ratrices du  cylindre.  Mais  il  existe  une  autre  direction  remar- 
quable, associée  à  l'hélice,  et  sur  laquelle  on  n'a  pas  —  croyons- 
nous  —  attiré  jusqu'ici  l'attention.  On  a,  en  eiFet,  le  théorème 
suivant  : 

Etant  donnée  une  hélice,  il  existe  une  direction  fixe  parallèle  ment 
à  laquelle  on  peut  mener,  à  partir  de  chaque  point  de  la  courbe, 
un  segment  égal  à  l'arc  en  ce  point,  et  telle  que  le  lieu  des  extré- 
mités de  ces  segments  soit  une  courbe  plane. 

Si  l'on  pose 


V«'  +  1     rd.' 


r  ds 


les  cosinus  directeurs  de  cette  direction  par  rapport  à  la  tangente, 
la  binormale  et  la  normale  principale  en  un  point  de  la  courbe, 
caractérisé  par  la  valeur  s  de  l'arc,  sont 

a^  sin  (S  —  1  a  |siu  <s  -{-  \]  a  cos  © 

P   =  ^2     'i      A •  T  = 


7.   —   De   M.   R.   GooRMAGHTiGH,    Sur  la  courbure   des   courbes 
exponentielles  triangulaires.  —  Dans  un  système  de  coordonnées 
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triang-nlaires  projectives  ^, ,  §._,,  S,,  dont  il  est  le  pôle  1,  1,  1), 
nous  considérons  la  eoui'be 

r  -r  r 

aj  e  '1  -j-  a2  e  '2  -1-  «3  e  -3  =  0   ; 

a,,  «2,  «3  désignent  des  constantes,  a  est  Vindice  de  la  courbe,  et 
e  la  base  des  logarithmes  népériens. 

On  montre  d'abord  aisément  que  toutes  les  courbes  correspon- 
dant à  un  mrme  indice  n  et  à  des  valeurs  différentes  de  «, ,  a.,.  «^ 
peuvent  s'obtenir  par  la  translation  d'une  même  courbe. 

La  propriété  remarquable  de  la  courbure  est  la  suivante  : 

La  courbure  d une  courbe  exponentielle  triangulaire  en  l'an 
quelconque  de  ses  points  vaut  n  fois  celle  de  la  conique,  conjuguée 
au  triangle,  qui  passe  par  le  pôle  SI  et  y  a  sa  tan(>ente  parallèle  à 
celle  de  la  courbe  exponentielle  au  point  considéré. 

On  déduit  de  là  que  la  radiale  d'une  courbe  exponentielle  trian- 
gulaire est  une  cubique  et,  qu'en  particulier,  la  trisectrice  de 
G.  de  Longchamps  est  la  radiale  de  la  courbe  représentée,  dans  un 
triangle  de  référence  équilatéral,  par  l'équation  barycentrique 

ef*i  +  ef^^  +  e^^  =  0   . 

8.  —  M.  A.  Gérardix  présente  ensuite  un  mémoire  de  M.  Léon 
AuBRY,  de  Jouy-les-Heims,  Sur  une  erreur  de  Dirichlet.  Son  théo- 
rème sur  la  progression  arithmétique  n'est  pas  démontré.  —  Ce 
théorème  :  «Toute  progression  arithmétique  dont  le  l*^""  terme  et  la 
raison  sont  premiers  entre  eux,  contient  une  infinité  de  nombres 
premiers  »  se  trouve  Journal  de  Lioui'ille,  t.  4,  1839,  p.  39.3-422. 
Dirichlet  prouve  bien  d'abord  que  pour  6\>  i  et  seulement  ]>  1, 
à  cause  de  la  converaence  de  la  série 


on  a  l'équation 
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-  +  -+-  +  •••  +  77  + 
1^       2*       :r  h' 


II L_^=v„;/1^L  (1) 

1  -  .;/i  «' 


mais  ensuite  il  admet  (loc.  cit.,  p.  408  et  411)  que  pour  la  valeur 
de  s  choisie  dans  sa  démonstration  on  a  log.  L^  :=:  oo  ;  or  si  l'on  a 
log.  Lq  =  00  ,  on  a  à  beaucoup  plus  forte  raison  L^  =  oc  et  comme 
par  construction  Lo<C|^(s),  on  a  encore  à  plus  forte  raison  la  série 
^(.s)  =  30  et  non  convergente  pour  cette  valeur  de  s\  donc,  la 
démonstration  de  (1),  basée  sur  la  convergence  de  ^  .v  ne  s'ap- 
plique pas  pour  cette  valeur  de  s  et  n'est  pas  concluante. 

L'Enseignement   mathéni.,  21"  année  ;    i92(l.  14 
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9,  10,  11.  —  M.  A.  Géhaudin,  de  Nancy,  présente  trois  Notes  : 
Résultats  acquis  depuis  1012  avec  les  machines  à  congriiences 
A.  Gèrardin.  Modèle  de  démonstration.  —  Un  très  grand  nombre 
de  problèmes  darithmétiqne  supérieure  sont  résolus  par  la  solu- 
tion eu  nouibres  entiers  d'équations  de  la  forme 

ax-  -\-  bx  -\-  c  z=:  y-   . 

.1  ai  fait,  à  propos  de  mes  machines,  diverses  communications 
importantes  aux  divers  congrès  précédents,  français  et  étrangers. 
J'ai  donné  la  théorie  complète  dès  1900,  et  ensuite  la  pratique  à 
l'aide  de  mes  machines  à  congruences,  fonctionnant  depuis  les 
premiers  mois  de  J912  (les  premières  tant  en  France  qu'à  l'étran- 

Basées  sur  une  mosaïque  théorique  et  pratique  très  simple,  la 
solution  est  acquise,  automatiquement,  par  une  colonne  entière- 
ment blanche,  dès  que  toutes  les  conditions  sont  réalisées.  Elles 
travaillent  à  raison  de  200  résidus  par  seconde,  et  l'une  d'entre 
elles  fournit  la  liste  indéfinie  des  nombres  premiers. 

Résultats  acquis:  Plus  de  six  mille  équations  étudiées  et  com- 
plètement résolues,  etc. 

Un  congressiste  propose  '6.v-  —  Ix  —  2:=?/^.  La  mosaïque  im- 
médiatement établie  donne  les  solutions 

a:  =  3,   6,   22  ,     67  ,   291  ,     918,   ... 
r  =  2  ,  8,  36,  114,  502,  1588  ,   ... 

1 
que  l'on  obtient  aussi  en  partant  de  la  solution   initiale  —  x  z=  — 

et  utilisant  la  méthode  universelle  de  l'auteur. 

Méthode  inédile  de  découverte  des  facteurs  d'un  nombre  composé 
de  grandeur  quelconque.  Exemples  simples.  —  Comme  suite  aux 
remarquables  travaux  d'Ed.  Lucas  sur  la  «  primalité  »,  j'ai  trouvé 
une  méthode  pour  la  «  factorisation  ».  Elle  ouvre  des  aperçus  si 
nouveaux  sur  les  procédés  à  employer  pour  trouver  rapidement 
les  facteurs  de  nombres  de  certaines  formes,  par  exemple,  qu'on 
ne  pourra  se  rendre  compte  que  plus  tard  du  nombre  des  tliéo- 
rémes  ainsi  découverts.  Il  y  a  des  questions  de  limite. 

La  forme  M  =  2rt^ — 1  ne  donne  que  des  nombres  composés 
pour  a  =9,  89,  881,  etc.  ;  les  M  et  les  a  me  sont  donnés  par  des 
séries  récurrentes  faciles,  les  facteurs  se  lisent  immédiatement. 
La  méthode  donne  au  premier  essai  lidentité  des  nombres  d'Euler, 
Aurifeuille,  Sophie  Germain  et  d'innombrables  et  curieuses  séries 
dont  les  premiers  éléments  peuvent  être  fournis  par  les  machines 
à  congruences  de  l'auteur. 

Méthode  inédite  donnant  la  solution  minima  de  x^  —  Ay'^=  -\- 1,  et 
équations  analogues.  —   J'ai  annoncé  en  1917  cette  méthode  dans 
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Y  Enseignement  niatJiènuitique  et  dans  Vlntei  niédiaire  des  Mathé- 
maticiens. Km  J912,  W  hitford  avait  publié  la  biblio<riaphie  de  celte 
question  classique  icomme  thèse  avec  ses  travaux  personnels), 
donnant  en  80  pages  de  texte  la  liste  des  300  mathématiciens  qui 
avaient  étudié  le  problème.  Le  volume  2  de  Vllisloire  delà  théorie 
des  i\omb/es  de  M.  L.  E.  Dickson,  (jui  va  paraître,  en  donnera  le 
résumé. 

La  méthode  des  fractions  continues  est  impraticable.  Ma  mé- 
thode utilisant  des  «  écfuations  doubles  »  est  facile  et  extrême- 
ment féconde  car  la  solution  minima,  qui  peut  être  donnée  par 
mes  machines  à  congriiences  fournissant  une  solution  du  présent 
problème,  en  donne  une  infinité  pour  des  séries  factorisables  et 
pour  des  séries  récurrentes.  De  nombreux  exemples  inédits  sont 
montrés. 

Ces  trois  méthodes  juxtaposées  donnent  des  instruments  de 
travail  très  précieux  pour  les  recherches  difficiles,  en  nombres 
entiers,  de  la  Théorie  des  Nombres. 

12.  —  M.  A.  Gérardix  parle  enfin  de  ses  Jeux  scientifiques 
inédits  A. -G.,  suf  les  nombres  entiers  (Drapeau  du  Japon,  Jeu  de 
Paille-Maille,  le  Cache-Cache,  etc.).  —  Je  ne  parlerai  ici  que  de 
certains  jeux  formant  une  suite  naturelle  aux  jeux  d"Ed.  Lucas,  un 
des  ancêtres  de  TAssociation  française  pour  l'Avancement  des 
Sciences.  Le  «Gaulois»,  r«  Abricot  »,  le  ;;  Drapeau  du  Japon» 
sont  des  «  types  »  de  jeux  où  Ion  devine,  par  juxtaposition  de 
cartons  perforés  d'après  certaines  lois  mathématiques,  soit  une 
lettre,  un  mot  ou  un  nombre  pensé. 

Le  «  Cache-Cache  »  et  le  >(  Faille-Maille  »  répondent  aux  mêmes 
conditions,  mais  donnent  de  plus  des  mots  français  à  lettres  ou  à 
syllabes  permutables. 

Une  dernière  série  de  «jeux  de  cartes»  a  été  indiquée,  pour 
«prises  de  dates»,  pendant  la  guerre.  Notre  premier  envoi  de 
trois  jeux,  rédigé  aux  armées,  a  obtenu  une  médaille  de  vermeil 
au  Concours  Lépine  de  191G. 

13.  —  M.  MiLLON  :  Sur  le  calcul  de  l'dge  des  astres. 

14.  —  M.  H.  MuLLER,  de  Grenoble  :  Le  Cadran  solaire  du  Lycée 
de  filles  de  Grenoble.  —  Le  cadran  solaire  du  Lycée  de  filles  de 
Grenoble,  dessiné  en  1673,  par  un  Jésuite,  le  R.  P.  Bonfa,  est  peu 
connu.  Il  vient  d'être  classé  (mars  1920;  comme  monument  histo- 
rique. 

Le  cadran  donne  les  heures  françaises  en  noir,  les  heures  ita- 
liques en  rouge,  les  heures  babyloniques  en  jaune.  Des  arcs  d'hy- 
perbole indiquent  les  signes  du  zodiaque:  les  saisons  et  les  mois 
sont  aussi  indiqués. 
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On  y  voit  encore  les  calendriers  de  la  Société  de  Jésus,  de  la 
Vierge  et  du  Roi;  les  heures  du  lever  et  coucher  du  soleil  et  celles 
des  crépuscules;  les  maisons  célestes  et  une  table  des  épactes.  Le 
calendrier  civil  de  la  lune  permet  de  calculer  rapidement  làge  de 
cet  astre  et  enfin,  lllorlooe  nouvelle,  œuvre  peut-être  unique, 
donne  «  la  situation  de  la  lune  par  le  soleil,  celle  du  soleil  par  la 
lune  et,  pour  l'un  et  pour  l'autre,  les  jours  de  la  lune  dans  le  monde 
entier  ». 

Le  cadran  du  Lycée  de  filles  de  Grenoble  couvre  environ  cent 
mètres  carrés  de  surface.  Des  plans  permettent  de  se  rendre 
compte  de  l'importance  de  ce  travail. 

15.  —  M.  René  Thirv,  de  Strasbourg,  présente  une  Note  :  Sur 
un  point  particulier  de  la  théorie  des  tourbillons.  —  Sa  communi- 
cation a  pour  but  détndier  une  contradiction  lelevée  par  M.  J. 
Weingarten  entre  ses  résultats  et  ceux  des  géomètres  anglais  sur 
un  point  de  la  théorie  des  mouvements  d'un  anneau  de  tourbillon 
circulaire  infiniment  mince  dans  un  liquide  incompressible,  au 
repos  à  l'infini.  On  trouve  que  la  vitesse  de  translation  de  l'anneau 
est  infiniment  grande  par  rapport  à  celle  des  particules  centrales, 
et  ]\L  Weingarten  trouvait  pour  la  partie  principale  de  cette  vitesse 
une  valeur  double  de  celle  des  auteurs  anglais.  La  note  conclut  à 
l'exactitude  de  cette  dernière  valeur,  tout  en  conservant  la  vali- 
dité des  autres  résultats  de  M.  Weingarten. 

16.  —  M.  A.  Gérardix  présente  le  fort  intéressant  volume  de 
MM.  H.  Brocard  et  T.  Lemoyxe  :  Courbes  géométriques  remar- 
quables (courbes  spéciales)  planes  et  gauches,  en  rappelant  les 
beaux  comptes  rendus  de  M.  Buhl  (Ens.  Math.i  et  M.  Bricard 
(Noui>.  Ann.  Math.). 

17.  —  M.  EscLANfiox  :  Sur  l'organisation  des  études  astrono- 
miques à  l' Observatoire  de  Strasbourg.  —  Visite  de  l'Observatoire 
par  les  congressistes,  exposé  des  remaniements  importants  en 
voie  d  exécution,  et  des  intéressants  projets  en  vue. 

M.  A.  Gérardix  présente  enfin  les  six  communications  suivantes  : 

18.  —  G.  Clapier,  Sur  les  surfaces  de  révolution  à  courbure 
moyenne  constante. 

19.  —  Salmin,  Le  flambage  des  poteau. r  en  treillis  chargés  en 
bout. 

20.  —  Cdt.  Litre,  Sur  la  loi  des  aires  établie  à  posteriori. 

21.  —  H.  Tripier,  Sur  l'application  de  la  méthode  des  approxi- 
mations successives  à  la  résolution  des  équations  numériques. 

22.  —  G.  David,  à  Auxerre,  Sur  les  sphères  inscrites  et  circons- 
crites au  dodécaèdre  et  à  l'icosaèdre. 
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23.  —  Dki.ai'oh  ru  (I>i<^iie  (Ihionos,  Paris),  Suf  la  rèfniine  du 
calendrier. 

Le  piochain  congirs  doit  se  tenir  à  lionen.  [>e  piésident  de  sec- 
tion sera  M.  Lklieuvih;,  le  secrétaire  M.  A.  (iicitAitoiN. 


Société  mathématique  suisse. 

Nciic/idld.  :il  août  1020. 

[^a  Société  inathéniatique  suisse  a  tenu  sa  dixième  réunion  ordi- 
naire à  Nenchàtel,  le  31  août  1920,  sons  la  présidence  de  M.  le 
Prof.  Louis  Ciuîi.iEii  (Berne),  à  l'occasion  de  la  cent-unième  assem- 
blée annuelle  de  la  Société  helvétique  des  Sciences  naturelles.  Le 
programme  de  la  partie  scientifique  comprenait  douze  communi- 
cations. En  voici  les  résumés. 

1.  —  D'Ch.  \\  ilm(;i:ns  (Berne).  —  Sur  l'interprétation  du  temps 
iinii^ersel  dans  la  théorie  de  la  /elatii'ité.  —  Si  dans  la  transfor- 
mation de  Loreiitz 

X  =  ^i(x'  -f-  %u')    ,  //  =  '■j{u'  -)-  OLx')    ,  y  =:  y'   ,  z  :=:  z'    . 

OÙ 

1 


cj   ,  a'  =  c^t'   ,  ac-Q  =  r   ,  [J  = 


1  —  a2   ' 
Cp  désignant  la  vitesse  de  la  lumière,  on  pose 

H  =z  et  -\-  r  II'  =  c't  —  r 

on  arrive,  tout  calcul  fait\  aux  relations 

X  ^=  x'  +  (■/  il) 

c„  fi  —  1  3  —  1 


i  —  i  c„          3-1 


a,3  p  cL\i 


X 


Supposons  l'observateur  placé  sur  S.  Comme  tous  les  points  de 
S'  sont  au  repos,  on  a 

A^-'  =  0  A-  =z  At  .  |3) 

Les  horloges   marchent  donc   toutes  également  vite.    Les   for- 


1  Ch.  Wii.LiGENs.  Interprétation  géométrique  du  temps  universel  dans  la  théorie  de  la 
relativité  restreinte.  Archives  des  sciences  physiques  et  naturelles,  5°  période,  vol.  2,  juillet- 
août  1920. 
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mules  (2)  mettent  en  évidence  le  caraclère  de  la  relativité,  à  savoir 
un  déphasage  par  rapport  à  rhorloi^e  locale  de  l'observateur.  En 
outi'e,  il  résulte  de  fo)  que  ce  mode  de  mesure  du  temps  doit  con- 
duire aux  mêmes  éciuations  difTérentiellcs  que  si  l'on  introduit  le 
paran)ètre  /. 

Les  relations  2),  linéaires  en  .v .  .t' ,  r,  i'  et  /  représentent  des 
droites  dans  les  diao-rammes  de  Minkowski.  Ce  sont  des  droites 
de  simultanéité  absolue.  L'auteur  s'est  proposé  d'étudier  l'en- 
semble formé  par  ces  droites,  lorsfpie  la  vitesse  v  de  S'  prend 
toutes  les  valeurs  possibles.  Il  est  commode  d  introduire  des  inia- 
qi Maires  en  posant 

1  1  —  /y 


h  = 


m  =  Icf  o 


1  -f-  a-  ah 

b  =  cos  2(p. 

La  transformation  de  Loientz  représente  la  rotation  du  système 
d'axes  (,r,  CqT)  d'un  angle  2(p  autour  de  l'origine.  La  première 
relation  (2)  prend  la  forme 

—  -   1  +  »'- 


représentant  une  parallèle  à  la  bissectrice  de  .xO.v' .  Supposons  t 
constant  et  faisons  varier  m.  La  droite  enveloppe  une  courbe 
définie  par  les  relations  : 


X  =  c^t 


un 

0  '  (1    _    ,„2|2 


t-    T   =    C^t 


1  —  4;m-  ^  m^ 


m-'f 


Si  t  varie  on  obtient  des  courbes  homothétiques  par  rapport  à 
l'origine,  le  rapport  dhomothétie  étant  t.  Pour  un  système  S' 
donné  on  aura  les  droites  de  simultanéité  en  menant  à  ces  courbes 
les  tangentes  parallèles  à  la  bissectrice  de  .vO.i'.  On  n'a  qu'une 
seule  de  ces  tangentes  par  courbe. 

Si  on  n'introduit  pas  les  imaginaires,  les  axes  O.r'  et  Ou'  sont 
conjugués  par  rapport  aux  hyperboles  équilatères  : 


»2  =  1 


u-  =  —  l 


Les  droites  de  simultanéité  sont  représentées  par  une   relation 
de  la  forme  : 

1   —  H--  |5  —  i 

c,.  =  ..x  +  c,t^--^^  ?-  =  —^ 

elles  sont  parallèles  à  la  droite  joignant  les  points  d'intersection 
de  Ou  et  Ou'  avec  l'une  des  hyperboles  et  ont  pour  enveloppe 


X  =   C,J 


"   (1  4-  [J.' 


c,-.  =  c^t 


1  _|_  4jjl2  —  a" 

1 1  -t-  </-]- 


c II noNi (>  u i: 
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Ce  sont  des  hypocycloïdes  à  tiois  ichroiissemenls  homollié- 
tifiiios  par  rapport  à  l'origine,  hélant  rappoit  d  horiiothétio. 

On  voit  que  /  est  indépeiidaiil  de  a,  et  (pie  seules  les  dioites  de 
sirjHiIlaiiéité  en  dépendent. 

Kn  particulier,  si  «  =  ()  on  a  /// =  ^tt  =  0.  tz=ix.  Les  valeurs  de 
t  sont  donc  identiques  aux  valeurs  de  r  quand  on  ne  s'occupe  pas 
du  système  S'. 


2.   —  Prof.  G.  PôLYA  (Zurich  .   —   Sur  les  fondions  entiëres.   — 

Soit  g{z)  ^  <7q  +  a^  z  -\-  a„z'^  -(~  ('3'-^  +  •■•   *"ic  fonction  entière, 

M(/')  le  maximum  de  \f^{z)  \  dans  le  cercle  |  z  |  <  /", 

N(/')  le  nombre  de  zéros  de  g[z]  dans  le  même  cercle, 

«(/•)  l'indice  du  plus  grand  des  termes  I  (V^  | ,  jr/,!/-,   j  (7.,  !/-.*... 

.- —  Iglg  M(r)  ,,       , 
^  =  hm j — ^ —  1  ordre  apparent  de  g[z). 

I.   D'un  théorème  général  sur  les  suites  infinies  découlent  les 
inégalités  suivantes 


S  A  \  liin 


Ig  M|/-| 


=,-^^  IgM"- 


11 


lgM(/)  = 


<  A 


(2) 


Il  existe  une  fonction  (p  A]  s'annulant   pour  ^  =:  0.  1,  2,  3,  ., 
positive,  quand  A  n'est  pas  entier,  et  telle  que 


On  a 


lim  .  ^'.'r'     >  ?(A) 


lgM|, 


?(A) 


si  11  ~\ 


pour     0^A<1 


o'-A 


?(A) 


-AMA-1,+./    ,^ 


A-i 


r/.r 


+  xl 


i  <  A 


Les  inégalités  données  ne  sauraient  être  resserrées  davantage, 
le  signe  =  étant  valable  pour  certaines  fonctions  particulières. 
Par  exemple,  les  inégalités  (2)  et  '3)  se  changent  en  égalités  pour 
g[z\  respectivement  pour  l^{\/z);  o'z]  désigne  la  fonction  de 
]\  eierstrass,  un  carré  étant  pris  comme  parallélogramme  des  pé- 
riodes, §(3)  désigne  la  fonction  de  Hieinann. 


II.  Si  !-'!"+ 


+  ...  + 


'"+1 


4"  ...  converge,    le   genre   de 


g\z)  est  0  ou  i.  La  démonstration  de  cette  proposition  se  base  sur 
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un  théorème  dalii^èbre  de  M.  J.  Schiir.  Une  autre  démonstration 
se  basant  sur  des  considérations  moins  particulières  serait  dési- 
rable, parce  qu'elle  devrait  probablement  s'écarter  des  méthodes 
usuelles. 

3.  —  Prof.  L.  LicHTExsiEix.  (Berlin).  —  Sur  les  problèmes  mathé- 
matiques concernant  la  forme  des  corps  célestes.  —  Le  problème 
de  la  forme  des  corps  célestes  a,  depuis  la  découverte  du  calcul 
infinilésimal.  occupé  nombre  de  mathématiciens  éminents,  au 
XVIII'  siècle  Mac  Laurin,  D'Alembert,  Claiiaut,  Legendre  et, 
surtout,  Laplace  qui  consacra  à  cet  objet  le  tome  II  de  sa  «  Méca- 
nique céleste  ».  Au  XIX*"  siècle,  des  recherches  de  Dirichlet, 
Jacobi,  Liouville  et  Riemann  sur  la  figure  ellipsoïdique  d'un 
fluide  tout  d'abord,  puis  surtout,  des  tiavaux  de  Poincarê  (1885) 
et  de  Lia  pou  no/f'  iSS^    amenèrent  un  nouveau  progrès. 

Dans  un  travail  connu  des  Acta  matematica  1885)  Poincarê 
énonce  le  théorème  suivant  :  Soit  T  ujie  figure  d'équilibie  d'un 
fluide  homogène  tournant  avec  la  vitesse  angulaire  w.  En  général 
à  toute  valeur  voisine  de  w,  disons  w  -f~  ^^'>>  correspond  une 
figure  d'équilibre  T,  voisine  de  T.  Dans  certains  cas  cependant 
à  û)  -j-  Jo)  peuvent  correspondre  plusieurs  ou  aucune  figure  T,. 
(^ft)  >  0  ou  Aw  <C  0).  En  T  se  présente  une  «bifurcation  delà 
figure  d'équilibre  ».  La  démonstration  que  donne  Poincarê  de 
ses  théorèmes  fondamentaux  n'a  guère  qu'une  valeur  heuristique. 
Dans  le  cas  spécial  des  ellipsoïdes  de  Mac  Laurin  et  de  Jacobi,  la 
démonstration  complète  a  été  donnée  par  Liapoiino/f  dans  une 
suite  de  travaux  fondamentaux,  qui  parurent  entre  1903  et  1916. 
Les  travaux  de  Liapounoff"  contenaient  en  outre  la  solution 
complète  du  problème  de  la  stabilité  dans  sa  forme  ordinaire,  de 
même  que  de  nombreuses  considérations  accessoires  —  tout  cela 
pour  les  ellipsoïdes  fluides. 

Dans  doux  travaux  parus  dernièrement,  [Mathematische  Zeit- 
schrift  Bd  1  (1918)  et  Bd  7  (1920)]  j'ai,  entre  autres  choses,  démon- 
tré les  théorèmes  de  Poincarê  pour  une  figure  d'équilibre  quel- 
conque. La  méthode  de  démonstration  repiésente,  en  partie,  une 
généralisation  et  une  simplification  de  la  méthode  de  Liapounoff; 
d'autre  part,  elle  introduit  plusieurs  points  de  vue  nouveaux,  en 
particulier  quant  à  la  théorie  du  potentiel.  Les  moyens  dont  on 
dispose  dès  lors  permettent  d'obtenir  la  solution  exacte  d'un 
grand  nombre  de  problèmes  classiques.  On  peut  considérer  la 
confirmation  de  la  Théorie  de  Laplace  concernant  l'anneau  de 
Saturne  comme  le  plus  important  de  ces  résultats.  Laplace  le 
premier  a  étudié  les  figures  d'équilibres  possibles  d'un  anneau 
fluide  tournant  autour  d'un  axe,  et  trouvé  que  sa  section,  en  pre- 
mière approximation,  est  elliptique.  Plus  tard,  Madame  S.  Kowa- 
lewsky  a  poussé   l'approximation   un   pas   plus  loin.   L'existence 
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de  figures  crôquilibres  en  anneau  est  aussi  peu  prouvée  par  ces 
travaux  que  par  ceux  postérieurs  de  P<tincaré. 

Comme  autre  résultat,  nous  citerons  la  confirinalion  de  la 
théoiie  de  la  I^une,  de  Laplace. 

On  peut  admettre  qu'il  serait  maintenant  aussi  possible  de 
traiter,  entre  autres  et  de  façon  relativement  simple,  des  anneaux 
qui  ne  soient  pas  nécessairement  homogènes,  en  particulier  des 
anneaux  gazeux. 

4.  —  Prof.  L.  G.  Du  Pasquier  (Neuchâtel).  —  Sni-  les  idéaux  de 
nonihtes  hypeicoinplexes.  —  Rn  cherchant  à  étendre  à  tous  les 
systèmes  de  nombres  complexes  les  propriétés  des  nombres 
entiers,  comme  Gauss  Pavait  fait  avec  un  plein  succès  pour  les 
nombres  complexes  ordinaires,  les  géomètres  découvrirent  que 
certains  systèmes  ne  se  prêtent  pas  à  cette  généralisation.  Par 
exemple,  la  décomposition  d'un  nombre  complexe  entier  en 
facteurs  premiers,  décomposition  toujours  possible,  nest  pas 
toujours  univoque.  Il  en  résulte  qu'un  produit  peut  être  divisible 
par  un  nombre  entier  sans  qu'aucun  des  facteurs  ne  le  soit,  et 
quantité  d'autres  irrégularités.  La  théorie  des  idéaux,  comme  on 
le  sait,  fait  tomber  ces  anomalies  par  un  ingénieux  changement  de 
méthode.  En  faisant  intervenir  des  idéaux  de  nombres,  c'est-à- 
dire  certains  ensembles  de  nombres  entiers,  à  propriétés  caracté- 
ristiques bien  déterminées,  au  lieu  d'opérer  sur  les  nombres 
considérés  isolément,  Dedekind  réussit  à  rétablir  la  simplicité 
arithnomique  qui  se  manifeste  dans  l'arithmétique  ordinaire.  — 
Le  domaine  oîi  la  théorie  des  idéaux  est  applicable  avec  succès 
embrasse  tous  les  corps  de  nombres  algébriques  dont  on  s'est 
occupé  jusqu'ici  :  d'une  part,  les  systèmes  où  se  maintient  l'an- 
cienne théorie  des  nombres,  qui  ne  fait  pas  intervenir  le  concept 
d'idéal,  d'autre  part  une  infinité  de  systèmes  où  cette  ancienne 
arithmétique  n'est  pas  valable.  Aussi  croyait-on  la  théorie  des 
idéaux  d'une  efficacité  absolue,  lorsqu'il  s'agissait  d'obtenir  une 
arithnomie  régulière.  Or,  il  existe  des  systèmes  de  nombres 
complexes  à  multiplication  associative,  distributive  et  commuta- 
tive,  et  contenant  les  nombres  réels  comme  sous-groupe,  où 
même  la  théorie  des  idéaux  ne  conduit  pas  à  une  arithmétique 
simple  comparable  à  la  classique.  —  Soit,  dans  l'un  de  ces 
systèmes,  a  un  idéal  non  principal.  Il  peut  arriver  que  la  série  de 
ses  puissances  successives 

rt,  a-,  a^ , ,  fl«,    ad  in  fin  . 

ne  contienne  aucun  idéal  principal.  L'un  des  fondements  de  la 
théorie  de  Dedekind  est  ainsi  détruit.  Le  conférencier  indique  le 
système  le  plus  simple  possible  de  nombres  complexes  où  cela  se 
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produit,  et  termine  sa  coinmiinicalion  en  sii>nalant  quelques 
problèmes  nouveaux  qui  sur<;issenl  de  ce  fait  dans  le  domaine 
des  nombres  complexes  généraux. 

5.  —  D''  G.  TiFiicv  (Genève).  —  Une  nonvelle  propriété  des 
courbes  orhiforines.  —  i.  On  appelle  orhiforines  des  courbes  fer- 
mées convexes,  de  largeur  constante.  Leur  équation  polaire  tan- 
gentielle  séciit  : 

joiw)  =  rt[l  +  /■(«)]    ,  avec  f\<ù  +  :;)  =  —  {[<<■,]    . 

Considérons  un  point  M  de  contact  se  mouvant  sur  une  orbi- 
forme,  de  telle  manière  que  langle  polaire  tangentiel  augmente 
proportionnellement  au  temps:  0-)^=  Bt  -\-  m^\  la  projection  P  du 
point  M  sur  un  axe  est  animée  d'un  mouvement  oscillatoire,  au- 
quel nous  donnerons  le  nom  de  nioiiveinent  harmonique  dorhi- 
fornie. 

2.  Considérons  plusieurs  mouvements  harmoniques  d'orbiformes, 
d'amplitude  a.  différentes,  d'époques  tangentielles  f .  différentes, 
mais  de  même  période  tangentielle  : 

Pi  =  «,-Li  +  f]\''^i}\  ■        %•  =  '■>  +  ^i  ■ 

Composons  les  normales  p.;   soient  OS   la  résultante,   OR   sa 

projection  sur  l'axe  des  .r,  et  ON  sa  projection  sur  Taxe  des  y. 

Puis,  donnons  à  m  un  accroissement  tt;  et  composons  les  nou- 
veaux rayons  vecteurs  tangentiels  />.(&).  -{-  tt)  ;  soient  OS'  la  résul- 
tante, OH'  et  ON'  ses  projections  sur  les  axes  de  coordonnées. 

En  posant  : 

S«^.  cos  i-  =  A  cos  £   ,  Yia^  sin  h^  =  A  sin  £   , 

on  obtient  : 

ïrÛ  =  2A  cos  («  +  £1    .  ÎVN  =  2A  sin  {'.>  +  £)    . 

On  trouve  donc  la  propriété  que  voici  :  le  sei(nie/if  de  droite  SS' 
est  de  longueur  constante  égale  à  2A  ;  et  l'angle  qui  l'oriente  pré- 
sente une  différence  constante  f  —  s.)  avec  chacune  des  phases  m.. 

D'ailleurs,  le  rayon  vecteur  tangentiel  OS  ne  définit  pas  une  orbi- 
forme. 

3.  On  tiouve  facilement  que  la  distance  de  l'origine  à  la  droite 
SS^  vaut  : 

or  il  vient  : 

P/,,))  +  P('.)  +  ::)  r=  0   . 
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La  courbe  ein'eloppe  de  la  droite  SS'  est  donc  une  courbe  d'en- 
vergure nulle,  c'est-à-dire  n'admeltaiit  qu'une  seule  et  unique 
tangente  parallèle  à  une  direction  donnée. 

Par  conséquent,  les  courbes  convexes  parallèles  à  la  courbe 
P(ft)),  et  les  développantes  convexes  de  cette  même  courbe,  seront 
de  nouvelles  orbiformes. 

k.  Dans  le  cas  oii  les  f.  sont  égaux,  les  rayons  p.  sont  portés  par 
la  même  droite  ;  alors  : 

P('o)  =  0    , 

et  la  résultante  OS  des  rayons  p  définit  directement  une  noui>elle 
orbiforme,  de  largeur  2A  =^22a.. 

Si  Pest  le  point  animé  du  mouvement  harmonique  dOrbif'orme 
•final,  et  si  P^.  sont  les  points  animés  dos  mouvements  harmo- 
niques donnés,  on  a  en  outie  : 

OP  =  i: OP..  . 

On  remarquera  que  Ténoncé  de  ce  théorème  est  identique  à 
celui  de  la  loi  de  Fresnel,  donnant  la  composition  de  plusieurs 
mouvements  harmoniques  simples  de  même  période. 

6.  —  PImch  (Urbana,  U.  S.  A.).  —  Sur  les  incidences  de  droites  et 
de  courbes  algébriques  planes  dans  l'espace  et  les  surfaces  qui  en 
résultent.  —  I.uroth  '  a  traité  des  problèmes  de  cette  sorte  pour  le 
cas  le  plus  simple  des  sections  coniques.  Par  l'emploi  systéma- 
tique de  formules  d'incidence,  sous  une  forme  é'égante,  Kmch 
réussit  à  obtenir,  non  seulement  tous  les  résultats  de  Liiroth, 
mais  des  résultats  généraux  pour  les  courbes  de  /i'""  ordre,  par 
une  méthode  analytique  relativement  simple.  Voici  quelques-uns 
de  ses  principaux  résultats  : 

1.  Le  système  de  plans,    tels    que  chacun  coupe 1-  1 

droites  indépendantes  clans  l'espace  en  'des  points  situés  sur  une 

7  7  7  /•  7  7  7  "^     +     ^^'     +     2U 

courbe  du  n'"''  ordre  est  une  surface  de  la.  classe . 

o 

2.  Les  courbes  planes  de  n"""  ordre,  dont  les  plans  passent  pa r  une 

,       .       ,.                    .                       nin  -j-  3)     ,       .         .     , ,  ,  ,  „ 

droite  fixe  et  qui  coupent droites  indépendantes  dans  l  es- 

7                            /■          7>       7       n^  +  ''"^  4-211 
pace,  engendrent  une  surface  d  ordre  ^ . 

3.  Les   courbes  planes  de   n""^   ordre  qui  coupent  x 1-  2 


^  Sur    le    nombre   des   coniques    qui    coiipeat  8    droites   dans  l'espace.    Journ.  de  Crille. 
p.  185-19-2  11868). 
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droites  indépendantes  dans  l' espace,  chacune  en  un  point  simple, 
forment  une  surface  développable  de  la  classe 

«2(2^*  +  12«3  _j_  i7„2  _  3,j  ^  8) 
Ï8  ■ 

,       , .              ,          .        n  (  n  +   3  )     ,     „      ,       .  •     ï .  I  7  1, 

'i.  Etant  données  x +  3  droites  indépendantes  dans  l  es- 
pace, il  existe 

»^(/i^  +  3»  4-  2M»^  +  6/t^  +  4»^  —  1.5«  +  4) 

_ 

courbes  de  /i'"^  ordre  coupant  chacune  de  ces  droites.  Dans  le  cas 
n  =  2  (Liiroth)  ce  nombre  est  92. 

5.  Soient  les  courbes  planes  de  n™''  ordre  gui  coupent  une  courbe 

7  7  -7  7  •  "  (  '1     ~l~     1  )         1  t  J  ■  •        J  ' 

plane  donnée  de  n""'  ordre  en  n  points  et  ^ 1-  1  droites  indé- 
pendantes dans  l'espace;  les  plans  de  ces  courbes  forment  une  sur- 
face de  la  classe  -. . 

'  b 

6.  Même  énonce  que  le  précèdent  avec 1-  1  droites  in- 
dépendantes dans  l'espace;  la  surface  est  développable  et  de  la 

,            1)2  (4n*  +  12n3  +   lOn^  +  24n   +  49) 
classe  ^r^ . 

7.  //  existe 

n^(%n^  +  36/i^  +  66/i^  +  99/t^  +  123/;^  +  89/;   -^  343) 
216 

courbes  planes  de  n'"^  ordre,  cjul  coupent  une  courbe  plane  donnée 

de  n'"*'  ordre  en  n  points  et   ^ — -  -\-  3    droites    indépendantes 

dans  l'espace. 
En  particulier  : 

8.  Il  existe  175  cercles  coupant  6  droites  indépendantes  dans 
l'espace, 

7.  —  Prof.  F.  GoxsETH  (Berne).  —  Sur  une  application  de  l'équa- 
tion de  Fredholni.  —  Il  s'agit  de  la  détermination  d'une  solution 
de  l'équation  différentielle 

d"r  rf'^-'r 

— -■ 1-  a{x) ■-  -|-  ...  +  /(x  r  =  m{x) 

lorsque  la  fonction  inconnue  doit,  pour  n  valeurs  données  de  x , 
prendre  n  valeurs  données  d'avance. 
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La  méthode  générale  est  exposée  sur  l'équation  du  'à"  ordre  : 

p,  +  ap,  +  l^+cr  =  d  (1) 

dx"  a.r-  d.x 

y  prenant  les  valeurs  //, ,  //j,  y^  pour  .^•  =:  .r, ,  .r^,  x^. 
On  considère  l'expression 


y  =  fAlxs\f{s)ds  +  Y(x)  (2) 


où  la  fonction  A(.rs),  en  général  continue,  a  pour  s^^x  une  dis- 

•    .      ,    \     T\  -  îiA{xs)  ù-A(xs) 

continuité  af.r  .  De  même  et  5—^  présentent    au    même 

'  dx  bx''       * 

endroit  les  discontinuités  |S(a:)  et  y(x']. 

Quant  à  la  3^  dérivée  partielle,  elle  est  supposée  identiquement 
nulle. 

Dans  ces  conditions,  A(:cs)  est  de  la  forme 

/j  {x  —  a)-  -\-  7«j  [x  —  S)  -\-  «j  pour     s  ^  X 

Zjl^  —  s)-  +  m^ix  —  s)  4-  «2  pour     s  >  x 

/, .  m^,  n^  ;  /.^ ,  ««j  et  n^  étant  des  fonctions  arbitraires  de  s,  dont 

seules  les  différences  l^  —  ^1  =  ^r  •••  etc.,  joueront  un  rôle  dans 

la  suite. 

Dérivons  l'équation  (1)  trois  fois  de  suite  :  nous  obtenons 

/"+  OL(x\f"{x)  +  [[^x)  +  •2oL'{x)]r{x)  +  [y(.r)  +  ^[x]  +  f{x}]f{x) 

=  V"{x) 

que  nous  identifions  avec 

y  +  a{x}f"{x)  +  h{x)f'(x)  +  c\x)f{x)  =  d{x)   . 

Les  a,  b ,  c  déterminent  a!r),  /S'^r)  et  y(.r)  ;  quant  à  V[.r)  on  peut 
lui  ajouter  sans  rien  modifier  à  la  dernière  équation,  une  fonction 
arbitraire  dont  la  dérivée  troisième  soit  nulle.  Nous  remplaçons 
donc  (2i  par  : 


y  =   /  A{xs)  f{s\ds  -|-  Cjix  —  x^]{x  —  x^]  -\-  C^ix  —  x^H,-i'  —  -^'i' 

+  C^(x  —  x^)[X  —  .r,)  +  ^ix)  (4) 

exprimant  que  pour  x  =  :i\,  .t.,,  .^g,  y  prend  des  valeurs  détermi- 
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nées,  on  calcule  C^ ,  C,  et  C3.  Ceux-ci  étant  introduits,  l'équation 
(4]  prend  la  forme  : 


r=fA{x.s)f(s](Hs)  +  \(x)  ; 


et  la  fonction  /"ne  joue  aucun  rôle  dans  A  et  V.  Nous  avons  donc 
la  possibilité  de  remplacer  /par  ?/  et  l'équation  de  Fredholm 

j(-^-)  =fA{x-s)y{s)cis  +  V]^) 

résout  la  question.  , 

La  méthode  est  susceptible  de  diverses  généralisations. 

8.  —  Prof.  C.  Cailler  (Genève).  —  Su/'  un  théorème  relatif  à  la 
série  hijpergéométriq ue  et  sur  la  série  de  Kiunmer.  —  L'auteur 
donne  diverses  généralisations  de  la  formule,  obtenue  par  lui,  il 
y  a  quelques  années 

1 

Ç-:'-\\  -  f/-'F(a,  p,  Y,r.)F[a',  [i',  y',j(l-z)]rfz 
0 


IT  +  y'  -  i 
laquelle  a  lieu  sous  réserve  des  conditions 

a   +  a'  ^  ,S  +  1^5'  =:  Y  +  y'    . 

Parmi  ces  extensions  citons  la  suivante 

1 

Çzi-\\  —  =r^'-'F(a,  p,  Y,  x<)F(a',   fi',  y',    1  -  z)dz 

0 

_(Y-l|!(Y-l)!(Y  +  /-a^-r^^-l)!p,     ,    ...        ,      .'«,4.,/      J .  r\ 

qui  a  lieu  moyennant  la  relation  j3  +  /S'  =  y  +  y',  et 

1 
f-^~^n  —  =/"'  F(a,  y;  .r=)K[a',  y';   rll  —  z)]dz 
0 

_(Y-1)!(y--1)!    .  ._ 

-      (^  + y'-  1)!     ^   ^l«'  r  +T  .  J       *)  • 
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Dans  cette  dernière,  F  est  la  fonction  de  Kuinmer 

0.  —  Prof.  C.  CAii.t.Kn  Genève).  —  Sur  un  théorème  de  cinéma- 
tique. —  M.  C.  Cailler  rappelle  d'abord  les  définitions  classiques 
pour  la  vitesse  dun  point,  d'un  plan  et  d'une  droite.  Cette  der- 
nière est  une  quantité  complexe  formée  à  l'aide  dune  unité  c  telle 
que  «"-  z=  0. 

Une  droite  appartient  à  un  axe  a  lorsqu'elle  rencontre  l'axe  sous 
un  angle  droit,  un  point  et  un  un  plan  appartiennent  au  même 
axe  s'ils  y  sont  contenus. 

Ces  définitions  étant  admises,  imaginons  qu'un  point  p,  un 
plan  CD,  une  droite  à  fassent  partie  d'un  solide,  tandis  cjue  l'axe  a 
auquel  ils  appartiennent  soit  fixe  dans  l'espace. 

Xous  avons  alors  le  théorème  suivant,  en  quatre  parties,  dont 
seule  la  première  est  classique. 

1"  La  projection  sur  a  de  la  vitesse  d'un  point  p,  appartenant  à 
a,  est  la  même  quel  que  soit  ce  point.  Soit  g''  cette  projection 
constante. 

2"  La  projection  sur  a  de  la  vitesse  angulaire  dun  plan  appar- 
tenant à  a  est  la  même  quel  que  soit  ce  plan.  Soit  g'  cette  projec- 
tion constante. 

3°  La  projection  sur  a  de  la  vitesse  linéaire  d'une  droite  appar- 
tenant à  a  est  la  même,  quelle  que  soit  la  droite.  Soit  g  cette 
projection  constante. 

4**  Entre  les  trois  (piantités  »■,  g' ,  g" ,  dont  la  première  est  com- 
plexe et  les  autres  réelles,  existe  la  relation 

a  <t'    4-     r  <t" 

O    —  O        \^    '  O        • 

10.  —  Prof.  Michel  Pi.axchekel  Fribourg)  et  Edwin  Strassle 
(Stans).  —  Sur  Vintégrale  de  Poisson  pour  la  sphère.  —  (/intégrale 
de  Poisson 

1      /*  1 ;.2 

^  ~  g  1  —  Àr  cos  o:>  -\-  r- 

définit,  lorsque  u{d-,(p)  est  intégrable  au  sens  de  Lebesgue  sur  la 
surface  sphérique  S  de  rayon  1,  une  fonction  harmonique  à  Lin- 
térieur  de  S  et  l'on  sait  que  U  ;/•,  &,  cp  -*  u  d^,  cp  presque  partout, 
lorsque  /• — >•  1,  en  particulier  aux  points  de  continuité  de  u  x)-,  (p  . 
Il  ne  semble  pas  que  l'étude  de  la  limite  pour  /• — ►  1  des  dérivées 

^n^q^  !'■•  ^'  *)  = ^Jt  été  faite.  La  méthode  employée  par 
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M.  de  la  Vallée  Poussin  dans  le  cas  du  cercle  ne  peut  êtie  utilisée 
sur  la  sphère.  On  peut,  il  est  vrai,  étudier  ces  dérivées  par  une 
méthode  directe  ;  malheureusement  les  calculs  deviennent  immé- 
diatement très  longs  et  la  méthode  ne  semble  applicable  avec 
succès  que  pour  les  petites  valeurs  de  p-\-q.  Cette  méthode  a  ce- 
pendant l'avantaoe  de  conduire  à  des  résultats  très  généiaux  dans 
lesquels  interviennent  les  déiivées  généralisées  de  u. 

Une  méthode  plus  simple  repose  sur  la  lemarque  suivante  :  Si 
dans  un  domaine  ^  de  S,  //  est  une  fonction  analytique  du  point 
(5^,  y),  l*  (/•,  &,  <jp)  est  prolongeable  analytiquement  à  travers  2.  De 
cette  remarque,  à  conclure  que  dans  le  cas  particulier  où  ii  est 
analytique,  on  a  dans  ^,  D  ,  U(r,  ^,95) — *  D  ,  //  (^,  <jp)  lorsque 
/■  — *  1,  il  n'y  a  qu'un  pas. 

Si  u  possède  au  point  (i9,  (p)  une  différentielle  totale  d'ordre 
n  ^^  p  -{-  q,  on  décomposera  à  Taide  de  la  formule  de  Taylor  a  en 
deux  parties  :  u  =  n^^  -\-  r^^  telles  que  ii^  soit  analytique  et  qu'au 
point  (^,  y)  d^  11^^  ■=  d^^  u  [ç^/i].  U  se  décomposera  d'une  manière 
corrélative  en  deux  parties  :  U  :=  U^^  +  R^,.  On  aura  au  point  (&,  y) 

D„  ,  „  U„  — >■  D„ ,  ^  //,.  =  D    ,      //.  Or,  on  peut  montrer,  à  l'aide  des 

p+q      "  p+1    'i  p  +  q  '  '  ' 

1  ,2 

propriétés    du    facteur    de    discontinuité r ; — :,    que 

^      ^  1   —  2r  cos  co   +  r-      ^ 

D„  ,  „  R .  — *■  0  lorsque  /■  — ►  1.  On  obtient  ainsi  le  théorème. 

p-\-q       II  "1 

En  tout  point  fS^,  (p)  on  u  possède  une  différentielle  totale  d'ordre 
n  =  p  +  q,  on  a  D^  ,     U  (r,  ^9^,  tf)  — >■  D     ,      u  \&,  (p)  lorsque  r  — *■  1. 

Laissant  de  côté  un  théorème  analogue  concernant  la  conver- 
gence uniforme  de  D    ,     U  vers  D    ,     //  nous  lemarquerons,  pour 

=>        _  _  p  +  q  p  +  q  ^  '  ' 

terminer,  que  si  //  r^  2XJ&.  y)  est  le  développement  formel  de  u 
en  série  de  Laplace,  on  a  U  (/•,  d,  (pi  =1:  2  r"  X,^  {&-,  y).  Par  consé- 
quent, le  procédé  de  sommation  de  Poisson  est  applicable  au 
calcul  des  dérivées  de  tout  ordre  de  //,  là  où  elles  existent. 

lia  même  méthode  peut  s'appliquer  à  l'étude  des  dérivées  dans 
d'autres  procédés  de  sommation,  tel  celui  dans  lequel  le  facteur 
de  convergence  /"  de  Poisson  est  l'emplacé  par  e~"  '  {t — ►  0). 

11.  —  Prof.  Michel  Plancheiiel  (Fribourg).  —  Une  question 
d'Anali/se.  —  Lors  de  recherches  sur  l'inscription  d  un  carré  dans 
une  courbe  plane  lermée  et  d'un  octaèdre  régulier  dans  une  sur- 
face fermée,  j'ai  été  amené  à  résoudre  dans  un  cas  particulier  le 
problème  suivant. 

Soit  1/  =  fi.r]  une  courbe  continue  et  univoque  dans  l'intervalle 
a  ^  .V  ^  b,  telle  que  dans  cet  intervalle  fix)  ^  0  et  que  f{a)  =  f{b) 
=  0.  Soient  M,,  M^,  deux  points  mobiles  sur  cette  courbe,  assu- 
jettis à  avoir  à  chaque  instant  /  les  mêmes  ordonnées.  A  l'instant 
t  =  0,  M^  se  trouve  au   point  {n,o),   Mj  au   point   (/»,  o).   Peut-on 
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coordonner  les  mouvements  de  ces  deux  points  de  maniéie  ii  ce 
qu  ils  se  rencontrent? 

Le  problème  est  équivalent  à  la  détermination  de  deux  fonc- 
tions <3^,  (/),  ^^[^  continues  dans  l'intervalle  0^^<  1,  telles  que 
pour  0^  «^  1 

a  ^  <J>i  \t]  ^  \>.     a  ^  «t>2  {i)<>t> 

f\^\[i\]  =  f{%{l)) 

et  que,  pour  /  ::=  0 

<i>,  (Oi  =  a,     <î>2  lOi  =  b      ' 

et  pour  t  :=  i 

<^J  (1)  =  h,     <ï),  (1)  =  «   . 

Si  f  .r  n'a  qu'un  nombre  fini  d'extrémas  dans  {a,b],  la  résolu- 
tion du  problème  est  immédiate.  Il  s'agirait  de  savoir  si  la  seule 
hypothèse  de  la  continuité  de  f{.v)  est  suffisante  pour  assurer  la 
possibilité  du  problème  ;  si  non,  quelles  conditions  supplémen- 
taires devraient  être  ajoutées. 


12.  —  R.  WAvriE    Xeuchàtel  .   —  S(ir  les  développements  d'une 
fonction  analytique  en  série  de  polynômes.  —  Soit 


une  fonction  analytique  définie  par  son  développement  de  Taylor 
au  voisinage  de  x  =  0. 

On  sait,  en  vertu  d'un  important  théorème  de  Mittag-Lefller, 
que  l'on  peut  donner  de  fi.i]  un  développement  en  série  de  poly- 
nômes représentant  cette  fonction  dans  tout  le  plan  sauf  sur  des 
droites  joignant  ses  points  singuliers  au  point  à  l'infini. 

Soit 

00 

M[/-(x)]  =  2  '^o«''o  +  ci„«,x  +  ...  +  c„„«„x") 


un  tel  développement. 

M.  Paixlevé  posait  en  1905  la  question  suivante^  :  Existe-l-il  un 
développement  M  tel  que,  quel  que  sohfu], 

M'[/-|T)]  =  M[/-'(,r|]   . 
La  réponse  est  négative.   En  effet,  un  pareil  développement  serait 

^  Leçons  sur  les  fonctions  de  variables  réelles,  par  M.  E.  Rorel,  Note  do  M.  Painlevê. 
L'Enseignement  nialhém..  21'  année;  1920.  15 
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2  ('-'o/i^o  +  «'oi^-ij^i-^  +  •■■  4-  fo««„-^-") 


V 


appliqué  ;i  la  fonclion ,  il  divergerait  pour  |.r|  >>  1. 

Remarque.  —  I/auteur  a  obtenu,  peu  après  la  réunion  de  Neu- 
chàtel,  des  résultats  plus  importants  en  cherchant  des  développe- 
ments en  série  de  polynômes  d'un  type  particulier. 

13.  —  D'"  S.  Bays  (Fribourgj.  —  Sur  les  systèmes  cycliques  de 
triples  de  Stelnei-.  —  La  question  de  déterminer  le  nombre  des 
systèmes  de  triples  de  Steiner  différents  semble  encore  loin  d'être 
résolue.  White'  a  montré  que  pour  N  =  ,31  déjà,  le  nombre  des 
systèmes  de  triples  différents  dépasse  37  X  10'^.  Cole,  avec  White 
etCummings-,  a  obtenu  les  systèmes  de  triples  différents  pour 
N  =  15  ;  leur  nombre  est  80.  Pour  une  classe  particulière  de  solu- 
tions du  problème  des  triples  de  Steiner,  les  systèmes  de  triples 
cycliques,  la  question  paraît  déjà  plus  aisée.  Pour  N  =  6/j  +  1, 
premier  (ou  de  la  forme  p**),  j'ai  une  méthode  permettant  d'obtenir 
les  systèmes  cycliques  de  Steiner  différents.  KUe  est  basée  princi- 
palement sur  l'emploi  des  substitutions  métacycliques  (substitu- 
tions de  la  forme  |.r,  a-\-^x\,  ^  premier  avec  N)  :  et  elle  donne  en 
même  temps  les  groupes  de  substitutions  qui  appartiennent  à  ces 
systèmes.  Jusqu'ici,  à  deux  exceptions  près,  ces  groupes  ne  sont 
jamais  que  des  diviseuis  du  groupe  métacyclique.  Dans  un  pre- 
mier travail^,  j'avais  obtenu  les  systèmes  cycliques  diflerents  pour 
les  premières  valeurs  de  N,  jusqu'à  N  =  31  ;  j'ai  depuis  appliqué 
la  méthode  aux  cas  N  =37  et  N  =  43.  Mes  résultats  jusqu'ici  sont 
ainsi  contenus  dans  le  tableau  suivant  : 


7 

1 

1 

1 

1 

13 

2 

1 

1 

1 

19 

3 

2 

4 

4 

31 

5 

8 

64 

80 

37 

6 

32 

455 

820 

43 

7 

157 

3067 

9514 

S  z=:  nombre    des    systèmes    cycliques    de 
triples  de  Steiner  différents. 

S'  rrr  nombre   des   systèmes  de  caractéris- 
tiques. 

S"r=  nombre  des  systèmes  de  caractéris- 
tiques irréductibles. 


25  I   4   I       2 


15 


12 


»  Transactions  of  the  Amer.  Mathem.  Society,  vol.  X.\I,   (1),  1915,  p.  13. 
2  Proceedings  of  the  National  Academy  of  Sciences,  vol.  III,  1916,  p.  197. 
»  Comptes  Rendus,  tome  165,  p.  S'iS,  du  22  cet.  1917. 
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I.e  nombre  S",  nombre  des  systèmes  de  caractéristiques  irré- 
ductibles l'un  à  Vautre  par  les  substitutions  d'un  groupe  cyclique 
que  je  note  j  j.r,  ax\  |,  a  premier  avec  X,  et  où  j'entends  par  l'élé- 
ment a  la  valeur  absolue  du  plus  petit  reste  positif  ou  négatif  de  a 
niod.  Xj,  est  maintenant  le  nombre  intéressant  du  problème.  Le 
nombre  S  des  systèmes  cycliques  de  Steiner  différents  n'est  plus 
qu'une  fonction  simple  des  systèmes  S".  J'entrevois  une  simplifi- 
cation dans  la  recherche  de  ces  systèmes  S"  qui  permettra  d'effec- 
tuer encore  la  recherche  pour  le  nombre  premier  suivant  X  =  61, 
sans  exiger  trop  de  temps.  Peut-èti*e  alors  les  données  seront-elles 
suffisantes  pour  chercher  à  découvrir  la  fonction  S"  de  X  X  pre- 
mier) .* 

Etats-Unis.  —  Thèses  de  doctorat. 

Pendant  l'année  universitaire  1910-1920,  les  universités  améri- 
caines ont  décerné  10  doctorats  es  sciences,  traitant  plus  particu- 
lièrement de  sujets  de  mathématiques.  Kn  voici  la  liste  d'après 
The  American  math.  Monthly  (XXII,  11)  :  E.  M.  Berry  (lowa)  : 
Diffuse  Reflection.  —  J.  D.  Bond  Michigan  :  Plane  trigonometry 
in  Richard  Wallingford's  Quadri  partium  de  sinibus  demonstratis. 

—  J.  Dour.LAS  Columbiaj  :  On  certain  two-point  properties  of  gê- 
nerai families  of  curves.  —  T.  C.  Fry  iWisconsin  .•  The  use  of 
divergent  intégrais  in  the  solution  of  difTerential  équation.  — 
G.  GiBBExs  (Chicago  :  Comparison  of  différent  line-geometric 
représentations  for  functions  of  a  complex  variable.  —  C.  F.  Greex 
(Illinois;  :  On  the  summability  and  régions  of  summability  of  a 
gênerai  class  of  séries  of  the  form  'S.Cng  x  -f-  n  .  —  J.  ^^^  Lasley 
(Chicago)  :  Some  spécial  cases  of  the  flecnode  transformation  of 
ruled  surfaces.  —  E.J.  McFarlaxd  (California)  :  On  a  spécial 
quartic  curve.  —  J.  J.  Nassau  (Syracuse)  :  Some  theorems  in  alter- 
nâtes. —  C.  A.  Xelsox  (Chicago)  :  Conjugale  Systems  with  con- 
jugale axis  curves.  —  E.  L.  Post  Columbia  :  Introduction  to  a 
gênerai  theory  of  elementary  propositions.  —  M.  Rambo  Michi- 
gan) :  The  point  at  infînity  as  a  regular  point  of  certain  différence 
équations  of  the  second  order.  —  L.  L.  Steimley  (Illinois;  :  On  a 
gênerai  class  of  séries  of  the  form  Wn^  =  Cq  +  2Cng  /i.r' .  — 
J.  L.  Walsh  (Harvard  :  On  the  location  of  the  roots  of  the  jaco- 
bian  the  two  binary  forms.  —  R.  Woods  (Illinois  :  The  elliptic 
mocular  functions  associated  with  the  elliptic  norme  curve   E". 

—  r.  Yaxg  (Syracuse)  :  A  problem  in  differental  geometry. 

Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Alleniag'ne.  —  M.  J.  BAt:scHixGER,  anciennement  professeur 
d'Astronomie  à  l'Université  de  Strasbourg,  a  été  appelé  à  la  chaire 
d'Astronomie  de  l'Université  de  Leipzig. 
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M.  A.  Ki.vsTEix  a  été  nommé  membre  correspondant  de  la  So- 
ciété danoise  des  Sciences. 

M.  E.  FiscHKK,  professeur  à  l'Université  d'Erlangen,  a  été 
nommé  professeur  ordinaire  de  mathématiques  à  l'Université  de 
Colotfue. 

M.  A.  FôppL,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Mu- 
nich, prend  sa  retraite. 

M.  R.  GitAMMKL,  privat-docent  à  TUniversilé  de  Halle,  a  été 
nommé  professeur  ordinaire  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Stuttoarl. 

M,  G.  KowALEWsKi,  professeur  à  l'Université  allemande  de 
Prai^ue,  a  été  nommé  professeur  ordinaire  à  l'Ecole  technique 
supérieuse  de  Dresde. 

M.  H.  LiEB.MANx  a  été  nommé  professeur  ordinaire  de  Mathéma- 
tiques à  l'Université  de  Heidelberg. 

M.  \V.  LiETZMAxx,  directeur  de  l'Ecole  réale  supérieure,  a  été 
chargé  de  cours  pour  la  didactique  des  sciences  mathématiques  à 
l'Université  de  Gœttingue. 

M.  R.-R.  Plaxck  a  été  nommé  membre  correspondant  de  la  So- 
ciété danoise  des  Sciences. 

M.  E.  Steixitz,  professeur  à  lEcole  technique  supérieure  de 
Breslau,  a  été  nommé  professeur  ordinaire  de  Mathématiques  à 
l'Université  de  Kiel. 

M.  R.  Weitzexbôck,  professeur  à  l'Université  de  Prague,  a  été 
nommé  professeur  ordinaire  de  Mathématiques  à  l'Ecole  tech- 
nique supérieure  de  Graz. 

France.  —  A  l'occasion  du  Congrès  international  de  mathé- 
maticiens tenu  à  Strasbourg,  en  septembre  1920,  la  Société  des 
Sciences,  Agriculture  et  Arts  du  Bas-Rhin,  fondée  en  1799,  a 
nommé  membres  d'honneur:  MM.  L.  Crelier,  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Berne,  président  de  la  Société  mathématique  suisse; 
Dickson,  professeur  à  l'Université  de  Chicago  ;  G.  Kœ\i(;s,  membre 
de  rinstitut,  professeur  à  la  Sorbonne;  J.  Lar.mou,  professeur  à 
l'Université  de  Cambridge;  Noiîluxo,  professeur  à  l'Université  de 
Lund,  Suède;  E.  Picahd,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des 
Sciences,  professeur  à  la  Sorbonne;  C.  De  Ea  Vallée  Poussin, 
professeur  à  l'Université  de  Eouvain  ;  Volterra,  professeur  à 
l'Université  de  Rome. 

Ecole  normale  supérieure.  —  M.  Emile  Borel  a  été  n(»mmé  di- 
recteur honoraiie  de  l'Ecole  normale  supérieure.  On  sait  que  c'est 
M.  Vessiot  qui  a  été  appelé  aux  fonctions  de  sous-directeur  en 
remplacement  de  M.  Borel. 

Nécrologie. 

M.  M.  Krause,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Dresde,  est  décédé  le  2  mars  1920,  dans  sa  69"  année. 
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J.  Pkimîy.  —  M.  .lolin  Perry,  professeur  émérite  de  Mécanique 
et  de  xMathémaliques  au  Royal  Collège  of  Science,  South  Ken- 
sinyton,  Londres,  est  décédé  le  ^  août  1020,  à  l'àtre  de  soixante- 
dix  ans.  De  1875  à  1879  il  fut  professeur  de  Mécanique  au  Japon 
au  Collège  impérial  des  ingénieurs,  et  de  1881-90  professeur  de 
Mécanique  et  de  Mathématiques  au  City  and  Guilds  of  London 
Technical  Collège,  Finsbury.  —  Perry  prit  une  part  importante 
à  la  réforme  de  l'enseignement  mathématique  en  Angleterre. 
Dans  plusieurs  de  ses  conférences  et  écrits,  il  s'éleva  contre  l'en- 
seignement trop  dogmatique  de  la  Géométrie.  Il  s'attacha  princi- 
palement aux  questions  touchant  à  l'enseignement  technicjue 
moyen  et  supérieur  en  vue  d'une  meilleure  orientation  vers  la  pra- 
tique. Parmi  ses  ouvrages,  nous  citerons  les  suivants  :  Practical 
Mechanics  (18831,  Spinning  Tops  1890j,  Calculus  for  Engineers 
(1897,  traduit  en  allemand  et  en  russe),  Applied  Mechanics  1897, 
traduit  en  allemand  et  en  français),  Practical  Mathematics  1899- 
1910),  Elementary  Practical  Mechanics  (1913  ,  Rngland's  Xeglect 
of- Science  (1900),  Discussion  on  the  Teaching  of  Mathematics 
(1901). 

K.  RoHx,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Leipzig, 
est  décédé  le  4  août  1920,  à  l'âge  de  65  ans.  Il  avait  été  piofesseur 
à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Dresde  de  1885  à  1905.  On  lui 
lui  doit  un  traité  de  Géométrie  descriptive,  bien  connu,  publié  en 
collaboration  avec  M.  Papperitz. 

M.  Hcrmann  Struve,  directeur  de  l'Observatoire  de  Berlin- 
Babelsberg  et  professeur  d'Astronomie  à  l'Université  de  Berlin 
depuis  1904,  est  décédé  le  12  août  1920,  à  l'âge  de  66  ans.  H.  Struve 
était  le  fils  deO.W.  Struve  (1819-1905),  correspondant  de  l'Institut 
de  France,  directeur  de  l'Observatoire  de  Poulkowa,  petit-fils  de 
l'astronome  F.  G.  AV.  Struve  (1793-1864)  et  frère  de  L.  Struve, 
directeur  de  l'Observatoire  de  Kharkow.  Né  à  Poulkowa  le  3  oc- 
tobre 1854,  il  entra  à  l'Observatoire  de  son  père  en  1877.  En 
1895,  il  fut  appelé  au  poste  de  professeur  à  l'Université  et  de 
directeur  de  l'Observatoire  de  Kœnigsberçr. 
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FRANCE 

Les  nouvelles  unités  légales  de  mesures  industrielles.  (Système  M.  T.  S.) 

Une  loi  du  2  avril  1919  et  uu  décret  du  26  juillet  suivaut  ont  institué  de 
nouvelles  unités  légales  de  mesures  répondant  aux  nécessités  du  commerce 
et  de  l'industrie.  Ces  nouvelles  unités  comprennent  les  unités  géométriques, 
mécaniques,  électriques,  calorifiques  ot  optiques.  Elles  constituent  le  Sys- 
tème appelé  M.  T.  S.  (mètre,  tonne,  seconde),  calquées  sur  le  Système 
C.  G.  S.  'centimètre,  gramme,  seconde) ;  le  centimètre  est  remplacé  par  le 
mètre  et  le  gramme  par  la  tonne,  ces  unités  étant  mieux  adaptées  aux 
besoins  de  l'industrie. 

Dans  une  Notice  ^  insérée  dans  V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour 
l'an  1920,  M.  Lallemakd  fait  un  exposé  historique  des  préliminaires  du 
nouveau  système  dont  les  principes  directeurs  ont  été  exposés  à  la  Confé- 
rence internationale  des  Poids  et  Mesures  tenue  à  Paris  en  1913.  Il  montre 
quelles  sont  les  particularités  du  nouveau  système  légal  des  unités  indus- 
trielles. «  Vu  les  grands  avantages  qu'il  présente  sur  tous  les  autres  sys- 
tèmes, au  double  point  de  vue  de  la  simplicité  et  de  l'homogénéité,  on  est 
en  droit  d'espérer  le  voir,  dans  un  temps  prochain,  adopté  par  toutes  les 
nations  ayant  adhéré  déjà  au  Système  métrique.  » 

On  trouve  à  la  lin  de  la  Notice  le  Tableau  général  des  Unités  légales  de 
mesures,  dressé  en  exécution  de  la  Loi  du  2  avril  1919. 

Nous  nous  bornerons  à  reproduire  ci-après  les  principaux  articles  de 
cette  loi  et  du  Décret  du  26  juillet  1919.  La  loi  est  en  vigueur  depuis  le 
27  juillet  1920. 

I.    Loi   du   2  avril   1919,   fixant   les  unités  principales. 

Les  unités  principales  sont. les  unités  de  longueur,  de  masse,  de  temps, 
de  résistance  électrique,  d'intensité  de  courant,  d'intervalle  de  température 
et  d'intensité  lumineuse,  telles  qu'elles  sont  définies  dans  le  tableau  ci- 
dessous  ; 

Longueur.  —  L'unité  principale  de  longueur  est  le  mètre. 

L  étalon  pour  les  mesures  de  longueur  est  le  mètre,  longueur  définie  à.  la 
température  de  0  degré  par  le  prototype  international  en   platine   iridié   qui 


•  En  vente  séparément  à  la  librairie  Gauthier-Villars,  Paris,  1920;  l'r.  2,50  -|-  majoration 
temporaire  de   100  "/o- 
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a  été  sanctionné  par  la  Conférence  générale  des  Poids  et  Mesures,  tenue  à 
Paris  en  1889,  et  qui  est  déposé  au  pavillon  de  Breteuil,  à  Sèvres. 

L'unité  de  longueur,  de  laquelle  seront  déduilcs  les  unités  de  la  méca- 
nique industrielle,  est  le  mètre. 

Masse.  —    L'unité  principale  de  masse  est  le  /iilogiamme. 

L'étalon  pour  les  mesures  de  masse  est  le  kilogramme,  masse  du  proto- 
type international  en  platine  iridié  qui  a  été  sanctionné  par  la  Conférence 
générale  des  Poids  et  .Mesures,  tenue  à  Paris  en  1889.  et  qui  est  déposé  au 
pavillon  de  Breteuil,  à  Sèvres. 

L'unité  de  masse,  de  laquelle  seront  déduites  les  unités  de  mécanique  in- 
dusliielle,  est  la  tonne  qui  vaut  1  000  kilogrammes. 

Temps.  —  L'unité  principale  de  temps  est  la  seconde.  La  seconde  est  la 
fraction  1/86400  du  jour  solaire  moyen. 

L'unité  de  temps,  de  laquelle  seront  déduites  les  unités  de  la  mécanique 
industrielle  est  la  seconde. 

Electricité.  —  Les  unités  principales  électriques  sont  :  Vohin,  unité  de 
résistance,  et  l'ampère,  unité  d'inten.silé  de  courant,  conformément  aux  réso- 
lutions de  la  Conférence  des   Unités   électriques,  tenue  à  Londres,  en  1908. 

L'étalon  pour  les  mesures  de  résistance  est  Vokm  international,  qui  est 
la  résistance  offerte  à  un  courant  électriqvie  invariable  par  une  colonne  de 
mercure  à  la  température  de  la  glace  fondante,  d'une  masse  de  14.4521 
grammes,  d'une  section  constante,  et  d'une  longueur  de  106.300  centimètres. 

h' ampère  international  est  le  courant  électrique  invariable  qui,  eu  pas- 
sant à  travers  une  solution  de  nitrate  d'argent  dans  I  eau  dépose  de  1  argent 
en  proportion  de  0,001,118.00  gramme  par  seconde. 

Température.  —  Les  températures  sont  exprimées  en  degrés  centésimau.x. 

Le  degré  centésimal  est  la  variation  de  température  qui  produit  la  cen- 
tième partie  de  l'accroissement  de  pression  que  subit  une  masse  d'un  gaz 
parfait,  quand  le  volume  étant  constant,  la  température  passe  du  point  0° 
(température  de  la  glace  fondante)  au  point  100°  (température  d'ébullition 
de  leau),  tels  que  ces  deux  points  ont  été  définis  par  la  Conférence  géné- 
rale des  Poids  et  Mesures  de  1889  et  par  celle  de  1913. 

Intensité  lumineuse.  —  L'unité  principale  d'intensité  lumineuse  est  la 
bougie  décimale,  dont  la  valeur  est  le  vingtième  de  Vétalon  Violle. 

L'étalon  pour  les  mesures  d'intensité  lumineuse  est  l'étalon  Violle,  source 
lumineuse  constituée  par  une  aire  égale  à  celle  d'un  carré  d'un  centimètre 
de  côté  prise  à  la  surface  d  un  bain  de  platine  rayonnant  normalement  à  la 
température  de  solidification,  conformément  aux  décisions  de  la  Conférence 
internationale  des  Electriciens,  tenue  à  Paris  en  1884,  et  du  Congrès  inter- 
national des  Electriciens,  tenu  ;»  Paris,  en  1889. 

n.   Décret  du   26  juillet  1919  FiXAiN'T  les  unités  seco.ndaires. 

Les  unités  secondaires  de  mesure  se  subdivisent  en  unités  géométriques, 
de  masse,  de  temps,  mécaniques,  électriques,  calorifiques,  optiques;  ces 
unités  sont  énumérées  et  définies  ci-après  : 

Unjtés  géo.métriques.  —  Superficie.  —  L'unité  de  superficie  est  le  mètre 
carré. 

Le  mètre  carré  est  la  superficie  contenue  dans  un  carré  de  1  mètre  de  côté. 

Pour  le  mesurage  des  surfaces  agraires,  le  décamètre  carré  peut  être 
appelé  are. 
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Volume.  —  L'unité  de  volume  est  le  inclre  ciihe. 

Le  mètre  cube  est  le  volume  contenu  diins  un  cube  de  1  mètre  ce  côté. 

Pour  le  mesurage  des  bois,  le  mètre  cube  peut  être  appelé  slère. 

Pour  le  mesurage  des  liquides,  des  céréales  et  des  matières  pulvérulentes, 
le  décimètre  cube  peut  être  appelé  litre. 

Angle.  —  L'unité  d'angle  est  l'angle  droit. 

L'angle  droit  est  l'angle  formé  par  deux  droites  qui  se  coupent  en  for- 
mant des  angles  adjacents  égaux.  La  centième  partie  de  l'angle  droit  s'ap- 
pelle grade.  Outre  le  grade  et  ses  sous-multiples  décimaux,  on  peut  employer 
les  sous-multiples  suivants  de  l'angle  droit  :  le  degré,  qui  est  la  quatre-vingt- 
dixième  partie  de  l'angle  droit. 

La  minute,  qui  est  la  soixantième  partie  du  degré. 

La  seconde,  qui  est  la  soixantième  partie  de  la  minute. 

Unités  de  masse.  —  Masse.  —  Dans  les  transactions  relatives  aux  dia- 
mants, perles  fines  et  pierres  précieuses,  la  dénomination  de  carat  peut 
être  donnée  au  double  décigramme. 

Densité.  —  La  densité  des  corps  s'exprime  en  nombres  décimaux,  celle 
du  corps  qui  possède  !a  masse  de  une  lonne  sous  le  volume  de  1  mèlre  cube 
étant  prise  pour  vinilé. 

Dans  les  transactions  commerciales,  le  nombre  de  degrés  alcoométriques 
d'un  mélange  d'alcool  et  d'eau  pure  correspond  au  titre  volumétrique  de  ce 
mélange,  à  la  température  de  15°,  suivant  l'échelle  volumétrique  centési- 
male de  Gay-Lussac,  définie  par  l'article  premier  du  décret  du  27  décembre 
1884  et  par  le  tableau  annexé  au  dit  décret. 

Unité  de  temps.  —  Outre  la  seconde,  unité  principale,  on  peut  employer 
Li  minute  qui  vaut  60  secondes  et  Vlieure  qui  vaut  60  minutes. 

Unités  mécaniques.  —  Force.  —  L'unité  de  force  est  le  sthène. 

Le  sthène  est  la  force  qui,  en  une  seconde,  communique  à  une  masse 
égale  à  une  tonne  un  accroissement  de  vitesse  de  1  mètre  par  seconde. 

Energie.  —  L'unité  principale  est  le  Kilojoule. 

Le  kilojoule  est  le  travail  produit  par  un  sthène  dont  le  point  d'application 
se  déplace  de  1  mètre  dans  la  direction  de  la  force. 

Puissance.  —  L'unité  de  puissance  est  le  kilowatt. 

Le  kilowatt  est  la  puissance  que  produit  1  kilojoule  par  seconde. 

Pression.  —  L'unité  de  pression  est  la  pièze. 

La  pièze  est  la  pression  uniforme  qui,  répartie  sur  une  surface  de  1  mètre 
carré,  produit  un  effort  total  de  1  sthène. 

Unités  électriques.  —  Différence  de  potentiel,  force  électromotrice  ou 
tension.  —  L'unité  de  différence  de  potentiel,  de  force  électro-motrice  ou  de 
tension  est  le  \'olt. 

Le  volt  est  la  différence  de  potentiel  existant  entre  les  extrémités  d'un 
conducteur  dont  la  résistance  est  de  1  ohm,  traversé  par  un  courant  inva- 
riable égal  à  1  ampère. 

Le  volt  est  également  représenté  par  le  i'oU  international,  défini  à  la  Con- 
férence de  Londres,  et  dont  la  valeur  peut  être  considérée,  comme  égale  a 
la  fraction  1/1,01850  de  la  force  électromotrice,  prise  à  la  température  de 
20°,  de  la  pile  de  Weston  au  sulfate  de  cadmium. 

Quantité  d'électricité.  —  L'unité  de  quantité  d'électricité  est  le  coulomb. 
Le  coulomb  est  la  quantité  d'électricité  transportée  pendant  une  seconde 
par  un  courant  invariable  de  1  ampère. 
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Le  coulomb  est  légaleniont  représenté  par  le  coulonih  international  qui 
correspond  au  dépôt  électrique  de  0,001.118.00  gramme  d'argeiil. 

Ou  peut  encore  employer,  comme  unité  de  quantité  d'éleclricilé  ïanipère- 
heure,  qui  vaut  3.600  coulombs  et  représente  la  quantité  d'électricité  trans- 
portée en  une  heure  par  un  courant  de  1  ampère. 

Unités  calokii  iquks.  —  Température.  —  Pour  les  températures  supé- 
rieures à  2i0°.  le  degré  centésimal  est  représenté  par  la  variation  de  tem- 
pérature qui  produit  la  centième  partie  de  laccroissement  de  pression, 
subie  par  une  masse  d'hydrogène,  quand,  le  volume  étant  constant,  la  tem- 
pérature passe  de  celle  de  la  glace  pure  fondante  (0°)  à  celle  de  la  vapeur 
d'eau  distillée  en  ébuliition  (100°)  sous  la  pression  atmosphérique  normale  ; 
la  pression  atmosphérique  normale  est  représentée  par  la  pression  d'une 
colonne  de  mercure  de  760  millimètres  de  hauteur,  ayant  la  densité  de 
13,59593  et  soumise  à  l'intensité  nc^rmale  de  la  pesanteur  mesurée  par  une 
accélération  égale  à  9.80665  en  mètres  par  seconde. 

Quantité  de  chaleur.  —  L'unité  de  quanlilé  de  chaleur  est  la  thermie.  La 
thermie  est  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  élever  de  1  degré  la  tem- 
pérature d  une  masse  de  1  tonne  d'un  corps  dont  la  chaleur  spécilique  est 
égale  à  celle  de  l'eau  à  15°.  sous  la  pression  de  1.013  hectopièze  léquiva- 
lente  à  la  pression  normale  représentée  par  une  colonne  de  mercure  de 
76  centimètres  de  hauteur). 

Les  dénominations  de  grande  calorie  et  de  petite  calorie  doivent  être  don- 
nées respectivement  à  la  millithermie  (1/1.000  th.)  et  à  la  microthermie 
(1/1.000,000  th.). 

Dans  les  industries  frigoriliques,  les  quantités  de  chaleur  enlevées  peuvent 
être  évaluées  en  frigories,  la  frigorie  en  valeur  absolue  étant  égale  à  la  mil- 
lithermie. 

Unités  optiques.  —  Intensité  lumineuse.  —  La  bougie  décimale  est  repré- 
sentée par  une  fraction  déterminée  de  la  moyenne  des  intensités  moyennes 
d'au  moins  cinq  des  lampes  étalons  à  incandescence  déposées,  à  cet  effet, 
au  Conservatoire  national  des  Arts  et  Métiers,  la  mesure  étant  laite  per- 
pendiculaii'ement  à  l'axe  des  lampes. 

Flux  lumineux.  —  L'unité  de  flux  lumineux  s'appelle  le  lumen. 

Le  lumen  est  le  flux  lumineux,  émané  d'une  source  uniforme  de  dimen- 
sions infiniment  petites  et  d'intensité  égale  à  une  bougie  décimale,  et  rayonné 
en  une  seconde  dans  l'angle  solide  qui  découpe  une  aire  égale  à  1  mètre 
carré  sur  la  sphère  de  1  mètre  de  rayon  ayant  pour  centre  la  source. 

Eclairemenl.  —  L'unité  d'éclairement  s'appelle  le  lu.r. 

Le  lux  est  l'éclairement  d'une  surface  de  1  centimètre  carré  recevant  un 
flux  de  1  lumen  uniformément  réparti.  Un  phot  vaut  10.000  lux. 

Puissance  des  systèmes  optiques.  —  La  puissance  des  systèmes  optiques 
s'exprime  en  dioptries,  par  linverse  leur  distance   focale  donnée  en  mètres. 

Dispositions  transitoires.  —  Sont  autorisés  à  titre  provisoire,  l'emploi 
et  la  dénomination  des  unités  géométriques  actuellement  en  usage,  ci-après 
énumérées  et  délinies. 

Unités  géométriques.  —  Longueur.  —  Le  mille  marin  dont  la  valeur  con- 
ventionnelle est  1.852  mètres  et  correspond  h  la  distance  de  deux  points  de 
la  terre  de  même  longitude,  dont  les  latitudes  diffèrent  de  1  minute. 

Le  mille  marin  est  le  chemin  parcouru  en  une  heure  par  un  navire  mar- 
chand à  la  vitesse  de  1  nœud. 

Unités    .mécaniques.  —  Force.   —  Le   kilogramme-poids  ou   kilogramme- 
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force,  force  avec  laquelle  une  masse  égale  à  1  kilogi-amme  est  attirée  par  la 
terre. 

Le  kilogramme-poids  est  pratiquement  égal  à  0.98  centisthène. 

Energie.  —  Le  kilogrammèlre,  travail  produit  par  un  kilogramme-force 
dont  le  point  d'application  se  déplace  de  1  mètre  dans  la  direction  de  la 
force. 

Le  kilogrammètre  est  pratiquement  égal  à  9,8  joules. 

Puissance.  —  Le  cheval-vapeur,  puissance  correspondant  à  75  kiiogram- 
mètres  par  seconde. 

Le  poncelet,  puissance  correspondant  à  100  kilogrammètres  par-  seconde. 
Le  cheval-vapeur  et  le  poucelet.  sont  pratiquement  égaux  respectivement  à 
0,735  et  0.98  kilowatt. 

Pression.  —  Le  kilogramme-force  par  centimètre  carré,  pression  prati- 
quement égale  à  0,98  heclo  pièze. 

Pour  la  France,  les  colonies  et  pays  français  de  protectorat,  les  étalons 
légaux  du  mètre  et  du  kilogramme  sont  la  copie  n"  8  du  mètre  international 
et  la  copie  n»  35  du  kilogramme  international  déposées  au  Conservatoire 
national  des  Arts  et  Métiers. 
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Konrad  Br.\ndenberger.  — Didaktik  des  mathematisch-naturwissenschaft- 

lichen  Unterrichts;  Vorlesungen  zur  Einlùhrung  in  den  Miltelschulunter- 
richt,  gehailen  an  der  Eidgenôssisch-Technischen  Hochschule  und  der 
Uuiversitat  Ziirich.  Nach  hinlerlassenen  Aiedei'schriften  zusammenge- 
stellt  von  Frau  Professor  Anna  Brandenberger  und  herausgegeben  durch 
Dr.  Heinrich  Fkick,  Piofessor  am  Gymuasium  Zurich.  —  1  vol.  cart.  in-S», 
128  p.  ;  4  fr.  ;  Schulthess  &  Ci^,  Zurich,  1920. 

Ce  petit  volume  contient  sous  une  forme  condensée  les  notions  essen- 
tielles de  didactique  générale  utiles  au  candidat  à  l'enseignement  scienti- 
fique dans  les  écoles  moyennes.  Il  a  été  rédigé  d'après  les  leçons  faites  à 
l'Ecole  Polytechnique  (section  normale)  et  à  l'Université  de  Zurich  par  le 
professeur  Brandenberger  de  1912  à  1918.  Par  son  remarquable  rapport  sur 
l'enseignement  des  mathématiques  dans  les  gymnases  suisses  et  par  ses 
belles  qualités  de  professeur,  l'auteur  était  tout  particulièrement  désigné 
pour  diriger  la  prépaiation  pratique  des  candidats  à  1  enseignement  scienti- 
fique. Il  faut  savoir  gré  à  la  veuve  du  regretté  professeur  d  avoir  publié  ces 
leçons  avec  la  collaboration  de  M.  Frick,  professeur  au  gymnase  de  Zurich. 

L'auteur  estime  qu'une  étude  rationnelle  de  la  didactique  de  l'enseigne- 
ment scientifique  exige  quelques  connaissances  préalables  de  la  psychologie 
et  de  la  logique.  Ce  n'est  qu'après  avoir  rappelé  les  notions  essentielles 
qu  il  aborde  la  didactique  générale  de   l'enseignement  scientifique.  Les  can- 


H  I  H  HOC,  HA  l>  Il  lE  237 

didals  au  professoral  dans  les  ôcoles  moyennes  y  trouveront  des  indications 
tliéoriques  et  pratiques  qui  leur  seront  d  un  grand  secours  pour  leurs  pre- 
miers débuts. 

Cette  étude,  limitée  à  la  didactique  générale,  ne  contient  pas  de  longs 
développements  sur  la  méthodologie  spéciale  des  inatliémaliques.  M.  Bran- 
denberger  avait  trop  conscience  du  rôle  fondamental  que  joue  la  personna- 
lité du  maître  pour  chercher  à  imposer  un  programme  avec  des  méthodes  et 
des  règles  rigides.  C'est  à  l'occasion  des  leçons  que  ses  élèves  étaient 
appelés  à  donner  au  gymnase  qu'il  entrait  dans  le  détail  des  considéi'ations 
d  ordre  méthodologique  par  une  critique  bien  entendue  à  laquelle  prenaient 
part  les  camarades  du  candidat  et  le  professeur. 

Que  d'écueils  et  d'expériences  fâcheuses  au  détriment  des  élèves  pourront 
être  évités  aux  débutants  qui  sauront  s'inspirer  des  conseils  que  reniérme 
ce  petit  volume  !  H.  F. 

Th.  Di:  Do.NDEH.  —  Théorie  du  champ  électromagnétique  de  Maxwell- 
Lorentz  et  du  champ  gravifique  d'Einstein.  —  1  vol  ^v.  in-8'j  de  xu- 
102  p.  :  Gauthier-Villars,  Paris,  1920. 

Le  titre  seul  de  cet  ouvrage  montre  qu'il  est  consacré  aux  questions  qui 
révolutionnent  actuellement  la  Mécanique  et  la  Physique.  Les  livres  fran- 
çais sur  ce  sujet  étaient  à  peu  près  inexistants  avant  1  apparition  de  celui-ci 
et,  même  en  langue  étrangère,  on  trouve  surtout  des  ouvrages  discursifs 
qui  semblent  écrits  pour  les  gens  du  monde  et  qui,  à  part  les  œuvres  ori- 
ginales des  Lorentz,  Einstein,  Minkowski,  semblent  vouloir  éviter  une  ana- 
lyse peut-être  effrayante  à  la  fois  pour  les  lecteurs  et  pour  l'auteur. 

Or  M.  De  Donder  vient  d'écrire  des  pages  de  haute  science.  En  s'ap- 
puyant  sur  la  théorie  des  invariants  intégraux  et  des  formes  intégrales,  il 
établit  presque  immédiatement  les  équations  du  champ  à  la  fois  électroma- 
gnétique et  gravifique  ;  ce  n'est  même  que  de  la  symétrie  analytique  qui  se 
trouve  justifiée  par  le  fait  que  les  résultats  obtenus  sont  invariants  par  rap- 
port à  un  changement  quelconque  des  variables  de  l'espace  et  du  temps  et 
contiennent  comme  cas  particuliers  ceux  de  Faraday,  Ampère,  Maxwell. 
Lorentz,  etc. 

Les  invariants  intégraux  attachés  aux  équations  aux  dérivées  partielles 
obtenues  donnent  les  théorèmes  fondamentaux  sur  le  mouvement  de  1  élec- 
tricité et  les  formes  différentielles  associées  donnent  des  expressions  pour 
l'énergie,  les  forces,  le  travail,  enjeu  dans  le  double  champ  considéré. 

Et  il  importe,  devant  ces  feuillets  dont  certains  sont  très  chargés  de  for- 
mules, de  faire  un  effort  dont  on  sera  ensuite  amplement  dédommagé  en 
apercevant  le  caractère  extrêmement  synthétiqvie  des  symétries  et  la  simpli- 
cité des  principes  analytiques  mis  en  œuvre. 

Parmi  les  formes  intégrales  employées,  certaines  généralisent  la  notion 
élémentaire  de  différentielle  exacte  ;  à  celles-ci  s'adjoignent  alors  non  les 
dérivées  partielles  d'une  même  fonction  potentielle,  comme  dans  le  cas  élé- 
mentaire, mais  des  combinaisons,  en  forme  de  tourbillon,  de  curl,  de  fonc- 
tions potentielles  ainsi  généralisées  et  qui  sont  dites  potentiels  retardés. 

Dans  un  ordre  d  idées  analogue,  les  équations  hamiltoniennes  du  champ 
graviiique  supposent  une  forme  invariante  adjointe  à  la  forme  T  de  la  méca- 
nique classique  ;  ce  sont  la  forme  T  et  la  foi'me  adjointe  qui  sont  aussi  sus- 
ceptibles d  une  généralisation  conduisant  à  celle  étudiée   par   Lorentz   pour 
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le  principe  d'Hamillon.  Avec  le  nouveau  point  de  vue.  la  forme  T  reprô- 
seiite  la  difFércnce  entre  l'énergie  magnétique  et  l'énergie  électrique;  d'autre 
part  la  forme  invariante;  adjointe  est  la  courbure  totale  de  l'espace-temps. 

Et  du  principe  d'Hamillon  généralisé  découle,  par  le  calcul  des  variations, 
toute  la  théorie  des  tenseurs  d  Einstein. 

Tel  est,  en  quelques  mots,  l'esseuliel  de  ce  qu'il  y  a  en  cette  centaine  de 
pages.  Comme  l'indique  M.  De  Donder  lui-même,  l'œuvre  est  loin  d'être 
achevée.  Elle  a  été  élaborée  à  Bruxelles  pendant  la  guerre,  au  milieu  de 
grantles  difficultés  matérielles.  Elle  est  faite  d'un  corps  principal  et  d'ad- 
jonctions que  l'auteur  a  préféré  laisser  dans  la  forme  originale  oîi  ils  furent 
comparés  avec  les  travaux  de  M.  Lorentz. 

Telle  qu'elle  est,  cette  rédaction  souleva  d'enthousiastes  éloges  de 
M.  Larmor  [Times,  1  janvier  1920)  :  il  faut  souhaiter  qu'elle  entraîne  d  im- 
portantes et  nouvelles  recherches  surtout  en  France,  dans  ce  pays  oti  les 
invariants  intégraux  prirent  corps  avec  Henri  Poincaré  et  où  les  formes 
intégrales  donnent  encore  lieu  aux  savantes  analyses  de  MM.  Goursat  et 
Cartan. 

Sans  doute  les  analystes  ont  craint  de  n'être  pas  assez  physiciens,  cepen- 
dant que  les  physiciens  craignaient  de  n'être  pas  assez  analystes,  mais  ce 
sera  précisément  un  beau  titre  de  gloire  pour  M.  De  Dçnder  que  de  nous 
avoir  montré  ces  modernes  et  passionnantes  questions  au  jour  d'une  Phy- 
sique mathématique  qui  devra  être  inévitablement  acceptée  dans  les  deux 
camps.  A.  Buhl  (Toulouse). 


R.  Leveugle.  —  Précis  de  Calcul  géométrique.  —  1  vol.  gr.  in-S"  ;  lvi- 

400  p.  avec  des  figures  ;  30  fr.  ;  Gauthier-\  illars,   Paris,  1920. 

Nous  sommes  heureux  d'analyser  ici  le  premier  ouvrage  de  Calcul  géomé- 
trique complet,  dû  à  un  auteur  français  ;  préfacé  par  M.  H.  Fehr,  dont 
l'action  personnelle  a  déjà,  dans  cette  revue,  tant  contribué  à  la  din'usion 
des  méthodes  de  calcul  direct,  ce  précis  se  présente  dans  les  meilleures 
conditions  ;  et  nous  estimons  que  l'auteur  a  réalisé,  suivant  son  intention, 
«  un  manuel  essentiellement  pratique  et  de  lecture  facile  ». 

De  lecture  facile,  d'abord,  parce  que  la  typographie  en  est  soignée  et  que 
l'auteur  n'a  pas  multiplié  les  symboles  opératoires. 

H  a  eu  le  mérite,  rare  dans  cette  branche  des  mathématiques,  de  n'intro- 
duire aucun  signe  nouveau,  s'en  tenant  autant  que  possible  aux  notations 
originales  des  maîtres,  mais  a  allégé  l'écriture  quand  la  confusfcn  n'était  pas 
à  craindre.  Son  livre  est  en  outre  pourvu  dune  table  analytique  et  d'un 
répertoire  facilitant  beaucoup  la  recherche,  tandis  que  la  mémoire  peut  se 
reposer  sur  des  règles  claires  et  des  diagrammes  simples. 

L'ouvi-age  est  essentiellement  pratique  :  composé  et  essayé  dans  des 
conditions  où  le  but  essentiel  était  d  arriver  rapidement  aux  applications  du 
calcul,  celles-ci,  intéressantes  et  bien  choisies,  forment  la  plus  grande  partie 
du  volume. 

Sans  s'attarder  à  scruter  les  principes,  l'auteur  a  exposé  dans  leur 
essentiel,  et  chacun  en  vue  des  exercices  qui  lui  sont  propres,  les  deux 
systèmes  rivaux  de  Hamilton  et  de  Grassmann,  complétés  par  les  travaux 
de  Gibbs  et  de  quelques  autres. 

Et  si  la  pénétration  de  ces  deux  méthodes  n'est  pas  encore  réalisée,  du 
raoins  se  complètent-elles  suflisamment  pour  mener  rapidement  à  la  solution 
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des  pi-oblèmes  de  toutes  les  branches  de  la  science  appliquée  où  une  première 
appioxiuKilioa  inlroduit  les  fondions  linéaires. 

Au  point  de  vue  théorique,  nous  devons  signaler  lanalyse,  tl'après 
HaniiltoM,  de  la  notion  de  dillerenliflle.  et  l'élude  apj)iolondie  des  disconti- 
nuités qui  inlerviennenl  à  propos  des  intéjri'ales  niulli[)Ies  et  sont  pialicpie- 
nienl  si  importantes. 

Une  contribution  originale  de  1  auteur  à  1  étude  des  courbes  tracées  sur 
les  surfaces,  esquissée  ici,  a  été  récemment  développée  ailleurs  \Nohv .  Ann. 
Janvier  iyi9|. 

Comme  on  le  sait,  la  lerminologic  du  calcul  géométrique  est  loin  d  être 
Jixée  ;  à  côté  de  l'essai  heureux  de  l'auletir  de  substituer  le  mot  i'  teneur» 
(dans  le  sens  de  module),  et  sa  caractéristique  T.  au  «tenseur»  de  Hamillon, 
terme  pris  n)aintenant  dans  une  acception  différente,  on  peut  lui  reprocher 
de  n  avoir  |)as  encore  employé  ce  dernier  mot  dans  le  sens  le  plus  large  de 
fonction  linéaire  quelconque  —  et  non  seulement  aiitoconjuguée  —  comme 
nous  y  sommes  maintenant  habitués.  Sans  doute  eùt-il  aussi  mieux  valu 
conserver  au  produit  vectoriel  de  deux  vecteurs  son  sens   original. 

Mais  ces  objections  sont  peu  de  chose  et  M.  le  Lient. -Colonel  Leveugle 
est  à  féliciter  d  avoir  su  réaliser  cet  ouvrage  dans  les  misères  de  la  captivité. 
Puisse  la  suite  des  travaux  qu  il  nous  promet  avoir  le  même  succès  que 
ceux  de  Poncelet,  entrepris  au  siècle  dernier  dans  les  mêmes  conditions  ! 
C  est  parliculièrement  à  souhaiter  pour  I  étude  systématique  en  France  du 
calcul  gi'omélrique,  auquel  nos  universités  ne  se  décident  pas  à  donner  la 
place  ofliciollo  qu  il  mériterait.  P.-C.    Di;le.ns  (Li-  Havre). 

\\'.  LoKEv.  —  Das  Studium  der  Mathematik  an  den  deutschen  Universi- 

tàten  soit  Antang  des  19.  Jahiliunderts.  Mit  einem  Schlusswort  zu  Band 
III  vou  F.  Ki.EiN.  Mit  lo  Abbildungen  im  Text  und  auf  4  Tafeln.  —  1  vol. 
in-8'^  xvi-440  p.  ;  1916:  brocli.  M.  12,  i  elié  .M.  14;   B.  G.  Teubiier.  Leipzig. 

Parmi  les  rapports  publiés  par  la  sous-commission  allemande,  I  un  des 
plus  complets  et  des  plus  documentés  est  celui  dans  lequel  M.  \V.  Lorey 
expose  l'enseignement  des  mathématiques  dans  les  universités  allemandes 
depuis  le  début  du  X[.\«  siècle.  L  auteur  a  eu  recours,  non  seulement  aux 
documents  officiels  (programmes  des  cours,  règlements,  publications  uni- 
vei-sitaires),  mais  il  s  est  aussi  adressé  aux  professeurs  et  à  d'anciens  étu- 
diants des  universités  allemandes.  D  où  une  foule  de  détails,  parfois  d'un 
caiaclère  accessoire,  mais  de  nature  à  donner  un  tableau  aussi  fidèle  que 
possible  de  l'organisation  des  études  supérieures  en  Allemagne.  Par  cela 
même  ce  rapport  prend  un  caractère  plus  personnel  que  celui  que  M.  Lorey 
a  consacré  à  la  préparation  pratique  de  l'examen  d'Etat  des  professeurs  de 
l'enseignement  secondaire  (Abhandl.  Tome  I,  fasc.  3). 

Eu  juillet  1916  l'Allemagne  possédait  22  universités  (actuellement  24). 
Elles  ne  sont  pas  examinées  séparément.  L'auleur  a  préféré  montrer  quelles 
sont  les  caractères  essentiels  de  lorganisation  des  études  aux  difTéreules 
époques.  Il  en  dislingue  tjuatre  :  I,  La  première  moitié  du  XIX*=  siècle,  jus- 
qu'en 1848;  IL  de  1848  à  1870;  III.  de  1870  à  1890  ;  IV,  de  1890  à  1914.  On 
peut  ainsi  suivre  l'enseignement  universitaire  dans  son  développement  his- 
torique et  constater  rinfluence  exercée  par  les  grands  maîtres  de  la  science 
depuis  Crelle  jusqu'à  Klein.  .M.  Lorey  ne  se  borne  pas  au  rôle  qu'ils  on 
joué  dans  renseignement  proprement  dit.   Il  signale  aussi  leur  participation 
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dans  les  créalions  utiles  au  progrès  des  sciences  mathématiques  :  créations 
de  sociétés  mathématiques,  publications  péiiodiques.  œuvres  complètes  de 
mathématiciens,  encyclopédies,  commissions  scientifiques,  etc. 

Il  est  impossible,  dans  ce  bref  apei'çu,  de  donner  une  idée  de  la  richesse 
des  renseignements  que  renferme  ce  beau  volume,  qui  a  sa  place  marquée 
dans  toute  bibliothèque  universitaire.  H.  F. 

L.  RoLGiiiR.  —  Les  paralogismes  du  rationalisme  (Bibliothèque  de  Philo- 

sopliie  contemporainei.  —  1  vol.  in-8"  de  xvi-5iO  pages  ;    18  fr.    F.  Alcan, 
Paris. 

Le  titre  de  cet  ouvrage  demande  a  être  expliqué.  Il  n'y  a  point  à  s'élever 
contre  le  raisonnement  correct.  Malheureusement  ce  raisonnement  a  ses 
excès  et  la  logique  outrée  de  certains  esprits  peut  devenir  uue  mystique 
plus  ou  moins  fantaisiste  d'autant  plus  dangereuse  que  celui  qui  tombe  dans 
un  tel  excès  ne  cesse  pas  de  croire  qu'il  a  toujours  avec  lui  la  logique  la  plus 
saine  et  la  plus  stricte. 

Cette  constatation  n'est  pas  neuve  mais  M.  Rougier  l'a  habilement  mise 
d'accord  avec  les  problèmes  contemporains.  Celui  qui  dépense  encore  son 
temps  à  vouloir  démontrer  le  postulatum  d'Euclide  et  l'ignorant  qui  rêve 
d'une  chimérique  transformation  sociale  en  travailleur  «  conscient  et  orga- 
nisé »  sont  des  types  d'esprits  faux  singulièrement  cousins. 

L'auteur  va  ainsi  des  paralogismes  de  source  classique  et  même  des 
paralogismes  des  archaïques  théologies  jusqu'à  ceux  des  modernes  théories 
sociales  et  il  éclaire  singulièrement  les  uns  par  les  autres. 

Il  faut  noter  que  jusqu'ici  les  penseurs  émiiients  qui  analysèient  la 
psychologie  des  classes  et  des  peuples  furent  surtout  des  littérateurs,  des 
histoiiens  ;  ce  sont  par  exemple,  pour  prendre  des  noms  en  trois  époques 
bien  distinctes,  Joseph  de  Maistre,  Taine,  Emile  Faguet.  Voici  maintenant 
une  œuvre  analytique  de  même  nature  due  à  un  philosophe  particulièrement 
compétent  à  la  base,  aux  principes,  aux  points  d'appui  des  mathématiques 
discutes  avec  la  méthode  pragmatique  telle  que  l'entendait  Henri    Poincaré. 

C'est  dire  que  cette  œuvre  est  profondément  originale  et  qu'elle  pourra 
également  intéresser  mathématiciens,  philosophes  et  sociologues. 

A.   BuHL  (Toulouse). 


Louis  Rougier.  —  La  philosophie  géométrique  de  Henri  Poincaré  (Biblio- 
thèque de  Philosophie  contemporaine).  —  1  vol.  in-S**  de  208  pages  ;  9  fr. 
F.  Alcan,  Paris. 

Ceci  est  une  défense  ardente  et  d'ailleurs  rigoureusement  justifiée  de  la 
philosophie  scientifique  de  Henri  Poincaré.  Ce  n'est  pas  d'ailleurs  qu'elle 
ait  grand  besoin  d'être  défendue,  mais  elle  se  perd  un  peu  dans  tous  les 
développements  qu'elle  a  suscités  et  elle  exige  des  connaissances  mathéma- 
tiques telles  que  certains  admirateurs  du  maître  disparu  ne  savent  pas 
toujours  trouver  les  meilleurs  arguments  en  faveur  d'une  thèse  qui,  à  Aolre 
avis,  subsistera  comme  l'un  des   plus  beaux  monuments  philosophiques. 

M.  Louis  Rougier  expose  brièvement  et  élégamment  les  fondements  de  la 
théorie  des  groupes  ainsi  que  les  idées  géométriques  essentielles  dues  à 
Riemanu,  Lobatschewsky,  Beltrami,  etc.  Il  nous  conduit  même  jusqu'aux 
discussions  modernes  concernant  le  ds  et  la  courbure,  jusqu'à  ces  idées  de 
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relativité  déjà  conçues,  en  somme,  par  Henri  Foiiicaré,  qui  devaient  prendre 
tant  d'essor  api  es  sa  disparition  et  en  lesquelles  les  vues  du  Maître  ne 
cessent  de  recevoir  d'éclatantes  confirmations. 

Par  contre  le  Kantisme  subit  une  véi-ilable  «  mise  à   pied  «  (p.  191). 

Nous  ne  pouvons  entrer  ici  dans  une  discussion  qui,  d'ailleui-s,  ne  nous 
séparerait  pas  de  M.  Rougier,  mais  nous  croyons  pouvoir  prédire  que  la 
facilité  de  rargumentalion  fera  le  succès  de  ce  livre. 

A.  Blhi.  (Toulouse). 


ToRRicKLLi.  —  Opère  di  Evangelista  Torricelli  édite  in  occasione  del  III  cen- 

tenario  deila  nascita  col  concorso  del  Coruune  di  Faenza  da  Gino  Lokia  e 
Giuseppe  Vassuka.  —  Voiuine  I  :  Geoinetria,  pubblicato  per  cura  di 
Gino  Loria,  Parte  I,  con  il  ritratto  di  E.  Torricelli  e  373  ligure,  407  p.  ; 
Parte  II.  con  567  figure  et  2  tavole  iitografate,  462  p.  —  Volume  II  :  Le- 
zioni  accademiclie,  Meccanica,  Scritti  vari  ;  con  250  figure  e  4  tavole  Iito- 
grafate pubblicato  per  cura  di  Giuseppe  Vassura,  320  p.  —  Volume  III  : 
Racconto  d'alcuni  problemi  Carteggio  Scientifico  con  260  ligure  ed  alcuni 
facsimile  di  aulograli  pubblicato  per  cura  di  Giuseppe  Vassura,  516  p.  ; 
Prezzo  del  opéra  compléta,  Franchi  75  ;  Istiluti  Educativi  Riuniti,  Faenza, 
Prov.  di  Ravenua. 

Torricelli,  le  célèbre  disciple  de  Galilée,  naquit  à  Faenza  le  15  octobre 
1608  On  ne  possédait  encore  que  des  publications  fragmentaires  des  œuvres  du 
grand  géomètre  et  physicien.  A  plusieurs  reprises  on  chercha  à  réaliser  le 
vœu  exprimé  par  Torricelli  lui-même  en  mourant,  le  14  octobre  1647,  d'une 
publication  comprenant  ses  travau.x  inédits.  Une  nouvelle  tentative  fut  faite 
sur  l'initiative  de  M.  Gino  Loria,  à  l'occasion  du  Congrès  international  des 
sciences  historiques  tenu  à  Rome  en  avril  1903.  Restée  sans  résultat,  elle 
fut  reprise  par  M.  Giuseppe  Vassura  qui  s'adressa  à  la  commune  d'origine. 
Sur  ses  instances  le  Conseil  communal  de  Faenza  décida,  le  6  juillet  1907, 
d'entreprendre  la  publication  des  œuvres  complètes  de  l'un  de  ses  plus 
illustres  enfants,  à  l'occasion  du  3«  centenaire  de  sa  naissance.  C'est  donc  à 
la  générosité  de  la  commune  de  Faenza  que  le  monde  savant  doit  cette  im- 
portante publication. 

Le  premier  volume,  consacré  à  la  Géométrie,  a  été  publié  par  les  soins 
de  M.  Gino  Lokia.  On  y  trouve  les  intéressantes  recherches  de  Torricelli 
sur  les  rectifications,  les  quadratures,  les  cubatures,  des  problèmes  de 
constructions,  relatifs  à  la  tangente,  à  une  courbe,  etc.  Le  savant  géomètre 
de  Gênes  avait  la  lâche  particulièrement  délicate  de  réunir  les  travaux  géo- 
métriques, non  seulement  inédits  pour  la  plupart,  mais  dout  un  certain 
nombre  n'étaient  pas  encore  rédigés  sous  leur  forme  définitive. 

Voici  une  rapide  énumération  des  principaux  mémoires  :  De  Sphœra  et 
solidis  sphœralibus  libri  duo.  —  De  dimensione  parabolae.  —  De  soiido 
acuto  hyperbolicum  problema  alterum  —  De  soiido  hyperbolico  acuto  pro- 
blema  secundum.  —  De  tactionibiis.  —  De  proportionibus  liber  —  De 
planis  varia.  —  De  solidis  varia.  —  De  circulo  et  adscriptis.  —  De  compa- 
ratione  perimetrorum  cylindri,  coni  ac  sphœrace.  —  De  œqualitate  perime- 
trorum  cylindri  coni  ac  sphœrse.  —  Campo  di  Tartufi.  —  Contro  gl  infiniti.  — 
Sugli  isoperimèlri.  —  De  centro  gravitalis  sectoris  circuli.  —  De  maximis 
et  minimis.  —  Nova  per  armillas  stereometria.  —  De  centro  gravitalis  pla- 
norum  ac  solidorum.  —  De  infînitis  parabolis.  —  De  cycloide.   —  De    hem- 
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hyperbola  logaritmica.  —  De  iiiiinilis  spiialibus.  —  Sezioiii  coniclie.  —  De 
iiidivisibilibiis.  —  Miscellanea. 

M.  G.  Vassura  s'élail  chargé  des  volumes  II  et  III  renfeinianl  les  Leçons 
académiques,  les  écrits  divers,  Ve.rposé  de  (/iieUfiies  prohlèines  cl  la  corres- 
pondance scieniififfue  avec  quelques  facsimilés  d  aulograpiies.  Dans  la  cor- 
respondance on  trouve  de  nombreuses  Lettres  de  el  à  Hicci,  Magiotti, 
Cavalieki.  Mersenne,  Robekvai.,  (le. 

En  raison  de  leur  prix  li't's  uiodiqiie,  bien  qu  imprimées  sur  du  [japier 
d  avant-guerre,  les  œuvres  de  Torriceili  ne  tarderout  pas  de  prendre  place 
dans  de  nombreuses  bibliothèques,  à  côté  des  grandes  collections  scienti- 
fiques. H.   F. 

A.   N.  Whitehead.   —  An  inquiry  concerning  the  principles  of  natural 
Knowledge.  —  1  vol.  in-8'\  xii-200  p.  ;  Cambridge  University  Press,  1919. 

Fai(e  par  uu  mathématicien  et  un  logicien  très  au  courant  des  pi'oblèmes 
de  la  physique  moderne,  cette  enquête  est  à  la  fois  originale  et  condensée, 
schématique  et  nuancée  ;  résultat  de  longnes  méditations,  elle  no  se  laisse 
pas  analyser  dans  une  simple  notice  bibliographique  et  nous  ne  pouvons 
que  souligner  tout  l'intéi-êl  qu  elle  présente. 

«  Les  spéculations  modernes  de  la  physique,  dit  M.  Whitehead,  avec 
leurs  théories  concei-nant  la  nature  de  la  matière  et  de  l'électricité,  i-endent 
urgente  la  nécessité  de  répondre  à  la  question  :  quelles  sont  les  données 
ultimes  de  la  science  ?  » 

Et  ici  il  s'agira  d'éviter  autant  que  faire  se  peut  les  discussions  métaphy- 
siques, relatives  à  la  synthèse  du  connaissant  et  «  du  connu  ».  L'unique 
problème  qui  sera  étudié  c'est  m  la  cohérence  du  connu  et  l'embarras  où 
nous  sommes  de  démêler  comment  ce  qui  existe  est  connu  ». 

D'une  manière  plus  précise  et  si  nous  avons  bien  compris,  M.  Whitehead 
se  propose  de  définir  des  entités  qui,  tout  en  rendant  au  |)oint  de  vue  ma- 
thématique les  mêmes  services  que  les  concepts  usuels,  points,  instants,  etc., 
seraient  cependant  l'expression  aussi  adéquate  que  possible  de  la  nature 
telle  qu'elle  est  qualitativement  perçue. 

Pour  parvenir  à  ce  but,  M.  Whitehead  commence  par  rappeler  la  struc- 
ture de  la  science  traditionnelle,  puis  il  examine  les  données  de  la  science 
et  distingue  à  ce  point  de  vue  les  «  événements  »  et  les  «  objets  ».  Celle  dis- 
tinction, assez  difficile  à  caractériser  en  quelques  mots,  a  pour  fondement  la 
dualité  que  nous  découvrons  peu  à  peu  dans  la  nature  entre  les  aspects 
sans  cesse  nouveaux  et  les  éléments  doués  de  permanence  (p.  98). 

Les  concepts  scientifiques  de  l'espace  et  du  temps  sont  alors  le  premier 
extrait  des  généralisations  les  plus  simples  de  l'expérience  ;  ils  sont  donc 
autre  chose  que  «  le  point  terminus  d'un  monde  d'équations  différentielles, 
ce  qui  ne  signifie  pas  que  les  théories  d'Einstein  doivent  être  sans  autre 
rejelées  »  (p.  vi). 

Cela  étant,  M.  Whitehead  examine  avec  soin  el  au  moyen  d'une  technique 
logique  appropriée  le  mécanisme  par  lequel  nous  dégageons  le  concept 
d'espace  et  de  temps  II  nous  est  impossible  d'entrer  dans  le  détail  de  cette 
délicale  analyse.  Disons  seulement  que  M.  Whitehead  étudie  successive- 
ment les  propriétés  de  ce  qu'on  peut  appeler  l'espace  instantané,  puis  celles 
de  l'espace  intemporel  et  enfin  celles  de  l'espace-temps. 

Ce  travail  achevé,  M.  Whitehead  envisage  les  lois   de   la    cinématique;    il 
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monlre  qu'une  constante  est  impliquée  dans  toutes  les  équations  de  trans- 
formation ;  suivant  la  valeur  infinie,  positive  ou  négative,  donnée  à  cette  cons- 
tante, on  obtient  des  cinématiques  qui  se  raltacheut  aux  groupes  euclidien 
(parabolique),  elliptique  et  hyperbolique.  Dans  la  majorité  des  cas,  le  groupe 
euclidien  concorde  avec  1  observation  ;  dans  certains  cas,  c'est  le  groupe 
hyperbolique.  Quant  au  groupe  elliptique,  s  il  reste  possible  logiquement, 
il  ne  cadre  pas  jusqu'à  maintenant  avec    les    «  événements  «  et  les  «  objets  ». 

Enfin  dans  un  chapitre  consacré  au.\  cohérences  causales  et  apparentes, 
M.  Whitehead  discute  d'une  façon  très  suggestive  le  passage  de  l'apparence 
à  la  cause. 

Cette  question  nous  paraît  en  effet  capitale  :  car  si  la  théorie  de  la  rela- 
tivité avait  pour  conséquence  d'abolir  la  distinction  entre  le  réel  et  l'appa- 
rent, elle  serait  sujette  à  caution,  puisque  l'objectivité  de  la  loi  scientifique 
disparaîtrait  par  là  même. 

Supposons  que  deu.v  étoiles  s  eit,  jusqu'alors  obscures,  s'embrasent  dans 
le  ciel  à  une  certaine  distance  l'une  de  l'autre.  Supposons  d'autre  part  trois 
corps  A,  B,  C,  animés  de  vitesse  difTérente  sur  chacun  desquels  se  trouve 
un  observateur  et  cela  dans  les  conditions  suivantes.  L'observateur  en  A 
voit  l'étoile  s  apparaître  avant  1  étoile  t\  celui  en  B  constate  une  apparition 
simultanée  et  enfin  pour  l'observateur  en  C  l'étoile  .s  est  perçue  après 
l'étoile  t.  Si  les  lois  physiques  sont,  à  un  degré  quelconque,  affectées  d'un 
coefficient  d'objectivité,  la  conflagration  de  l'étoile  s  par  rapport  à  celle  de 
l'étoile  t  ne  peut,  en  fait,  être  à  la  fois  antérieure,  simultanée  et  postérieure. 

Donc,  des  ti'ois  résultats  observés,  deux  sont  dus  à  des  apparences,  et 
cela  même  si  nos  moyens  expérimentaux  d'investigation  chronométrique  ne 
nous  permettaient  jamais  de  décider  lesquels. 

Le  nier,  c  est  ou  bien  contredire  aux  lois  de  la  pensée  ou  bien  proclamer 
que  rien  n'existe  en  dehors  de  mes  perceptions  subjectives,  ce  qui  enlève 
aux  sciences  physiques  toute  leur  portée  objective. 

L  intérêt  qui  s'attache  aux  travaux  de  M.  Whitehead  et  en  Suisse  à  ceux 
de  M.  Ed.  Guillaume,  nous  semble  découler  entre  autres  du  le  fait  qu'ils 
s'efforcent  dans  la  théorie  de  la  relativité  de  maintenir  une  distinction  objec- 
tive entre  le  réel  et  l'apparent.  Arnold  Heymond  (Neuchàtel). 
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una  disuguaglianza  ira  i  generi  di  una  superficie  algebrica.  —  A.  Palatini  : 
Spazi  a  tre  dimensioni  con  una  curvatura  nella  e  le  altre  due  uguali  ed 
opposte.  —  M.  PicoNE  :  Nuove  regole  per  la  riduzione  degli  integrali  mul- 
tipli  generalizzati  di  Riemann.  —  S.  Salaghi  :  Délia  volgarizzazione  ed  ap- 
plicazione  délia  fisica-maleraatica  in  medicina.  —  G.  Sannia  :  Classe  deri- 
vata  di  iiua  funzione.  —  Id.  :  Risoluzione  dell' equazione  di  Fiedholm  con 
série  assolutamente  somniabili  del  Borel.  —  C.  Segre  :  Un  principio  di 
riduzione  nello  studio  délie  corrispondenze  algebriche.  —  F.  Sibiram  : 
Sopra  due  classi  di  curve  gobbe.  —  A.  Terracini  :  Sui  sistemi  coniugati 
permanenti  nelle  deformazioni  di  una  superficie.  —  U.  Crudelli  :  Sulle  onde 
progressive,  di  tipo  permanente,  oscillatorie.  —  P.  Ferretti  :  Un  caso  nole- 
vole  di  risonanza  torsionale.  —  O  Lazzarino  :  Sopra  alcuni  casi  singolari 
nella  teoria  dei  giroscopi  assimmetrici  pesanli.  —  Id.  :  Sul  moto  dei  giros- 
copi asimmetrici  pesanti  nel  caso  in  cui  l'invariante  principale  S  è  costanle- 
mente  nullo.  —  M.  Pico.ne  :  Le  equazioni  aile  variazioni,  per  cause  pertur- 
batrici  variabili,  nel  concello  di  Volterra  di  variazione  prima  per  una  fun- 
zione di  linea.  —  R.  Serini  :  Deviazione  dei  raggi  luminosi  in  un  campo 
elettrico  o  magnetico  uniforme,  secoudo  la  teoria  di  Einstein.  —  Id.  :  Defor- 
mazioni simmetriche  del  suolo  elastico.  —  Id.  :  Deformazioni  simmetriche 
dei  corpi  elastici.  —  L.  Silla  :  Sopra  i  moti  di  precessione  regolare  del 
giroscopio  simmetrico  pesante.  —  G.  Loria  :  Evangelista  Torricelli  nella 
storia  délia  geometria. 

Archiv   der    Mathematik   und    Physik.     Leipzig,    1919.    28.   Band.    — 

E.  Jahnkk:  NachiMit  auf  j-lmil  Lampe.  —  M.  Pa.sch  :  Dec  Ursprung  des 
Zahibegriffs.  —  H.  Hahn  :  Ueber  die  Menge  der  Konvergenzpunkte  einer 
Funktionenfolge.  —  H.  Jonas  :  Ueber  die  sphàrische  Abbildung  der  W- 
Strahlcnsysteme  und  einen  Satz  von  Darbou.K.  —  H.  G.  Zeuthen  •  Erklarung 
eines     a  Paradox  «    in    der    abzahlendeu    Géométrie.    —   O.  Perron  :    Ueber 
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Additions-  uiid  Subtraktionsllieoremc.  —  K.'Hopi'k  :  Das  iilteste  Zeugiiiss  fiir 
die  Erkennlnis  der  Bedeutung  des  DifTeientialquolienlen.  —  B.  Baldus  : 
Ueber  logarilhmische  Spiralen,  die  gleichzeitig  zerfallonde  algcbraische 
Kurven  siiid.  —  P.-E.  BiiHMEK  :  Beweis  der  Lommeisclieii  Griindformel.  — 
Ueber  die  Primfunklionen  nach  einem  Primzalilmodul.  —  W.  Richtf.r  •  Das 
Rechneii   mil    Punklgrosscii    irn    projektiven    tiud    IVichteukIidischen   Raume. 

—  J.  HoKN  :  Uebei-  kleinc  cndliche  cizwiingene  Scliwingungen.  —  K.  Kom- 
MEREL  :  Die  Berechnung  der  Logaritbmeii    durch    wiederholtos    Quadrieren. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  rédigé  par  MM.  E.  Picard  et 
P.  Appell.  Paris.  Tome  XLIII,  1919.  —  E.  Gau  :  Démonstration  directe  du 
dernier  tliéorème  de  Poincaré.  —  G. -A.  Miller  :  Sur  un  point  d'histoire  des 
groupes  finis  discontinus.  —  H.  Villat  :  Sur  certains  systèmes  d'équations 
de  Fredliolm.  —  E.  Gau  :  Sur  un  théorème  relatif  à  l'extension  du  théorème 
de  Rolle  aux  fonctions  de  plusieurs  variables.  —  H.  Vérone  :  Sur  le  calcul 
des  perturbations.  —  V.  Brun  :  La  série 

1/5  +  1/7  +  1/11   +  1/13  +  1/17  +  1/19 

+  1/29  +  1/31  +   1/41  +  1/43  +   1/59  +  1/61   +  ... 

où  les  dénominateurs  sont  «  nombres  premiers  jumeaux  »  est  convergente 
ou  finie.  —  A.  Bloch  :  Sur  les  intégrales  de  Fresnel.  —  M.  Pla.ncherel  : 
Sur  l'unicité  du  développement  d'une  fonction  en  série  de  fonctions  sphé- 
riques.  —  M.  Hol.mgren  :  Sur  les  recherches  de  M.  Carleman  relatives  aux 
fonctions  harmoniques.  —  P.  Dubois  :  Noie  sur  le  tir  en  terrain  incliné.  — 
G.  C.  You.NG  :  Démonstration  du  lemme  de  Lebesgue  sans  1  emploi  des 
nombres  de  Cantor.  —  M.  Petrovitch  :  Approximation  des  fonctions  par 
les  séries  de  puissances  à  coefficients  commensurables. 

Mathematische  ZeitSChrift.  5.  Band.  —  F.  Hausdorff  :  Ueber  haibstetige 
P'unktionen  und  deren  Verallgemeinerung.  —  K.  Hensel  :  Neue  Begrûndung 
der  arithmetischen  Théorie  der   algebraischen    Funklionen   einer  Variablen. 

—  E.  HiLB  :  Ueber  die  Laplacesche  Reihe.  —  St.  Jolles  :  Eine  neue  Pola- 
renlheorie  der  Raumkurven  dritten  Grades:  —  H.  Koknblum  :  Ueber  die 
Primfunklionen  in  einer  arithmetischen  Progression. —  E.  Landau  :  Bemer- 
kungen  zii  einer  Arbeit  von  Herrn  Carleman  :  Ueber  die  Fourierkoeffizienten 
einer  stetigen  Fnnktion.  —  Id.  :  Ueber  die  Gitterpunkle  in  einem  Kreise.  — 
L.  Lichte.nstein  :  Untersuchungen  ûber  zweidimensionale  reguliire  Varia- 
tionsprobleme.  Zweile  Abhandlung.  Das  einfachste  Problem  bei  fester  und 
bei  freier  Begrenzung.  —  H.  Lieb.mann  :  Die  Verbiegung  analytischer  Ei- 
flâchen.  —  R.  v.  Mises  :  Grundiagen  der  Wahrscheinlichkeilsrechnung.  — 
H.  Mohr.mann  :  Ueber  die  ^Vendepunktstangenten  der  Raumkurve  vierter 
Ordnung  ersler  Art.  —  O.  Perron  :  Ein  neuer  Beweis  des  Fundamenlal- 
satzes  in  der  Théorie  der  partiellen  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung. 

—  T.  Rella  :  Die  Zerlegunsgesetze  lûr  die  Primideale  eines  beliebigen 
algebraischen  Zahlkôrpers  im  Korper  der  1-ten  Einheitswurzeln.  —  Th. 
Reye  :  Axial  symmetrische  kubische  Raumkurven.  —  G.  Scheffers  :  Eigen- 
schaften  der  Integralflachen  der  partiellen  Differentialgleichung  s-  —  rt 
=  konst.  —  W.  Sch.mf.idler  :  Ueber  die  Zerlegung  der  Grnppe  der  Rest- 
klassen  eines  endlichen  Moduls.  —  L  Schur  :  Einige  Bemerkungen  zu  der 
vorstehenden  Arbeit  des  Herrn  A.  Speiser.  —  A.  Speiser  :  Zahlenlheore- 
tische  Siitze  aus  der  Gruppentheorie.  — H.  Steinhaus  :  Additive  und  stetige 
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Funklionaloperalionen.  —  H.  Tietze  :  Ueber  slelif^e  Kurveii,  Jordaiische 
Kiiivenbogeii  uiid  geschlossene  Jordaiische  Kurveii.  —  K.  Wkitzenbock  : 
Ueber  eine  Uiigleichung  in  der  Di-eiocksgeoraelrie.  —  S.  Wigekt  :  Ueber 
das  Problein  der  Gilterpunkle  in  einem  Kreise. 


2.  Livres  nouveaux  : 

Tous  les  ouvrages  adressés  à  la  Rédaction  sont  signalés  ici  avec  une 
hrève  indication  de  leur  contenu,  sans  préjudice  de  l  analyse  dont  ils  peuvent 
être  ultérieurement  l'objet  sous  la  rubrique  «  Bibliographie  ». 

P.  AuBEKT  et  G.  Papelier.  —  Exercices  de  Calcul  numérique.  Tome  I.  A 

l'usage  des  élèves  de  mathéiiialiqiies  A  et  B,  de  mathématiques  spéciales  et 
des  candidali-  aux  écoles  de  Saint-Cyr,  Na%'ale,  Centrale,  Polytechnique,  des 
Ponts  et  Chaussées,  des  Mines  de  Paris  et  de  Saint-Etienne.  —  1  vol.  in-8", 
186  p.  ;  12  fr.  ;  Vuiberl,   Paris. 

Le  tome  I  comprend  deux  parties.  —  1.  Calculs  arithmétiques  :  Opéra- 
tions abrégées.  Approximations  numériques;  méthode  de  Guyou.  —  II. 
Calculs  logarithmiques  :  Expressions  algébriques  et  expoiienlielles.  Expres- 
sions et  équations  trigonométriques.  Résolutions  des  triangles.  Exercices 
divers. 

E.  Beutel.  —  Die  Quadratur  des  Kreises.  (Mathemalisch-Physikalische 
Bibliothek.)  Zweite  Aullage.  —  1  vol.  in-16,  56  p.,  broché;  B.  G.  Teubner, 
Leipzig. 

Aperçu  sommaire  du  problème  de  la  quadrature  du  cercle,  dans  son  déve- 
loppement historique.  —  Introduction.  Les  travaux  des  géomètres  de  l'anti- 
quité et  du  moyen  âge.  Le  rôle  de  l'Analyse  et  de  l'Algèbre  supérieure. 
Irrationalité  et  transcendance  de  tt. 

E.  BoREL.  —  Die  Elemente  der  Mathematik.  Vom  Verl'asser  genehmigte 
deutsche  Ausgabe  besorgt  von  Paul  St^eckel.  —  Zweiter-  Band.  Géométrie 
mit  einer  Einfûlirung  in  die  ebene  Trigonométrie.  Zweite  Aullage  mit  442 
Textfiguren  u.  2  Tafeln.  —  1  vol.  in-S",  380  p.  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 
■  Deuxième  édition  allemande,  entièrement  revue  et  complétée,  des  Elé- 
ments de  Géométrie,  premier  et  second  cycle,  de  M.  E.  Borel,  publiés  en 
1905  pai"  la  librairie  Colin,  Paris.  Commencée  par  P.  Stiickel,  la  publica- 
tion de  cette  nouvelle  édition  a  été  achevée  par  M.  H.  Wieleitner. 

E.  BoRTOLOTTi.  —  4400  esercizi  di  algebra  elementare  tratti  dalla  arit- 
metica  générale  ed  algebra  per  i  licei  classici  e  moderni.  —  1  vol.  in-8", 
240  p.  ;  6  1.  ;  Societa  éditrice  Dante  Alighieri,  di  Albrighi,  Segati  &  C°, 
Milano-Roma-Napoli. 

Collection  très  riche  d  exercices  et  de  problèmes  d'algèbre  élémentaire, 
groupés  et  gradués  avec  beaucoup  de  soin.  Elle  complète  d'une  manière 
utile  le  «  Trattado  di  Algebra  Elementare  »  du  savant  professeur  de  l'Uni- 
versité de  Bologne. 

S.  Brodetsky.  —  A  first  Course  in  Nomography,  —  1  vol.  in-8o,  135  p. 
relié;  10  sh.  ;  G.  Bell  and  Sons,  London. 

Cette  introduction  à  létude  de  la  nomograplue  comprend  les  chapitres 
suivants  :  I.  Nomograms  for  addition  and  simullaneous  équations.  —  II. 
Generalised  Nomograms  for  Addition  and  Substraction.  —  III.  Nomograms 
for  Multiplication  and  Division.  —  IV.  Nomograms  with  two  parallel  Scales. 
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Qiiadratic  Equations,  etc.  —  V.  Geiieralised  l'iieoiy  of  Nomograms  wilh 
two  parallel  Seules.  Parallel  Coordinates.  —  VI.  Nomograms  witli  trigoiio- 
iiietrical  Ftinctions.  —  VII.  Nomograms  with  intersecling  Scales.  —  VIII. 
Practical  and  aiitomatic  Construction  of  Nomograms.  l"]mpirical  Nomograms. 
Praclical  Détails. 

A.  Blhi..  —  Géométrie  et  Analyse  des  intégrales  doubles.  (Collection 
Scientia).  —  1  vol.  in-8",  68  p.,  'i  jig.  :  broclié  3  fV. ,  majoration  temporaire 
100  7o  :  Gaulhier-Villars,  Paris. 

L'anleur  met  en  lumière  le  rôle  fondamental  que  joue  l'idenlité 
f  fdXdY  ^=  fXdY.   Son   exposé   constitue    une    excellente    inlroduclion    à 

*•  c 

l'étude  des  travaux  sur  les  intégrales  doubles  que  l'on  doit  aux  maîtres  de 
la  science  française. 

P.  Crantz.  —  Sphàrische  Trigonométrie  zum  Sclbstunierricht.  (Ans 
Natur  und  Geisteswelt.  No  605).  —  1  vol.  in-16,  98  p.;  B.  G.  Teubner, 
Leipzig. 

Cet  exposé  forme  une  suite  à  lopuscule  consacré  à  la  Trigonométrie  plane. 
L'auteur  se  borne  aux  notions  essentielles  de  la  Trigonométrie  sphérique  et 
aux  applications  fondamentales  à  la  Géographie  mathématique  et  à  l'Astro- 
nomie. 

E.  M.  HoKSBURGH.  —  CalCUlating  Machines,  llnstiuuion  of  Englneers 
and  shipbuilders  in  Scotland,  Department  of  Engineering,  University  of 
Edinburgh).  —  l  vol.  in-S»,  46  p.  ;  33  fig.  et  2  portraits;  Published  by  the 
Institution,  EImbank  Crescent,  Glasgow. 

Monographie  consacrée  à  I  étude  du  mécanisme  des  principales  machines 
à  calculer,  avec  une  introduction  historique. 

E.  Lebon.  —  Table  de  caractéristiques  de  base  30030  donnant  en  un 
seul  coup  d'œil  les  facteurs  premiei-s  des  nombres  premiers  avec  30  030  et 
inférieurs  à  901800  900.  Tome  I,  fasc.  1.  —  1  vol.  in-4o  de  xxiv-56  p.; 
broché  15  fr.,  majoration  temporaire  100  "/g-,  Gauthier-Villars,   Paris. 

L'Enseignement  mathématique  a  déjà  signalé  cette  importante  publication 
qui  marque  un  progrès  réel  dans  les  méthodes  de  la  recherche  des  facteurs 
premiers  des  nombres  (v.  le  fasc.  2  du  tome  XXI). 

G.  LoRiA.  —  Newton  (Collection  des  Profili).  —  1  vol.  in-16,  64  p.  ;  3  1.; 
A.  F.  Formiggini,  Rome. 

La  collection  de  Notices  biographiques  d'hommes  illustres  intitulée  «  Pro- 
fîli  »  vient  de  s'enrichir  d'un  élégant  petit  volume  consacré  à  Newton.  On 
lira  avec  intérêt  cet  opuscule  dans  lequel  M.  G.  Loria  présente  d'une  manière 
succincte  mais  très  vivante  la  vie  et  les  principaux  travaux  du  gi-and  savant 
anglais. 

p.  .Mineur.  —  Problèmes  et  épures  de  Géométrie  descriptive.  —  1  Voi. 

in-S»,  200  p.  ;  7  fr.  ;   Vuibert,   Paris. 

Ce  recueil  de  problèmes  et  dépures  se  rattache  au  Traité  de  Géométrie 
desciiplive  à  l'usage  des  candidats  au  baccalauréat  et  aux  écoles,  par 
T.  Chollet  et  P.  .Mineur,  mais  il  peut  aussi  être  utilisé  indépendamment  de 
tout  ouvrage  théorique.  Les  exercices,  nombreux  et  variés,  sont  développés 
d'une  manière  très  claire.  Toutes  les  fois  que  le  problème  l'exige,  la  solution 
giaphique  est  précédée  de  la  solution  géométrique. 

Les  135   exercices   que   renferme   ce   volume    sont    répartis    comme   suit  : 
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I.  Droites.  Plans.  —  II.  Pei"i)endiciilaires.  Distances.  —    III.  Rabattements. 

—  IV.  Changement  de  plans.  Symétrie.  —  V.  Rotations.  —  VI.  Perpen- 
dicnlaire  commune.  —  VII.  Angles.  —  VIII.  Construction  et  mise  en  place 
de  polyèdres.  —  IX.  Sections  planes  de  polyèdres.  Ombres.    —   X.  Sphère. 

—  XI.  (Jones  et  cylindres. 

R.  NoGUEs.  —  Cours  de  Mathématiques  spéciales  sous  forme  de  pro- 
blèmes (Algèbre,  Analyse,  Trigonométrie,  Géométrie  analytique,  Méca- 
nique, Géométrie  descriptive).  —  1  vol    in-S»,  394  p.  ;   15  fr.  ;  Vuibert,  Paris. 

Collection  de  plus  de  cent  problèmes  accompagnés  de  leur  solution  et  se 
rapportant  aux  différentes  branches  du  programme  des  classes  de  mathé- 
matiques spéciales. 

Maurice  d'OcACNE.  — Principes  usuels  de  nomographie  avec  applications 
à  divers  problèmes  concernant  1  artillerie  et  1  aviation.  —  1  vol.  in-8"  de  iv- 
70  p.,  avec  19  fîg.,  broché,  4  fr.  50,  majoration  temporaire  100  "/^  ;  Gauthier- 
Villars,  Paris. 

Conférences  faites  au  cours  de  la  guerre  à  la  Section  de  nomographie  que 
lauteur  avait  reçu  la  mission  d  organiser  et  de  diriger.  Le  critérium  qui 
l'a  guidé  dans  le  choix  des  principes  figurant  au  présent  exposé,  d  ailleurs 
très  sommaires,  a  été  le  suivant  :  ne  retenir  que  ceux  qui,  au  cours  de  ces 
dernières  années,  ont  trouvé  à  s'appliquer  fréquemment  aux  diverses  tech- 
niques intéressant  la  conduite  de  la  guerre,  plus  particulièrement  à  l'artil- 
lerie et  à  l'aviation,  et  qui,  à  la  suite  de  cette  vaste  épreuve,  peuvent  être 
regardés  comme  d'un  usage  vraiment  courant. 

M.  Stuyvaert.  —  Statique.  Dynamique.  —  1  vol.  in-8o,  205  p.  ;  20  fr.  ; 
Van  Rysselberghe  &  Kombaut,  Gand. 

Cette  introduction  à  l'étude  de  la  Mécanique  traite  des  objets  suivants  : 
Statique  du  point.  —  Equilibre  des  solides.  —  Statique  graphique.  —  Prin- 
cipe du  travail  virtuel.  —  Solides  pesants.  —  Machines  simples.  —  Sys- 
tèmes funiculaires  et  articulés.  — Attraction  de  sphères.  —  Cinématique  du 
point.  —  Dynamique  du  point.  —  Cinématique  des  solides.  —  Dynamique 
des  systèmes.  —  Moments  d'inertie.  —  Mouvement  relatif  du  point. 

G.  Wentworth  et  D.  E.  Smith.  —  Work  and  Play  with  Numbers.  — 
1  vol.  in-8o,  114  p.  ;  Giun  &  C'",  Boston  et  Londres. 

Première  initiation  à  la  notion  de  nombre  et  aux  opérations  élémentaires 
présentée  sous  une  forme  ti-ès  attrayante.  Illustré  d'une  manière  ti-ès  élé- 
gante, avec  de  nombreux  dessins  en  couleurs  frappant  l'imagination  de  l'en- 
fant, cet  ouvrage  présente  un  cachet  artistique  que  l'on  n'a  guère  l'occasion 
de  rencontrer  dans  les  manuels  de  1  enseignement  élémentaire. 

Contents  :  I.  Number  Work  to  10.  Counting  to  100.  —  IL  Addition  table 
completed.  —  III.  Practice  on  the  addition  table.  —  IV.  Numbers  to  1000. 
Multiplication. 

ERRATA 

Tome  XXL  —  No  1. 

P.  42,  ligue  6  à  partir  d'en  haut.  Au  lieu  de  «  cet  exemple  »    lire  «  cet  en- 
semble ». 
ligne  22        »  »  »      »        »     «  l'analogie    avec     l'ensemble 

(a)  »  lire  «  l'analogie  avec 
I  exemple  [a]  ». 


LA  NOTION  D'ÉQUIVALENCE 
DANS    LA    THÉORIE    DES    GROUPES 


G.  A.  Miller  (Urbana,  111.) 


Une  des  notions  les  plus  embarrassantes  de  la  théorie  des 
groupes  est  celle  d'équivalence.  Dans  l'énumération  des 
groupes  de  substitutions,  par  exemple,  deux  groupes  tels 
que  l'un  d'eux  se  transforme  dans  l'autre  au  moyen  d'une 
substitution  sont  considérés  comme  équivalents,  et  de  toute 
la  série  infinie  des  groupes  de  substitutions  pouvant  se  trans- 
former les  uns  dans  les  autres  par  simple  substitution,  un 
seul  sera  compris  dans  l'énumération.  D'un  autre  côté,  quand 
deux  tels  groupes  apparaissent  comme  sous-groupes  du 
même  groupe,  ils  sont  dits  être  des  groupes  distincts. 

De  même  en  énumérant  des  groupes  abstraits,  deux 
groupes  simplement  isomorphes  sont  considérés  comme 
équivalents,  et  l'un  des  deux  seulement  est  compris  dans 
l'énumération,  alors  que  ces  deux  groupes  sont  considérés 
distincts  quand  ils  apparaissent  comme  sous-groupes  du 
mêîne  groupe  abstrait.  Nous  avons  ici  non  seulement  des 
critères  différents  d'équivalence  selon  que  nous  employons 
les  groupes  abstraits  ou  les  groupes  de  substitutions,  mais 
même  dans  la  même  branche  de  la  théorie  des  groupes, 
deux  groupes  seront  considérés  tantôt  comme  équivalents 
tantôt  comme  non  équivalents. 

Les  difficultés  qui  s'attachent  à  l'usage  des  diverses  notions 
d'équivalence  dans  la  théorie  des  groupes  peuvent  être  illus- 
trées par  les  énoncés  d'apparence  contradictoire  suivants  : 
Il  y  a  un  et  un  seul  groupe  cyclique  de  chaque  ordre  donné, 
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mais  tout  groupe  non-cyclique  contient  au  moins  deux  sous- 
groupes  cycliques  de  même  ordre.  Dans  le  premier  de  ces 
énoncés,  deux  groupes  sont  regardés  comme  équivalents 
chaque  fois  qu'il  est  possible  d'établir  un  isomorphisme 
simple  entre  les  deux  opérateurs,  tandis  que  dans  le  second, 
deux  groupes  sont  considérés  comme  équivalents  seulement 
lorsqu'ils  se  composent  des  mêmes  opérateurs. 

Ces  observations  soulèvent  la  question  suivante  :  existe- 
t-il,  dans  la  théorie  des  groupes,  des  groupes  absolument 
équivalents  ou  des  opérateurs  absolument  équivalents  ? 
Considérant  que  l'identité  est  le  seul  opérateur  ou  sous- 
groupe  qui  conserve  les  mêmes  propriétés  par  ia[)port  aux 
opérateurs  de  tous  les  groupes,  on  peut  dire  :  IL  y  a  un  et  un 
seul  groupe  et  un  et  un  seul  opérateur  qui  conserve  les  mêmes 
propriétés  dans  toutes  les  considérations  de  la  théorie  des 
groupes  dans  lesquels  il  apparaît:  c'est  l'identité.  D'où  l'iden- 
tité cruii  groupe  peut  être  considérée  comme  absolument 
équivalente  à  l'identité  de  tout  autre  grou[)e. 

Un  opérateur  quelconque  d'un  ordre  donné  n  >  1  peut 
être  commun  à  deux  groupes  et  avoir  des  relations  très  diC- 
férenles  avec  les  autres  opérateurs  de  ces  mêmes  groupes. 
Ceci  illustre  le  fait  qu'à  l'exception  de  l'identité  un  opéra- 
teur de  groupe  n'est  pas  défini  en  lui-même.  Il  n'est  pas 
non  plus  complètement  défini  par  les  groupes  connus  dans 
lesquels  il  serait  contenu.  La  manière  dont  il  se  comporte 
dans  ces  groupes  ne  détermine  [)as  celle  qu'il  aura  par  rap- 
port à  d'autres  grou[)es  dans  lesquels  il  peut  ap[)araîtrc.  Les 
mêmes  remarques  s'appliquent  également  à  deux  sous- 
groupes  sim[)lement  isomorphes. 

lin  particulier,  l'énoncé  général  d'après  lequel  il  existe  un 
et  un  seul  groupe  cycli(|ue  d'un  ordre  donné  n,  énoncé  (jui 
implique  que  tous  les  groupes  cycliques  de  cet  ordre  sont 
équivalents,  représente  les  faits  d'une  manière  très  inadé- 
quate. Il  seiait  tout  aussi  exact  de  dire  (ju'il  existe  un  et  un 
seul  opérateur  d'ordre  n.  Il  paraît  indiqué  de  considérer  les 
groupes  et  les  opérateurs  de  groupes  comme  des  élénients 
qui  ne  peuvent  être  complètement  définis.  Tout  ce  que  l'on  en 
peut  savoir  c'est  leur  manière  d'être  dans  certains  groupes. 
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y  compris  les  groupes  déterminés  par  euxi-nirmes.  En  par- 
tant (le  ce  point  de  vue,  il  est  impossible  d'établir  réqiiiva- 
lence  de  deux  groupes,  à  moins  (|ue  ce  ne  soit  lidentité,  et 
l'habitude  de  considérer  deux  groupes  qui  sont  sitnplement 
isomorphes  comme  équivalents,  est  sujette  à  caution. 

Dans  la  théorie  éiétnentaire  des  groupes  il  est  fait  usag(; 
implicitement  ou  explicitement  d'au  moins  sept  tj^pes  dille- 
renls  d'équivalence.  Il  y  a  peu  de  risques  d'erreur  lorsque 
l'équivalence  est  explicitement  restreinte  comme  (;'est  le  cas 
lors(|ue  les  opérateurs  d'un  groupe  sont  dits  équivalents  en  ce 
qui  concerne  un  certain  sous-groupe,  pris  comme  module,  ou 
en  ce  qui  concerne  deux  sous-groupes  pris  comme  double 
module.  C'est  un  fait  évident  que  ces  types  d'équivalence 
n'impliquent  pas  des  propriétés  d'identité  puisque  deux  o[)é- 
rateurs  qui  sont  équivalents  en  ce  qui  concerne  un  certain 
module  peuvent  être  d'ordres  différents.  L'équivalence  par 
rapport  à  un  module  ou  un  double  module  n'implique  donc 
pas  l'équivalence  par  rapport  au  simple  isomorphisme  ;  de 
même  celui-ci  n'implique  pas  celui-là. 

Jusqu'ici  nous  avons  noté  cinq  types  d'é(|uivalences  en 
.•  usage  dans  la  théorie  des  groupes,  soit  l'équivalence  subs- 
titution, l'équivalence  en  ce  qui  conc^erne  l'isomorpliisme 
simple,  l'équivalence  absolue  et  deux  types  d'équivalence 
modulaire.  Les  deux  premiers  de  ces  types  ne  sont  généra- 
lement pas  explicitement  définis  et  sont  par  consécpient  sus- 
ceptibles de  devenir  une  source  d'imprécision  pour  le  lec- 
teur mathématique.  Lorsqu'on  se  réfère  aux  énuméralions 
de  groupes  de  substitution  telles  que  celles  inaugurées  par 
A.-L.  Cauchv  en  1845,  il  est  d'usage  d'indiquer  seulement 
qu'il  y  a  deux  groupes  de  substitution  pour  3  lettres,  7  pour 
4  lettres,  etc.  Il  serait  plus  précis  de  dire  que  si  tous  les 
groupes  de  substitution  qui  peuvent  se  transformer  les  uns 
dans  les  autres  sont  regardés  comme  équivalents,  alors  il  y 
a  deux  et  seulement  deux  ensembles  pour  trois  lettres,  etc. 

D'où  il  résulte  que  l'équivalence  de  substitution  implique 
l'équivalence  d'isomorphisme  simple,  mais  que  l'équivalence 
d'isomorphisme  simple  n'implique  pas  l'équivalence  de  subs- 
titution. Même  la  liste  des  groupes  de  substitution  possibles 
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pour  4  lellres  contient  déjà  2  groupes  simplement  iso- 
morphes. Il  Tant  donc  se  souvenir  que  quand  un  auteur  <Ma- 
blit  par  exemple  qu'il  y  a  5  et  seulement  5  groupes  d'ordre  8 
et  <|u'il  y  a  7  et  seulement  7  groupes  de  degré  4,  il  admet 
des  critères  très  différents  par  la  détermination  de  l'équi- 
valence dans  les  deux  cas.  Ce  qui  est  encore  plus  important 
c'est  le  fait  que  ni  l'un  ni  l'autre  de  ces  critères  ne  se  rap- 
porte à  l'équivalence  absolue.  Les  systèmes  infinis  de  groupe.*; 
(jui  ont  séparément  un  seul  représentant  dans  une  telle  cnu- 
méralion  sont  en  fait  indéfinis  en  ce  qui  concerne  les  pro- 
priétés relatives. 

Les  deux  autres  types  d'é(|uivalence  de  la  théorie  «les 
groupes  que  nous  avons  déjà  indi(jués  concernent  des  opé- 
rateurs des  sous-groupes  du  grou|)e  G  qui  se  correspondent 
soit  au  groupe  d'isomorphisme  de  G,  soit  à  son  groupe 
d'isomorphisme  intérieur.  Ces  types  d'équivalence  sont  géné- 
ralement connus  sous  le  nom  de  conjugués  et  sont  moins 
sujels  à  des  erreurs  de  conception  que  les  autres  dont  nous 
avons  parlé  précédemment.  Le  dernier  concerne  uni(|uemenl 
les  groupes  non-abéliens,  mais  il  est  d'une  importance  fon- 
dameutale  dans  l'étude  de  ces  groupes. 

Le  principal  objet  de  cette  Note  était  d'attirer  l'attention 
sur  la  grande  différence  entre  les  critères  d'équivalence  em- 
plovés  dans  la  théorie  des  groupes  et,  en  ce  qui  concerne  la 
nature  des  opérateurs  ou  sous-groupes  qui  sont  classés 
ensemble  comme  équivalents,  sur  la  faible  part  de  connais- 
sance impliquée  par  cette  classification.  Un  groupe  exige 
des  lois  rigides  en  ce  qui  concerne  les  combinaisons  de  ses 
propres  sous-groupes  ou  opérateurs,  mais  ne  met  point  de 
restriction  à  ces  mêmes  sous-groupes  ou  opérateurs  lors- 
qu'ils sont  combinés  avec  des  éléments  ne  faisant  pas  pnrtie 
du  groupe. 


QUELQUES  REMARQUES  SUR  UN  THEOREME 

RELATIF  A   LA  SÉRIE   HYPERGEOMÉTRIQUE 

ET  SUR  LA  SÉRIE  DE  KUMMER 

PAR 

G.  Cailler  (Genève). 


l.  —  A  la  suite  des  recherches  de  M.  J.  Hadamard,  je  suis 

parvenu,  il  y  a  quelques  années,  à  la  relation  suivante. 

Soit 

*(x.  y.   z)  =  F(a.   (3,  y,  xz)F{ai',   p'.  y'.  j(l  —  -))   : 


on  a 


1 

fz^~\\  —  z)^'~'*(;c.  y,   z)dz 

0 

Le  fait  que  le  second  nombre  est  hypergéométrique  rela- 
tivement à  la  combinaison  .r  +  j/  —  -^^  =^1  —  (1  —  •*")('  ~  !/) 
est  fort  remarquable.  Malheureusement  le  résultat  ci-dessus 
n'est  pas  général.  Outre  les  conditions  de  convergence  de 
l'intégrale,  lesquelles  sont  naturellement  supposées,  il  faut 
pour  la  validité  de  (1)  que  les  paramètres  obéissent  aux  con- 
ditions 

*  +  «'  =  ?  +  ?'  =  T  +  y'   •  (2l 

Mon  attention  ayant  été  ré(;emment  appelée  de  nouveau 
sur  le  théorème  (1),  j'ai  essayé  de  le  généraliser  en  suppri- 
mant les  restrictions  (2).  Pour  qu'une  semblable  généralisa- 
tion offre  quelque  intérêt,  il  faut  évidemment  que  le  second 
membre  reste  une  fonction  simple  de  la  quantité  .r -f- 3/ — vy. 
Or  j'ai  eu  beau  modifier  la  forme  de  la  fonction  $,  et  changer 
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les  limites  de  riiitégration,  toutes  mes  lentalives  ont  invaria- 
blement éclioué:  il  semble  que  les  condilions  (2)  soient 
nécessaires  et  jusqu'ici  l'équation  (1)  reste  seule  de  son 
espèce. 

En  revanche,  j'ai  trouvé  (|ue  l'iiilëgrale  du  premier  membre 
de  (l)  peut  revêtir  une  autre  forme,  valable  pour  tous  les  «. 
/3.  y.  a',  jS',  y  qui  assurent  la  convergence;  cette  nouvelle 
forme  est  encore  une  intégrale  définie,  la  suivante 


La  sio:nifi(;ation  des  lettres  est  consionée  dans   le  tableau 

H(.r.    r,    z) 
=  F(a  4-  a  —  ,'î ,  /> .  rt  +  /y ,  1  —  c)  F  (rt  4-  a  .  />  -f  [3 ,  Y  +  y',  .ri  l  ~  y]  z  +  r) 

«  =  Y  +  y'  —  a  —  a'   •        <*  =  T  +  y'  —  r^  —  ?'   • 

(y  —  wwj  —  1)!    («  +  g-  \\\[h  +  r^  —  1) : 


(Y  +  y'—  1)!      (a  —  1)!(^  -  1)!|«  +  /> 


11 


Il  est  clair  qu'on  peut  obtenir  plusieurs  égalités  analogues. 

en  alternant  entre   elles   les  lettres  «  et  /3,   ou   a'  et  /3',  ou 

en('ore  en  permutant  les  deux  sér-ies  «.  /3.  y.  x  et  a',  /3',  y',  .y. 

En  outre,  les  propriétés  connues  de  la  l'onction  F  permellenl 

d'écrii'e  (3)  sous  plusieurs   Cormes  é(|uivalentes  ;  en  fiiisant, 

par  exemple 

L(.r,  j,  =1 

=   i''(fl  +  a  —  fi ,   />  .  fl  +  /y  ,   1  —  :)  F  (a',  [î',  y+y'  xz\\  —  r)  +  r)   . 


on  a.  au  lieu  de  (3),  l'expression 


^/=°' 


a+i— 1 


,«'+?'-y-y'i^,.^,  ^.,  ,,rf. 


(4) 


Le  procédé,  tout  élémentaire,  par  lequel  j'ai  établi  autre- 
fois la  relation  (1  s'nppli(|ue  avec  le  même  succès  à  la 
démonstration  de  Téo-aliié  nouvelle 


/•  y— 1  y'— 1 

{  z^       (1  —  Z)  <i>clz  =  Cl 


r) 


y+y'-«'-r' 


0 

(5i 
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Faisons  d'ahorrl  ,r  ^  0,  le  premier  membre  se  réduit  à 


Y— 1 

z)      Fia',  y,  y'.  y-)d< 


ce  fjui  vaut,  comtne  on  voit  aisément, 


(/—  Il  !  (y  —  h: 
it4-  t-  1); 


Fia',   lî'.  Y  4-  y''  J>   • 


Mais  c'est  aussi  la  valeur  du  second  meml)re;  car,  dans 
la  même  hvpothèse  .r  =  0,  la  forme  (4)  nous  le  montre  iden- 
tique à  l'expression 


CF(a',    ,3'.   Y  +  y'.  .VI  /*:"+*■"' (1  —  :|"~^F(«  +  a  —  ,3  ,  t  .  «  +  6  ,  ;i 


(6) 


Mais  ici  l'intégrale  définie  vaut 

fa  +/;  —   Il  !  la  —  Il 


I  a  -f-  //  +  a  —  I 


F  (  a  -f  a  —  [5 .   h  ,   a  -\-  h  +  oi ,   1) 


ou 


{a  +  /y  —  Il  !    a  —  Il  !  (a  +  /'  + 


Il  :  (fs 


h! 


I  r/  +  />   +  a  —   1 1  1        U/   +   a  —  1 1  I  I  /'  +  '3  —  1 1  ! 

On  n'a  qu'à  transporter  ce  résultat  dans  (6)  et  h  subslituer 
la  valeur  de  C  pour  faire  apparaître  l'identité. 

La  formule  (5)  à  démontrer  est  donc  exacte,  si  .x'  est  nulle, 
cela   quelles   que    soient   les   valeurs  «.  /S.  y;  a'.  /5',  y'  fl    i/. 

Pour  aller  plus  loin,  désignons  [)ar  Dia.  /S.  y  :  a'.  /3'.  y',  .r.  y) 
la  différence  existant  entrn  les  deux  membres  de  (5).  On 
reconnaît  à  l'instant  l'exactitude  de  la  relation 

-^  =  ^D(a+  1,   ?  +  l.  T+  1;  «'.   y,  t':  •^-  V)   . 
o:»:  Y 

Par  suite,   si  .r  =  0.  non  seulement  la  différence  D  s'an- 

nule  mais  aussi  toutes   les  dérivées  .  Et  puisque  D  est 

analytique   en  .r,   on    en   conclut   que    D    est  identiquement 
nulle. 

La  relation  (5)  est  donc  exacte  sous  la  réserve,  qui  va  de 
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soi,  que  les  intégrales  des  deux  membres  soient  conver- 
gentes l'une  et  l'autre.  Le  théorème  peut  d'ailleurs  être  aisé- 
ment modifié  de  manière  à  embrasser  le  cas  de  divergence; 
il  suffit  de  remplacer  le  contour  recliligne  d'intégration  par 
un  lacet  double  entourant  les  points  critiques  zéro  et  l'unité. 

La  proposition  (1)  apparaît  alors  comme  un  simple  (;as  par- 
ticulier de  (5),  celui  où  les  deux  paramètres  a  ei  b  sont 
nuls:  c'est  d'ailleurs  le  l'ait  que  la  formule  (1)  se  généralise 
dans  l'équation  (5)  qui  prête  un  certain  intérêt  à  cette  der- 
nière malgré  sa  complexité. 

IL  —  Pour  donner  un  exemple  con(;ret  d'application  de 
la  formule  (5),  prenons  le  cas  b  =  0,  ou 

T  4-  y'  =  P  +  P'  ; 

une  seule  des  conditions  (2)  est  ici  supposée. 

Faisons  en  outre  y  =r  i  ;  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (5)  est 


.A 


z)  F(tx,  [i.  y,  xz)F  (a',  ^',  y'.    \  —  z\dz 


Pour  qu'il  soit  convergent,  il  faut  et  il  suffît  que 

Y  >  0       y'  >  0       Y  +  y'  -  «'  -r  >  0  ■ 

Afin  d'en  obtenir  la  valeur,  à  la  place  du  second  membre 
de  (5)  qui  se  présente  sous  une  forme  illusoire,  nous  choi- 
sissons l'expression  (4).  Elle  donne 

1 

CF(a'.    |î'.   Y  +  y'.   1)  fz'^-'il  -  zf-^[\  —  xz]'^'^^'-'^-'^'  dz   , 
ô 

et  enfin,  après  quelques  réductions  faciles, 

Çz^      (1  —  3)^      'F(a,  ji.  Y,  A-î)  F(a'.   jj',  y'.   1  —  3)^2 


0 


=  — — ; — H — ; — r^, — \ — ; — th — j-r  P(y  +  y  —  *  —  ['  •  a ,  y  +  y  —  «  .  x) 
(Y  +  y'—  a'-  1 1  I  (y  +  y'—  fi'—  1  )  !        '       '  '  '  ^  '  ' 

Cette  équation  suppose,  répétons-le,  y  +  y'  =  /3  +  /3'. 
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III.  —  La  formule  (1)  présente  de  nombreux  cas  de  dégé- 
nérescence dignes  de  remarfjue.  Qu'il  me  soit  permis  de 
citer  ici,  en  manière  de  conclusion,  ceux  qui  concernent  la 
série  de  Kummer 

a  a  (a   -I-  1  )  a;* 

Cette  série  entière  possède  la  propriété 

e*  F(a,  y  ;   —  x]   =   F  (y  —  a  ,  y;   x) 

facile  à  démontrer;  elle  se  relie  d'autre  part  aux  fonctions 
de  Bessel  par  l'équation 


J       I  (xi\ 

-^  =  AF(a,  2a;   —  2x)e^ 


—  2 


[xi]"      2 

OÙ  A  désigne  une  constante  convenablement  choisie. 
Ceci  posé,  nous  avons  le  résultat  suivant. 
Soient 

F  (a,  y:  a:)  et  F  (a',   y';  x) 

deux  fonctions  de  Kummer  telles  que 

a  +  a'  =  y  +  y'    ; 

on  a 

fz^~\\  -  =/~'f(«,  y;  xz)V{ol',  y';  j(l  -z))dz 
0 

_(y-l)!(y--1)!  ^    ,      .    ,  _  ,. 

c'est  l'analogue  de  la  formule  (1). 

A  cette  équation  je  joins  encore  la  suivante,  qui  ne  sup- 
pose plus  réalisée  la  condition  «  -f-a  =  7  4-  y'  •  c'est 

A^~Nl  —  z)^~   f"(a.  T;   xz]?[a.',  y';   x(l  —  z)]dz 
0 

(^  _  1)!  (^'_  D! 
=      (y  +  y--l)!      ^('  +  »-T  +  T.-^)  • 


METHODE  A  SUIVRE 

POUH 

DETERMINER  LA  TOTALITÉ  DES  NOMBRES  PREMIERS 

COMPRISE  ENTRE  1 
ET  LE  NOMBRE  N  =  1  x  2  x  3  X  5  x  7  X  M  X  ...  X  )5, 

PRODUIT  DES 

(a  -i  1)  NOMBRES  PREMIERS  CONSÉCUTIFS 

PRIS  A  PARTIR  DE  1 


Edouard   Barbette  (Liège) 


La  totalité  des  nombres  premiers  avec  N  et  non  supérieurs 
à  N  est  donnée  par  Vindicateur  de  N  : 


M  =  1  X  2  X  4  X  6  X  10  X  ...   X  ( /? 


Soient />!,  pi,p^,  ...  les  nombres  premiers  qui  suivent  p 
et  soit  pn  le  plus  grand  des  nombres  premiers  dont  le  carré 
est  inférieur  à  N. 

Si  q  est  le  nombre  premier  immédiatement  inférieur  au 
quotient  de  N  par  pi  et  si  nous  représentons  par  /S  la  totalité 
des  nombres  inférieurs  à  N  qui  sont  les  produits  distincts 
des  nombres  premiers  /?, ,  p^,  p^,  ...  ,  q  pris  avec  répétition 
de  toutes  les  façons  possibles  (2  à  2,  3  à  3,  4  à  4,  ...),  «  étant 
la  quantité  de  nombres  premiers  de  2  à  /?,  la  totalité  des 
nombres  premiers  de  1  à  N,  y  compris  l'unité,  sera  donné 
par  9(N)  +  a  —  /3.  La  table  des  nombres  premiers  de  1  à  çr 
permettra  donc  de  déterminer  la  totalité  des  nombres  pre- 
miers qui  existent  de  1  à  N. 
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Si  Pn  ^P>  'G  lolal  se  réduit  à  (]}(N)  +  a. 

Nous  allons  appliquer  la  méthode  qui  précède  aux  pre- 
mières valeurs  de  IV  : 

I"  N  =  lx2x3  =  6.  L'indicateur  de  6  est  ç(6  ^1x2  =  2. 

Puisque  2*  <  6  <  3^,  c'est  que  /?„  — .  2  <  /?  ou  3. 

De  1  à  6,  il  y  a  donc  ®(N}  +  a=:2-|-2  =  4  nombres  pre- 
miers. 

2"  N  =  1  X2x3x5=:  30.  L'indicateur  de  30  est  ^(SO)  = 
1x2x4  =  8. 

Puisque  5^  <  30  <  6*.  c'est  que  />„  = /;  ou  5. 

De  1  à  30.  il  existe  donc  (p'X)  +  a  =  8  +  3=li  nombres 
premiers. 

3"  N==lx2x3x5x7  =  210.  L'indicateur  de  210  est 
<p(210)  :=  1  X  2  X  4  X  6  =  48. 

Puisque  14'  <  210  <  15^  c'est  que  /?„  =  13  >  />  ou  7; 
calculons  /3  :  le  nombre  premier  qui  précède  le  quotient  de 
210  par  11  étant  19  et  le  nombre  premier  qui  précède  le 
quotient  de  210  par  13  étant  13,  les  cinq  produits 


11  X  11 


11  X  13   .  11  X  17   ,  11  X  19   ,  13  X  13 


sont  les  seuls  à  éliminer. 

De  1  a  210,  il  y  a  donc  (p(N,  +  a  —  /3=:48  +  4  —  5  =  47 
nombres  premiers. 

4»  N  =  lx2x3x5x7xll=  2310.  L'indicateur  de 
2310  est 

?(2310|  =  1  X  2  X  4  X  6  X  10  =  480  . 

Puisque  48»  <  2310  <  49^,  c'est  (|ue  /?„  =  47  >  yy  ou  il  ; 
calculons  /3  : 

Les  nombres  premiers  (jui  précèdent  immédiatement  les 
quotients  de  2310  par 

13  ,     17   ,     19   ,     23   .     29   ,     31   .     37   ,     41   ,     43   ,     47 


étant  respectivement 

173  ,  131  ,  113  .  97  .  79  ,  73  ,  61  .  53  ,  53  ,  47  , 
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il  faudra  éliminer  les  produits  de 

13  par  13,   17, ,   173,  au  nombre  de  35  ; 


17 

)) 

19 

» 

23 

» 

29 

» 

31 

» 

37 

» 

41 

)) 

43 

» 

47 

» 

17,  19 ,  131, 

19,  23 ,  113, 

23,  29, 97, 

29,  31, ,  79, 

31,  37 73, 

37,  41, ,  61, 

41,  43,  47,  53, 

43,  47,  53, 
47, 


26  ; 
23  ; 
17  ; 
13  ; 
11  ; 

7  ; 

4  ; 

3  ; 

1  ; 


en  tout,  140  produits. 

Le  nombre  premier  13  étant  le  quotient  de  2310  par  13* 
ou  169,  il  ne  reste  plus  à  éliminer  que  le  produit  13'  X  13 
ou  13'.  Par  suite,  Q  —  141. 

De  1  à  2310,  il  existe  donc  (p(N)  +  «  —  /3  =  480  +  5  — 
141  =  344  nombres  premiers. 

5*»  N==lx2x3x5x7x  11x13  =  30  030.  L'indi- 
cateur de  30  030  est 

9(30030)  =  1x2x4x6x10x12  =  5760  . 

Puisque  173^  <  30  030  <  174»,  c'est  que  /)„  =  173  y  p 
ou  13  ;  calculons  /3  : 

Les  nombres  premiers  qui  précèdent  immédiatement  les 
quotients  de  30030  par 

17   ,     19   ,     23 173  , 

étant  respectivement 

1759   ,      1579   ,      1303   ,    .  ..    ,     173   , 

il  faudra  éliminer  les  produits  de 

17  par  17,     19, ,   1759,  au  nombre  de  268 

19  »  19,     23, ,   1579,  »               242 

23  »  23,     29, ,  1303,  »               205 

29  »  29,     31 ,   1033,  »               165 

31  »  31,     37, ,     967,  »               153 


37 

» 

37, 

41 

» 

41, 

43 

» 

43, 

47 

» 

47, 

53 

» 

53, 

59 

» 

59, 

61 

» 

61, 

67 

» 

67, 

71 

M 

71, 

73 

» 

73, 

79 

)) 

79, 

83 

» 

83, 

89 

» 

89, 

97 

» 

97, 

lui 

» 

101, 

103 

» 

103, 

107 

» 

107, 

109 

» 

109, 

113 

» 

113, 

127 

» 

127, 

131 

» 

131, 

137 

» 

137, 

139 

» 

139, 

149 

» 

149, 

151 

» 

151, 

157 

» 

157, 

163 

» 

163, 

167 

» 

167, 

173 

)) 

173, 
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41, 811,  au  nombre  de   130 

43, 727,  »  117 

47, 691,  »  112 

53, 631,  »  101 

59, 563,  »  88 

61, 503,  »  80 

67, ,  491,  »  77 

71, ,  443,  «  68 

73, ,  421,  »  63 

79, 409,  »  60 

83, ,  379,  »  54 

89, ,  359,  »  50 

97, 337,  »  45 

101, 307,  »  39 

103, 293,  ))  37 

107, 283,  »  35 

109, ,  277,  >.  32 

113, 271,  »  30 

127, 263,  »  27 

131, ,  233,  »  21 

137, 229,  »  19 

139, ,  211,  »  15 

149, ,  211,  »  14 

151, 199,  »  12 

157, 197,  »  10 

163, ,  191,  »  7 

167 181,  )'  5 

173,  179,  »  3 

»  1 
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en  lout,  2385  produits. 

Les  nombres  premiers  qui  précèdent  immédiatement  les 
quotients  de  30  030  par 


17»  ,     19*  ,     23»  .     29»  ,     31= 


37= 


41  = 


étant  respectivement 

103  ,     83  .     53  .     31   .     31   ,     19  .     17 
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et  le  (|ii()lieiit  de  30  030   par  43*  élant   16  <  17,    il   l'aiil   éli- 
miner les  pi'oduits  de 


W  par  17,   19, 


19« 

» 

■'■  '  ? 

19, 

23* 

» 

j  y 

19, 

29-^ 

» 

■i-  '  1 

19, 

31-' 

» 

■■■  '  5 

19, 

37-^ 

» 

17 

19, 

41-^ 

» 

103,   au  nombre  de  21 

83,  » 

53,  » 

31,  » 

31,  » 


»  17 

»  10 

»  5 

»  5 

»  2 

))  1 

en  tout.  61  pi-oduits. 

Le  <|uotient  de  30  030  par  17^  ou  4913  étant  inférieur  à  17, 
il  ne  reste  plus  à  compter  que  les  produits,  inférieurs  à 
30030.  des  nombres  premiers  17,  19,  23,  ...  ,  pris  3  à  3,  sans 
répétition  ;  les  produits  4  à  4,  5  à  5,  ...  de  ces  facteurs  dépas- 
seront .30  030  puiscpie  17*  =  83  521  >  30  030:  les  nombres 
premiers  qui  précèdent  immédiatement  les  quotients  de 
30  030  par 


17  X  19  ,  17  X  23  ,  17  X  29  ,  17  X  31  . 
19  X  23  ,  19  X  29  .  19  X  31  ,  19  X  37  ; 
23  X  29  ,   23  X  31  . 

étant  respectivement 

89  .  73  ,  59  ,  53  .  47  ,  43  ;  67  ,  53  , 
et  les  quotients  de  30  030  par 

17  X  43   ,  19  X  41   .  23  X  37   . 

étant  respectivement 

41  <  47   ;  38  <  43   ,  35  <  41   , 


17  X  37 


17  X  41   ; 


47 


41 


29  X  31 


33  <  37 


43 


41   , 


il  restera  a  éliminer  les  produits  <le 

17  X  19  par  23,  29, ,  89,  au  nombre  de  16 

17  X  23     .)     29,  31, ,  73,  »  12 

17  X  29     »     31,  37, ,  59,  »  7 

17  X  31     »     37,  41, ,53,  »  5 

17  X  37     >.     41,   43,  47,  »  3 
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17  X  41  »  43, 

19  X  23  »  29,  31 ,  67, 

19  X  29  »  31,  37, ,53, 

19  X  31  «  37,  41,  43,  47, 

19X37  «  41, 

23  X  29  »  31,  37,  41,  43, 

23  X  31  »  37,  41, 


au  nombre  de 


1 

10 
6 
4 
1 
4 
2 


en  toiil,  71  produits. 

Par  suite.  /3  =  2385  +  61  +  71  =  2517;  de  1  a  30  030,  il  y 
a    donc    (j)(N)  +  a  — /3  =  5760  +  6  —  2517  =  3249    nombres 

premiers. 

Liège,  1920. 


SUR   L'ÉQUATION   FONCTIONNELLE 

/■[?iW]  =  /"[?.  (OJ 

PAR 

Rolin  VVavre  (xNeucliàtel). 


A  la  quinzième  réunion  '  de  la  Société  mathéniali(jue 
suisse,  tenue  à  Neuchàtel  le  31  août  1920,  M.  le  Prof. 
Plancherkl  a  posé  la  question  d'analyse  suivante  : 

«  Soit  yz=if[x)  une  courbe  continue  et  univoque  dans  l'inter- 
valle a<x<b,  telle  que  dans  cet  intervalle  /"(.r)  >  0  et  que 
f[a]  =  f{b\=zO.  Soient  M^,  M^,  deux  points  mobiles  sur  cette 
courbe,  assujettis  à  avoir  à  chaque  instant  iles  mêmes  ordonnées. 
A  l'instant  ^  =  0,  M^  se  trouve  au  point  [a,  o),  M^  au  point  (b,  o). 
Peut-on  coordonner  les  mouvements  de  ces  deux  points  de  ma- 
nière à  ce  qu'ils  se  rencontrent?  » 

M.  Plancherel  ajoute  : 

«  Le  problème  est  équivalent  à  la  détermination  de  deux  fonc- 


»  Voir  L'Enseignement  mathématique,  N"  3-4,  t.  XXI,  p.  236-227;   1920. 
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lions  y»,  (<),  9Pj(<)  continues  dans  l'inleivalle  0  <  ^  <  1,  telles  que 
pour  0  <  r  <  1 

a^<f^[t)  ^  b  ,     «  S  9,(<)  ^  f> 

/•[?.(')]  =  /■(?,  (0]  (1) 

et  que,  pour  /  =  0 

et  pour  t  =■  \. 

T. (M  =  /'.    <P2(ll  =  «  • 

«<  Si  f[x)  n'a  qu'un  nombre  fini  d'extréma  dans  [a,  b),  la  réso- 
lution du  problème  est  immédiate.  Il  s'agirait  de  savoir  si  la  seule 
hypothèse  de  la  continuité  de  f[x)  est  suffisante  pour  assurer  la 
possibilité  du  problème;  si  non,  quelles  conditions  supplémen- 
taires devraient  être  ajoutées.  » 

Je  montrerai  ici  que  la  seule  hypothèse  de  la  continuité  de 
la  fonction  ("(x)  est  suffisante. 

Le  principe  de  ma  démonstration  est  fondé  sur  le  fait  que 
l'on  peut  former  une  suite  de  fonctions  fn{x)  convergeant 
uniformément  vers  f{:r)  pour  lesquelles  la  résolution  de 
l'équation  fonctionnelle 

est  possible.  De  la  suite  des  fonctions 

Ti"'(0  i^\t)  («  =  1,2.3...) 

attachées  à   chaque  fnÇv),  on  pourra  extraire  deux  fonctions 
limites  satisfaisant  à  l'équation  (1). 

1.  — Remarque  préliminaire.  —  Soit  y  z=  f[x)  une  fonc- 
tion continue  et  univoque  telle  que 

/•iO)  =  0         /(1)  =  0         /•(x)>0  (0<x<1 

et  qui  n'ait  {|u'un  nombre  fini  d'extréma. 

La  résolution  iiu  problème  étant  possible  pour  une  telle 
fonction,  on  pourra  toujours  choisir  un  mouvement  des  deux 
points  M^  et  Mj  tel  que  ces  deux  points  ne  se  trouvent  jamais 
à  deux  instants  ciifféi-ents  en  deux  mêmes  points  de  la  coui-be. 

Il  en  résulte  que  le  nombre  de  fois  où  un  des  points  se 
trouve  en  un  [)oint  M  de  la  courbe  au  cours  du  mouvement. 
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est  au  plus  égal  au  nombre  de  points  de  la  courbe  ayant 
même  ordonnée  que  M. 

Si  Ton  fait  l'hypothèse  conforme  à  la  nature  de  la  ques- 
tion, que  la  fonction  envisagée  n'est  constante  dans  aucun 
intervalle,  ce  nombre  de  points  est  nécessairement  borné, 
quel  que  soit  M  sur  la  courbe. 

2.  —  Déftnilion.  — Je  dis  qu'une  courbe  continue  ^r«fe/.ye 
un  intervalle  [x  =^  Xq,  x  =  .rç+i)  ou  [y  —  y^,  y  =^  ,2/^+,)  d'un 
point  a  à  un  point  b  de  la  courbe  lorsque  tous  les  points 
de  la  courbe  situés  entre  a  e\.  b  sont  à  l'intérieur  de  l'in- 
tervalle; a  qX.  b  extrémités  de  la  traversée  sur  la  courbe 
étant  sur  les  deux  frontières  opposées  de  l'intervalle. 

En  tenant  compte  des  propriétés  d'une  fonction  continue, 
on  verra  que  cette  définition  a  un  sens  parfaitement  bien 
défini. 

Pour  fixer  les  idées,  je  donnerai  l'exemple  de  la  courbe 
donnée  par  le  dessin  suivant  : 


Fig.  1. 


courbe  qui  traverse  l'intervalle  (3/^,    3/g+i),  dans    les  inter- 
valles sur  la  courbe 


[a,  h]         (a',  //;         ia",  b"} 


{a"'b"'l 


3.  —  Soit  une  fonction  continue  y  =:  f{x)  n'ayant  qu'un 
nombre  fini  d'extréma  et  satisfaisant  aux  conditions  aux 
limites. 

Résolvons  le  problème,  puis  considérons  un  intervalle 
{Xq,  -Tq^i)  quelconque,  et  l'intervalle  (3/^,  3/^+1),  où  yq  et  3/^+1 
désignent  la  borne  inférieure  et  la  borne  supérieure  de  f{x) 


L'Enseignement  inathém.,  21'  année;   1920. 
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dans  l'intervalle  fermé  [Xq,  .r^+i).  On  sait,  en  vertu  d'un  théo- 
rème classique,  que  ces  Ijornes  sont  effectivement  atteintes 
dans  l'intervalle  fermé. 


■9  -^9*1 


Fig.  2. 


1        X 


Lenime.  —  Pour  que  l'un  des  deux  points  M,,  Mg  traverse 
l'intervalle  (.r^,  .r^+i),  il  faut  que  l'autre  point  traverse  l'in- 
tervalle [ijq,  2/,j-^\)  correspondant,  au  moins  une  fois. 

C'est  immédiat. 

Théorème.  —  Etant  donné  une  courbe  f(x)  n'ayant  qu'un 
nombre  fini  d'extrêma,  le  nombre  de  fois  qu'un  des  mobiles 
traverse  un  intervalle  quelconque  (xq,  Xq+i)  est  au  plus  égal 
au  nombre  de  fois  où  la  courbe  traverse  l'intervalle  corres- 
pondant (jq,    yq+l). 

En  effet  :  chaque  fois  que  l'un  des  mobiles  traverse 
{Xq,  ^ç+i),  l'autre  traverse  (t/^,  yq+\),  mais  si  le  nombre  des 
traversées  de  [Xq^  ■^,7+1)  était  supérieur  à  celui  des  traversées 
de  (2/ç,  yq-\-\),  il  y  aurait  au  moins  une  traversée  de  l'inter- 
valle (î/j,  3/ç+i)  faite  dans  (.r^,  .^ç+i)  qui  correspondrait  à  deux 
traversées  de  l'intervalle  (3/^,  3/9+1)  faites  sur  le  même  inter- 
valle («,  b)  de  la  courbe. 

Mais  les  bornes  inférieure  et  supérieure  se  correspon- 
dant, les  mobiles  occuperaient,  à  deux  instants  différents,  la 
même  position,  ce  qui  doit  être  écarté  en  vertu  de  la  remarque 
préliminaire, 

4.  —  Considérons  une  fonction  continue  f[x)  qui  n'est 
constante  dans  aucun  intervalle,  telle  que  : 

/•(O)  =  0  ,         f[\)  =  0  ,         f(x]  ^0  0  ^  x  ^  1   . 

pour  laquelle   nous   chercherons  à   résoudre    le    problème. 
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Soit  d'autre  part  une  suite  infinie  de  [iolynômes  qui  converge 
uniformément  vers  f{x)  : 

P,(X)    ,  \\_[x]    ,    .  .  ,  P„i.r)    ,    ... 

dont  l'existence  est  assurée  par  un  théorème  classique  de 
Weierstrass. 

Lemme  I.  —  La  fonction  /'(.r  ne  traverse  qu'un  nombre 
fini  de  fois  un  intervalle  quelconque  i/y^.  t/q+i)- 

En  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  il  existerait  au  moins 
une  abcisse  r^  au  voisinage  de  laquelle  la  courbe  traversant 
l'intervalle  une  infinité  de  fois  ne  saurait  être  continue. 

Lemme  II.  —  Chaque  polynôme  d'approximation  Y*n[^'}  ne 
traverse  l'intervalle  qu'un  nombre  de  fois  inférieur  à  un 
nombre  fini. 

Ceci  se  démontrerait  aisément  en  toute  rigueur  en  tenant 
compte  que  f{.x)  ne  traversant  qu'un  nombre  fini  de  fois  l'in- 
tervalle, il  en  est  de  même  pour  tout  polynôme  P„(.r),  com- 
pris dans  l'aire  limitée  par 

f\x)  +  £         et         /l.r)  —  c  a  ^  X  ^  l 

pourvu  que  e  soit  assez  petit,  c'est-à-dire  à  partir  d'un  n 
assez  grand. 

5.  —  Construction  des  fonctions  ©.  —  Je  considère  la 
courbe  fni-X")  formée  de  la  partie  de  P„(j::)  qui  est  située 
entre  les  droites  .r  =  0,  y  ^  0,  x  =  1,  et  des  parties  de  ces 
droites  qui  joignent  les  points  où  la  courbe  les  coupe  aux 
points  (0,  0),  (1,  0)  respectivement  de  manière  que  fn(.x)  satis- 
fasse aux  conditions  aux  limites. 

Pour  une  telle  fonction  fn(x)  qui  n'a  évidemment  qu'un 
nombre  fini  d'extrêma,  la  résolution  de  l'équation  fonction- 
nelle 

est  possible. 

J'adopterai  pour  la  construction  des  (f"\t)  le  mode  de 
représentation  suivant  : 

Je  porte  en  abcisse  la  longueur  l  du  chemin  parcouru  dans 
le  mouvement  de  chaque  point  (qu'il  ne  faut  pas  confondre 
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avec  la  longueur  de  la  trajectoire  géométrique)  et  en  ordon- 
née les  X  correspondants, 

(Pour  une  courbe  /«(■^),  la  longueur  du  chemin  parcouru 
est  nécessairement  finie,  de  plus  on  a  toujours 


M 


^  1 


les  longueurs  totales  des  mouvements  des  deux  points  sont 
les  mêmes.) 

J'obtiens  ainsi  deux  courbes 

données  par  deux  fonctions  continues  et  univoques. 


Fig.  3. 


Puis  j'opère  la  même  construction  pour  toutes  les  fonc- 
tions /„(.r).  J'obtiens  ainsi  deux  suites  infinies  de  fonctions 


4,(")(/|  (!,(")(/) 


{n  =  1,  2,  3,  ...) 


6.  —  11  résulte  du  théorème  du  §  3  et  du  lemme  II  du  §  4 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  nombre  de  fois  qu'une  fonction  C>i°'(l)  tra- 
verse un  intervalle  quelconque  (xq,  Xq+i)  est  inférieur,  quel 
que  soit  n,  à  une  borne  finie. 

Je  vais  montrer  que  Ton  peut  déduire  des  deux  suites  de 
fonctions 

<Ï>J"'(/)  <I)i"*(/)  (rt  =  1.  2,  3,  ...). 

deux  autres  suites 

?|"*(0  Ç^iO  («  =  1.2,3....) 
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qui  satisfont  aux  équations  fonctionnelles 

/;,[ri"'(')]=/- [?!"*("] 

avec  les  conditions  aux  limites,  et  (|ui  forment  deux  suites 
de  fonctions  également  continues  dans  Tinlervalle  0  ^  L  ^V. 
Pour  cela  je  considère  une  division  de  l'intervalle  (0,  1)  de 
Taxe  des  x  en  /;  parties  égales  par  les  points 

Il  y  correspond  pour  chaque  fn{x)  des  intervalles 

par  la  règle  exposée  au  §  3. 

On  verrait  aisément  en  vertu  de  la  convergence  uniforme 
des  /), (.r)  vers  une  fonction  continue  f  .v)  qui  n'est  constante 
dans  aucun  intervalle,  qu'il  existe  un  nombre  positif  Xp  tel 
que 

\  ■'■',"-'■',"  \>\ 

quels  que  soient  n  et  q,  [n  =  1,  2,  3,  ...)  {q  ■=  1,  2.  3,  ...  p). 

Il  y  aurait  une  exception  pour  les  parties  des  /«(<?)  qui 
coïncident  avec  l'axe  des  .r,  mais  cette  restriction  étant  très 
facile  à  lever,  je  n'en  tiendrai  nullement  compte  ;  on  lèverait 
aussi  facilement  la  restriction  qui  provient  du  fait  que  les 
fn{x^)  peuvent  prendre  des  valeurs  négatives  dans  l'intervalle 
0^.j-^  1. 

Je  marque  sur  cha(|ue  courbe  $!"*(/)  les  points  ll"'p  extré- 
mités d'intervalle  où  ces  courbes   traversent  les  intervalles 

En  vertu  du  théorème  du  §  6,  ces  points  sont  en  nombre 
fini  sur  chaque  courbe  (/"  =  1,  2,  ...  R„)  et  ces  nombres  R» 
sont  bornés  par  un  nombre  que  j'appellerai  N^, 

;i    ^       p 

Je  divise  d'autre  part  l'intervalle  (0,  1)  de  l'axe  des  l  en  N^ 
parties  égales  par  des  points 

0      '.       ^    •••    tr    ■■■    'np-1       t    • 


272  R.     IV A  VUE 

Je  tlélorme  la  courbe  ^["\l)  par  glissement  de  manière  que 
cha(jue  point  reste  à  la  même  hauteur,  que  (0,  0)  se  corres- 
ponde à  lui-même,  que  (L„,  1)  vienne  en  (1,  1),  que  chaque 

'^p  ait  pour  abcisse  un  tr  et  que  la  courbe  reste  continue 

r 

et  univoque. 

J'obtiens  ainsi  une  fonction  continue  que  je  désignerai  par 

i 

Puis  je  divise  l'intervalle  (0  1)  en  2p  parties  égales.  Il  y 
correspond  un  nouveau  nombre  N2^,  j'efFectue  un  nouveau 

glissement  de  la  courbe  ^p  U)  qui  laisse  inaltérés  les  points 

{u)  _  (n)  ^ 

^p  et  qui  fasse  passer  tous  les  nouveaux  points  2^  2/>.extré- 

r  r 

mités  d'intervalle  de  traversée  au-dessus  d'abcisses  obte- 
nues en  divisant  chaque  intervalle  {tr,  ^r+i)  en  N^.^  parties 
égales    et   cela   de    manière    que    la    nouvelle    courbe   ainsi 

obtenue 

(«I 

1 

soit  univoque  et  continue. 

Je  répète  cette  opération  de  dichotomie  et  les  glissements 
correspondants  une  infinité  de  fois,  ce  qui  donne  une  infi- 
nité de  fonctions 

^"  2'^pit)  .  (q  =  ^'  1.  2.  3.  ...) 

1 

On  verrait  aisément,  que  ces  fonctions  convergent  unifor- 
mément vers  une  fonction  continue  (fi["^'t),  comme  cela  résulte 
de  leur  construction  même. 

La  même  opération  effectuée  pour  tous  les  n  fournit  une 
suite  infinie  de  fonctions 


J"i 


[t]  (n  =  1,  2.  3, 


qui    n'ont   chacune,    comme   les   fonctions  correspondantes 
$|"'(7),  qu'un  nombre  fini  d'extrêma. 
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Je  puis  donc  en  déduire  par  les  équations  fonctionnelles 

/•«K"'''']=/"h"'"] 
une  suite 

<?;">(<)  (n=  1.2.   ...) 

les  <jf'"'{t)  et  9"'*(/)  satisfaisant  aux  conditions  aux  limites 

?;"'iOi  =  0 .     <p<"'(0)  =  1  , 

\n  =  1,  2.  3,  ...) 

7.  —  Théorème.    —  Les  fonctions  ^["'(t),  (p[°'(t)   (n  =  1,  2, 
3,  ...)  sont  également  continues. 
En  effet,  pour  que 

I  ?!"'(',) -?i"' (g  |<-^.       («  =  1,2,3,...) 

'        2^  p 

il  suffit,  en  vertu  du  mode  de  construction  des  (f["^{t),  que 

Je  dis  que  l'on  a  aussi 

|?l"*(M-?;"V2l!<'7  >  («  =  1.  2,3,  ...) 

pour 

I  /,  —  ^  1<  £    . 

Pour  le  démontrer,  j'utiliserai  l'équation  fonctionnelle  (2) 
qui  donne 

mais  en  vertu  de  l'égale  continuité  des  (f>'"''[t)  et  de  la  conver- 
gence uniforme  des  f,i{x),  le  premier  membre  peut  être  rendu 
inférieur  à  r,  si  petit  que  soit  /•,  pourvu  que  j /,  —  t^\  <C,  e. 
On  a  donc  sous  cette  même  condition 

/•n[?r(M]-/-„[?i"('2)]<'-. 

ceci  exige,  en  vertu  de  la  convergence  uniforme  des  /„(jc) 


274 


H  .     WA  VRE 


vers  une  fonction  continue  qui   n'est  constante  dans  aucun 
intervalle,  que  l'on  ait  aussi 

l?i"'(M -?;"'('.>!<?. . 

Qr  tendant  vers  zéro  avec  /•. 

Le  théorème  est  donc  démontré.  L'égale  continuité  des 
^*"'(^)  apparaîtra  peut-être  mieux  en  employant  la  démonstra- 
tion suivante  : 

Si  les  9>^"'(^)  n'étaient  pas  également  continues,  on  pourrait 
trouver  q,  telle  que  pour  une  suite 


<<?« 


convenablement  choisie  de  fonctions  9'"'(0  et  une  suite  d'in- 
tervalles 2„  ,  dont  la  longueur  tende  vers  zéro  lorsque  q 
augmente  indéfiniment,  on  ait  : 


pour  deux  valeurs  r  et  /  de  t  dans  1,,  - 
L'égalité  (4)  donne 


{q  =  l,  2,3.   ..  ) 


max 

T  et  t'  dans  2 


/■"J<^(^']-/''.[<^-'»] 


T  et  T    dans  2      I      ^  ^ 


mais  lorsque  q  augmente  indéfiniment,  le  premier  membre 
tend  vers  zéro,  tandis  que  le  second  reste  supérieur  à  une 
borne  non  nulle. 

8.  —  Ceci  étant,  en  vertu  d'un  théorème  connu,  on  peut 
extraire  de  la  suite  des  y^fij  une  suite  ■p'f/)  qui  converge  uni- 
formément vers  une  fonction  continue  fi{l)- 

De  la  suite  correspondante  ^^^'(/),  on  peut  également  dé- 
duire une  suite  qj'"''(?),  qui  converge  uniformément  vers  une 
fonction  continue  (f^{t),  soi!  (^|"''(/)  la  suite  correspondante 
des  fonctions  <f["^{t). 

Je  dis  que  les  fonctions  <f)i{t)  et  yj(/)  satisfont  à  l'équation  (1). 
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En  efTet,  on  peut  passer  à  la  limite  sur  ré(|ualion 

c'est-à-dire  (jue  Ton  a 

/•[ç,(/)]  =  lim /•„,[?;""«)]  =   lim    [ç;""l0]  =  /"[Tî"!]  0  ^  /  ^  1   , 

et  les  conilitioMS  aux  limites  énoncées  dans  la  question  sont 
satisfaites. 

Le  problème  est  donc  résolu  dans  toute  sa  généralité.  La 
seule  hypothèse  de  la  continuité  est  suffisante.  La  solution 
pourrait  d'ailleurs  dans  certains  cas  dépendre  du  choix  des 
suites  ^'"''  et  n'être  pas  unique. 

9.  —  La  solution  du  problème  précédent  permet  de  ré- 
pondre à  la  question  suivante  comme  me  Ta  obligeamment 
fait  remarquer  ^L  Plancherel. 

Soit  C  une  courbe  fermée  sans  points  «nultiples,  X  une 
direction.  Il  existe  deux  droites  Xj,  Xs  de  direction  X  telles 
que  C  soit  contenue  dans  la  bande  (X,,  Xj)  et  que  cette  bande 
soit  de  largeur  minimum.  C  et  Xi  ont  en  commun  au  moins 
un  point  Aj,  G  et  Xs  a^i  moins  un  point  A2.  Soient  a^ .  r/.^,  a^  ..., 
les  intersections  dune  droite  X  (|uelcon(|ue  avec  C  et  soit 
atk  le  milieu  du  segment  «,,  «a. 

Appelons  médiane  relative  à  la  direction  X  le  lieu  des  atk- 
Cette  médiane  peut  se  composer  de  plusieurs  arcs  séparés. 
Démontrer  qu'il  existe  un  arc  de  médiane  joignant   \,  et  A^. 

En  représentant  par  x  =^  (j)(/),  y  =;  i|/(0  la  (tourbe  C  et  pre- 
nant X^  comme  origine  et  X,  comme  axe  des  .r,  on  aura 
^^  0)  =  '^(1)  =  0,  (|/(/)  ^  0,  et  la  question  est  ramenée  au  pro- 
blème primitif. 

L'existence  d'au  moins  une  médiane  joignant  A,  et  \^  est 
donc  démontrée. 

10.  —  Je  voudrais,  pour  terminer,  expliciter  de  la  démons- 
tration précédente  quelques  propriétés  générales  du  procédé 
de  «glissement»  qui  pourraient  intervenir  dans  une  caté- 
gorie de  problèmes  du  même  genre. 

Remarque.  —  On    se   convaincra   aisément   de    ce   que    le 
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procédé  de  «glissement»  est  applicable  à  toute  l'onction 
continue,  univoque,  bornée,  définie  sur  un  intervalle  quel- 
conque fini  ou  infini,  et  qui  ne  traverse  un  intervalle  quel- 
conque qu'un  nombre  fini  de  fois. 

J'appellerai  dans  la  suite  fonction  F,  une  fonction  jouis- 
sant de  cette  propriété. 

Théorème.  —  Soit 

j("'(a:)   ,  ,j  =  l,  2,  3  ...    . 

une  suite  infinie  de  fonctions  F  bornées  dans  leur  ensemble, 
et  qui  ne  traversent  un  intervalle  quelconque  qu'un  nombre 
de  fois  inférieur  à  une  borne  finie  indépendante  de  /i,  on 
peut  par  «  glissement»  en  déduire  une  infinité  de  fonctions 

y'")(f)  n  =  1,  2,  3  ...   , 

définies  dans  l'intervalle  fermé  ^  ^t  ^  1,  qui  soient  égale- 
ment continues  et  bornées. 

Remarque.  —  On  peut  définir  des  glissements  particuliers 
pour  lesquels  toutes  les  propriétés  établies  dans  le  présent 
travail  subsistent,  auxquels  correspondent  des  changements 
de  variable;  c'est-à-dire  que  si  Y(^),  Ç)  ^  t  ^  \  est  la  trans- 
formée par  glissement  d'une  fonction  F,  2/(r),  a^x-^h, 
on  peut  trouver  une  fonction  (|/(/)  continue  et  jamais  décrois- 
sante dans  l'intervalle  fermé  0  ^  /  ^  l,  telle  que  ï|/(0)  =  a, 
(^(1)  =  ^  et  que 

Y  (/)=j  [!(/)]  . 

Lorsque  l'intervalle  («,  h)  est  infini,  la  fonction  i|/!7)  ne 
sera  définie  et  continue  que  sur  l'intervalle  ouvert  0  <  /  <  1. 

Thkoréme.  —  Etant  donné  une  fonction  F,  on  peut  par 
«  fflissement  »  en  déduire  une  fonction  continue  dans  l'in- 
tervalle  (0,  1),  constante  dans  tout  l'intervalle  sauf  sur  un 
ensemble  de  mesure  nulle. 

En  effet;  les  N^,  N2;,  ...  N2^p  ...  ayant  la  même  signification 
qu'au  §  6,  mais  pour  une  seule  fonction,  je  divise  en  li'^i^p 
parties  égales  les  intervalles  que  j'avais  divisés  en  N2^;,  par- 
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ties   égales.  Je  puis   alors  placer  les   points  2,   de   manière 
que  tout  2;         soit  à  une  distance  d'un  2,V'  moindre  que 


Un  point  2,'  ^  quelconque  se  trouve  donc  à  une  distance 
d'un  2r  ^  nulle  si  q  -^  q  et  plus  petite  que 

/?(=0 

On  peut  alors  enfermer  tous  les  2  dans  des  intervalles 
dont  la  somme  des  longueurs  est  au  plus  égale  à 

J  q  q      ^  p 

€t  la  courbe  limite  sera  constante  en  dehors  de   ces  inter- 
valles. Mais  ceci  est  vrai  quel  que  soit  q,  et  puisque  yq,  on 

le  voit  aisément,  tend  vers  0  avec  —,  la  fonction  transformée 

9 

est  constante  sauf  sur  un  ensemble  de  mesure  nulle. 

L'existence  d'une  pareille  fonction  constante  dans  les 
intervalles  contigus  à  un  ensemble  parfait  discontinu  est 
bien  connue.  J'ai  montré  ici  comment  elle  pouvait  se  déduire 
du  procédé  de  glissement. 

N'ayant  point  fait  de  recherches  bibliographiques  sur  le 
sujet  de  ce  travail,  je  ne  puis  affirmer  que  les  deux  théo- 
rèmes et  la  remarque  de  la  page  276  soient  nouveaux. 


SUR  L'ENSEIGNEMENT  DU  CALCUL  DIFFERENTIEL 
ET  INTÉGRAL  EN  GRÈCE ^ 

PAK 

P.  Zervos  (Athènes). 


En  lisant  les  différents  rapports^  sur  renseignement  du 
Calcul  différentiel  et  intégral  dans  V Enseignement  mathéma- 
tique (1914,  p.  245-306),  j'ai  constaté  l'absence  du  rapport 
relatif  à  la  Grèce.  Il  est  vrai  que  ces  rapports  concernaient 
surtout  l'enseignement  secondaire  ;  je  crois  cependant  devoir 
faire  un  exposé  analogue  pour  l'enseignement  du  Calcul 
différentiel  et  intégral  à  la  Faculté  des  Sciences  d'Athènes. 
Cette  Faculté  se  subdivise  en  trois  sections  :  1°  Section  des 
Mathématiques  ;  2°  Section  de  Physique  et  3°  Section  de 
Chimie  ^. 

Le  Calcul  différentiel  et  intégral  est  enseigné  par  moi 
sépaiément  aux  étudiants  de  mathématiques  et  aux  étudiants 


1  Communication  présentée  an  Congrès  international  des  mathématiques,  Strasbourg, 
sept.  1920. 

'  Comptes  Rendus  de  la  Conférence  internationale  de  l'Enseignement  mathématique, 
Paris,  avril   1914. 

'  Le  programme  des  cours  de  mathématiques  est  le  suivant  : 

A'.  Section  mathématique.  —  i'  année.  Algèbre  supérieure.  Géométrie  analytique  el 
Trigonométrie.  —  2'  année.  Algèbre  supérieure.  Calcul  différentiel  et  intégral,  Statique.  — 
3'  année.  Calcul  diftërentiel  et  intégral.  Introduction  à  l'analyse  supérieure.  Mécanique 
rationelle  (cinématique  et  éléments  de  dynami(|uei,  Géométrie  supérieure.  —  i'  année. 
Mécanique  rationelle  (dynamique),  Astronomie,   .Analyse  supérieure. 

Examens  pour  la  licence  :  Calcul  différentiel  et  intégral.  Géométrie  supérieure.  Méca- 
nique rationelle,  Analyse  supérieure. 

B'.  .Section  de  l'hi/sique.  —  i<"  année.  Algèbre  supériture.  Géométrie  analytique.  Trigo- 
nométrie (1«''  semestre).  Principes  de  calcul  dill'érenliel  et  intégral  (2"  semestre).  —  2"  année. 
Calcul  différentiel  et  intégral,  Mécanique  rationnelle.  Eléments  d'équations  différentielles 
(2«  semestre). 

C.  .Section  chimique.  -  i«  année.  Algèbre  supérieure,  Géométrie  analytique,  Trigono- 
métrie i\"  semestrei,  Principes  de  calcul  différentiel  et  intégral,  Géométrie  descriptive.  — 
2'  année,  (.alcul  différentiel  et  intégral,  Mécanique  rationnelle. 
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de  pliysifjue  et  de  diiniie.  Naturellement  des  diiïiciiltés  se 
présentent,  non  point  avec  la  première  catégoiie  d'étudiants, 
mais  ave('  la  seconde,  dont  je  vais  surtout  parler. 

Tout  d'abord  au  point  de  vue  de  la  rigueur  dans  l'ensei- 
gnement donné  aux  commençants,  je  sais  que  les  avis  se 
partagent.  Les  uns  tiennent  pour  la  rigueur  absolue  de  l'ex- 
position et  les  autres  pour  les  raisonnements  approchés.  Il  me 
semble  que  les  deux  opinions  contiennent  une  part  de  vérité 
et  une  part  d'erreui'.  En  effet,  un  enseignement  absolument 
rigoureux s'adressant  aux  commençants,  bien  entendu,  fatigue 
les  auditeurs,  et  l'enseignement  d'un  caractère  opposé  les 
habitue  à  ne  pas  s'attacher  à  la  précision  des  raisonnements. 
C'est  pourquoi  j'ai  préféré  suivre  une  voie  moyenne.  Au  lieu 
de  me  borner,  par  exemple,  à  donner  immédiatement  aux 
étudiants  la  définition  purement  formelle  d'une  notion  fon- 
damentale, ce  qui  ne  me  laisserait  aucune  certitude  d'avoir 
été  compris  par  tous,  je  préfère,  par  une  succession  d'exem- 
ples, aider  l'étudiant  à  former  lui-même  le  concept  (cherché, 
le  faire  partir  d'abord  d'une  définition  quelconcjue  proposée 
par  lui,  et  de  lui  faire  constater  par  divers  exemples  que 
cette  définition  peut  et  doit  être  perfectionnée.  Je  lui  fais  à 
cette  occasion  des  remarques  sur  le  rôle  que  joue  une  fausse 
intuition  dans  certaines  propositions  que  nous  croyons  être 
vraies.  Mais  je  dois  ajouter  ici  (|ue  pour  atteindre  mon  but, 
qui  est  de  donner  à  l'étudiant  une  idée  aussi  claire  que  pos- 
sible de  la  formation  des  conce[)ts  fondamentaux,  j'ai  cru 
ulile  de  faire  parallèlement  à  mon  cours  des  conférences 
ayant  trait  d'une  part  au  développement  des  mathématiques 
et  principalement  du  Gahuil  différentiel  et  intégral  et  d'autre 
part  à  quelques  sujets  isolés,  comme  par  exemple  l'erreur  de 
croire  à  la  facilité  de  concevoir  un  très  grand  nombre,  l'in- 
fini dans  la  science,  l'intuition.  Certains  théorèmes  dont  la 
démonstration  dans  plusieurs  cours  destinés  aux  étudiants 
de  Physique  et  de  Chimie,  est  un  simple  appel  à  l'intuition 
géométrique,  par  exemple,  comme  c'est  le  cas  pour  le  théo- 
rème de  RoUe,  me  paraissent  fournir  l'occasion  de  retenir 
l'attention  de  l'étuiliant  sur  le  rôle  de  l'intuition  en  analyse. 
Même  s'il  est  excellent  d'utiliser  les  ressources  de  l'inluilion 
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dans  l'analyse  et  de  montrer  l'importance  de  son  rôle,  il  n'est 
pas  moins  bien  de  distinguer  le  plus  possible  la  partie  propre 
à  l'intuition  dans  les  divers  raisonnements. 

En  résumé,  notre  enseignement  s'appuie  sur  cette  idée, 
qu'il  faut  d'une  part  empêcher  a  tout  prix  l'étudiant  de  s'ha- 
bituer aux  raisonnements  imprécis,  et  d'autre  part  lui  faire 
connaître  le  rôle  de  l'intuition  dans  l'analyse,  afin  qu'il  garde 
ou  qu'il  acquière  les  moyens  et  le  goût  de  s'adonner  éven- 
tuellement plus  tard  à  des  études  complémentaires  pour 
enrichir  ses  notions  mathématiques. 

Pour  que  l'élève  s'habitue  de  bonne  heure  à  raisonner 
rigoureusement  sans  trop  d'efforts,  je  suis  convaincu  que 
l'enseignement  secondaire  peut  contribuer  beaucoup  à  ce 
résultat  en  donnant  une  place  suffisante  à  l'arithmétique 
rationnelle.  Je  fais  remarquer  incidemment  que  ce  dernier 
enseignement  est  en  même  temps  le  meilleur  moyen  d'en- 
seigner la  logique. 

Je  n'insisterai  pas  sur  les  détails  des  cours.  Je  signale 
seulement  qu'il  m'a  paru  naturel  de  parler  d'abord  d'une 
manière  très  élémentaire  de  l'ensemble  des  nombres  entiers 
et  rationnels  avant  d'arriver  à  la  définition  d'un  nombre 
irrationnel.  Je  m'aide  naturellement  dans  cet  exposé  de  la 
représentation  des  nombres  par  des  points. 

Dans  le  cours  de  Calcul  intégral,  j'ai  commencé  par  la  défi- 
nition de  l'intégrale  définie  en  laissant  d'abord  de  côté 
toutes  les  questions  subtiles  touchant  l'existence  de  l'inté- 
grale. J'ai  pu  ainsi  arriver  plus  rapidement  aux  applications 
géométriques,  comme  la  recherche  des  aires  et  des  volumes. 

J'ajouterai  que,  dans  les  conférences  citées  plus  haut, 
j'ai  montré  aux  étudiants  l'étendue  des  applications  du  Cal- 
cul infinitésimal  afin  d'augmenter  leur  intérêt  pour  les 
sciences  mathématiques.  L'utilité  de  ces  conférences  a  été 
démontrée  par  l'assiduité  avec  laquelle  elles  ont  été  suivies 
non  seulement  par  les  étudiants  de  la  Faculté  des  Sciences, 
mais  aussi  par  beaucoup  de  leurs  camarades  des  autres  Fa- 
cultés. 

Quant  aux  étudiants  en  mathématiques,  je  remarque  que 
pour    les   licenciés  es  sciences   mathématiques   qui   se  pré- 
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parent  pour  une  thèse,  nous  faisons  des  cours  spéciaux. 
Dans  ces  leçons,  j'ai  enseigné  iusc|u'ioi  une  partie  des 
méthodes  et  des  théories  pour  l'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles.  J'insiste  naturellement  sur  les  points 
essentiels  en  saisissant  aussi  les  diverses  occasions  pour 
montrer  les  résultats  auxquels  conduit  la  symétrie  ou  l'ana- 
logie, en  ajoutant  évidemment  les  observations  nécessaires. 


LA  PRÉPARATION  THÉORIQUE  ET  PRATIQUE  DES 
PROFESSEURS  DE  MATHÉMATIQUES  DE  L'ENSEI- 
GNEMENT SECONDAIRE  EN  ARGENTINES 

D'après  le  questionnaire^  de  la   Commission    internationale 
de  l'enseignement  mathématique. 


Nicolas  Besio  Moreno 

Doveu  de  la  Faculté  des  Sciences  (La  Plata) 


L    Généralités    concernant    la    préparation    des   candidats, 

a)  Comment  se  fait  en  Argentine  la  formation  des  professeurs  de 
mathématiques  de  V enseignement  secondaire  ? 

Existe-t-il  des  établissements  spécialement  destinés  à  cette  prépara- 
tion (Ecoles  normales  supérieures),  ou  bien  y  a-t~il  des  sections  organisées 
dans  ce  but,  dans  V  enseignement  supérieur,  universitaire  ou  technique  ? 

S^il  n'existe  pas  d^ organisation  spéciale,  ni  de  loi  ou  de  règlement 
fixant  les  conditions  à  remplir,  quelle  est  la  préparation  que  possèdent 
généralement  les  professeurs  des  écoles  secondaires  ? 

Y-a-t-il  des  conditions  spéciales  pour  les  écoles  de  -eunes  filles  ? 

Avant  d'aborder  ces  questions,  il  convient  d'établir  tout  d'abord 
la  situation  très  particulière  de  l'Argentine  au  point  de  vue  général 
de  son  enseignement  et  surtout  de  celui  de  l'enseignement  moyen. 


*  Traduit  de  l'espagnol  par  M.  le  Prof.  E.  Coutarkt,  La  Plata. 

*  Voir  V  Enseignement  mathématique,  n««  1  et  2,  1915. 
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Cetto  situation  pourrait,  en  réalité,  être  commune  à  celle  de  tous 
les  pays  de  faible  densité  de  population;  mais  nous  devons  y  ajouter, 
pour  ce  qui  nous  concerne,  une  cii constance  spéciale:  l'immigration 
considérable  qui  s'est  fixée  sur  notre  territoire,  —  plus  d'un  quart 
de  million  par  an,  d'habitants,  en  bon  nombre  illettrés,  —  qui  cons- 
titue le  quart  de  la  population  du  pays.  La  plus  grande  partie  de  cette 
immigration  est  venue  s'établir  dans  les  régions  du  littoral  de  la  Répu- 
blique, de  préférence  dans  la  capitale,  Buenos  Ayres,  qui  possède, 
à  elle  seule,  le  cinquième  de  la  population  totale  de  la  nation.  Il  en 
résulte,  d'une  part,  que  l'influence  étrangère  se  maintient  presque 
toute  dans  les  grands  centres,  et,  d'autre  part,  que  la  majeure  partie 
des  ressources  du  pays  se  trouvent  accumulées  dans  les  villes  voisines 
du  Rio  de  la  Plata,  et  manquent  presque  totalement  dans  l'intérieur. 

De  là  l'impossibilité  de  décréter  une  loi  générale  sur  l'instruction 
publique,  ou  même  des  règlements  imposant  à  l'enseignement  des 
types  uniformes.  Quoique  la  constitution  nationale,  —  en  vigueur 
depuis  près  de  70  ans,  —  ait  chargé  le  Congrès  fédéral  des  plans 
d'instruction  générale  et  universitaire,  cela  n'a  pas  été  fait,  jusqu'à  ce 
jour,  en  dépit  des  projets  présentés  en  diverses  circonstances  par  le 
pouvoir  exécutif  de  la  nation,  projets  formels  et  médités  émanant 
de  commissions  formées  par  des  spécialistes  éminents  de  l'Argentine, 
ainsi  que  par  des  étrangers  connaissant  à  fond  le  pays. 

Etant  donné  le  caracière  fédéral  de  l'organisation  de  la  République 
Argentine,  l'instruction  primaire  est  à  la  charge  des  provinces;  mais 
comme  quelques-unes  de  celles-ci  sont  relativement  pauvres  à  cause 
de  leur  faible  population  et  de  leur  manque  de  ressources,  le  gouverne- 
ment national  leur  accorde,  non  seulement  son  aide  pécuniaire  en 
faveur  de  l'éducation,  mais  encore  il  établit  et  soutient,  au  moyen, 
du  trésor  général,  des  écoles  primaires  qui  s'ajoutent  aux  écoles  pro- 
vinciales pour  développer  l'instruction  publique.  Les  collèges  natio- 
naux ainsi  que  les  autres  écoles  d'enseignement  secondaire  ou  moyen, 
dépendent  exclusivement  de  la  nation,  qui  les  a  établis  dans  toutes 
les  capitales  de  province  et  dans  les  villes  d'une  certaine  importance. 

Il  en  résulte  que  quelques-uns  de  ces  établissements  d'enseignement 
secondaire  sont  attribués  parfois  à  une  région  peu  habitée  et  dont  la 
population  se  trouve  disséminée  sur  une  vaste  zone;  dans  ce  cas, 
il  est  impossible  de  pourvoir  de  spécialistes  le  professorat  de  l'en- 
seignement moyen,  et,  hors  des  grands  centres,  on  doit  avoir  recours 
à  des  éléments  de  préparation  moindre.  Il  s'ensuit  quef  certaines 
dispositions  ministérielles  concernant  les  conditions  à  remplir  par 
les  candidats  au  professorat  de  l'enseignement  moyen,  n'ont  pu  être 
appliquées.  Nous  devons  ajouter  que  l'influence  politique  et  les  re- 
commandations ont  substitué  souvent  des  personnes  jouissant  d'un 
appui  à  d'autres  plus  qualifiées. 

a)  En  Argentine,  trois  institutions,  l'une  spéciale,  et  les  deux  autres 
dépendant  d'une  Université,  s'occupent  de  la  préparation  des  pro- 
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fesseurs  d'enseignement  secondaire,  les  trois  sont  ollicielles  et  aux 
frais  de  la  Nation;  il  n'y  en  a  pas  de  privée.  Mais  d'ores  et  déjà  nous 
devons  déclarer  que  les  nominations  de  professeurs  ne  favorisent  pas 
exclusivement  les  diplômés  de  ces  institutions,  bien  que  ces  derniers 
ne  trouvent  pas  tous  d'emploi  dans  les  collèges  nationaux,  écoles 
industrielles  ou  normales,  ou  dans  d'autres  institutions  moyennes  ou 
secondaires;  cela  pourra  paraître  une  grande  erreur  d'organisation, 
mais  il  en  est  ainsi.  La  constitution  nationale  accorde  au  Président 
de  la  République  le  pouvoir  de  nommer  et  de  changer  tout  le  person- 
nel de  l'administration,  le  professorat  compris,  et  jamais  le  gouver- 
nement n'a  consenti  à  abandonner  cette  prérogative,  ni  à  admettre 
aucune  espèce  de  limitation. 

Les  trois  établissements  dont  j'ai  fait  mention  sont:  l'institut 
national  du  professorat  secondaire,  la  faculté  de  philosophie  et  let- 
tres de  l'université  de  Buenos-Ayres,  et  la  faculté  des  sciences  de  l'édu- 
cation de  l'université  nationale  de  La  Plata;  les  deux  premiers  fonc- 
tionnent à  Buenos  A^-res,  et  l'autre  dans  la  ville  indiquée,  proche  de 
Buenos  Ayres. 

De  cet  exposé  il  résulte  que  les  professeurs  de  mathématiques  de 
l'enseignement  secondaire  en  Argentine  proviennent  ou  non  de  ces 
trois  institutions  spéciales.  Comme  nous  devrons  nous  occuper  plus 
longuement  des  conditions  de  ceux  qui  font  leurs  études 'dans  ces 
dernières,  disons  maintenant  quelle  préparation  possèdent,  en  réalité, 
les  professeurs  de  mathématiques  de  nos  écoles  secondaires. 

En  général,  on  peut  dire  que  les  éléments  qui  prédominent  parnii 
les  professeurs  de  mathématiques  des  établissements  secondaires, 
sont  les  ingénieurs  ou  les  géomètres,  c'est  à  dire,  les  diplômés  des 
facultés  de  physique  et  mathématiques,  qui  sont,  en  -Argentine,  les 
institutions  où  se  forment  les  ingénieurs,  architectes,  géomètres,  ainsi 
que  les  docteurs  en  physique  et  en  mathématiques.  Parmi  ces  facultés 
il  y  en  a  actuellement  trois  de  complètes  dans  le  pays:  celles  de  Buenos 
Ayres,  de  Cordoba  et  de  La  Plata;  deux  en  formation:  celles  de  Tu- 
cuman  et  du  Littoral;  toutes  dépendent  de  leurs  universités  respec- 
tives. 

La  préparation  de  ces  professionnels  est  assez  bonne  en  dépit  de 
l'ancienneté  des  méthodes,  exception  faite  de  La  Plata,  où  elles  ont 
subi  une  transformation  totale  par  l'introduction  des  méthodes  ita- 
liennes et  allemandes. 

En  dehors  des  études  générales  communes  à  toutes  les  études 
universitaires,  et  qui  après  six  ans  d'école  primaire  comprennent 
encore  cinq  années  de  préparation  générale  de  sciences  et  de  litté- 
rature, les  ingénieurs,  géomètres  etc.  suivent  les  cours  des  deux  pre- 
mières années  de  la  faculté  des  sciences,  consacrés  exclusivement 
à  l'étude  des  mathématiques:  (algèbre  supérieure,  trigonométrie, 
géométrie  analytique,  calcul  infinitésimal,  et  mécanique  rationnelle. 
En  dehors  de  ces  études,  les  docteurs,  soit  en  droit,  soit  en  mathé- 
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matiquos,  ont  trois  années  de  plus  de  mathématiques  supérieures. 
Mais  ces  universitaires  ne  fournissent  pas  la  préparation  pédagogique 
ou  didactique  dont  il  est  fait  mention  dans  le  questionnaire  de  la  com- 
mission internationale  de  l'enseignement  des  mathématiques.  Leur 
préparation  est  donc  exclusivement  scientifique. 

Sans  doute  que  ces  professionnels,  aussi  bien  les  ingénieurs  que  les 
docteurs,  possèdent  une  très  bonne  culture  intellectuelle,  grâce  aux 
études  très  complètes  faites  dans  les  facultés;  ce  sont  donc  des  élé- 
ments de  premier  ordre  dans  la  société;  mais  il  manque  à  leur  haute 
préparation  scientifique  les  connaissances  didactiques  nécessaires  à 
l'enseignement  secondaire.  Nous  reviendrons  sur  ce  point  quand 
nous  nous  occuperons  de  la  deuxième  partie:  l'enseignement  scienti- 
fique théorique,  étant  donné  qu'à  la  faculté  des  sciences  de  l'édu- 
cation de  La  Plata  on  s'occupe  exclusivement  de  la  préparation 
didactique  et  professionnelle;  ses  étudiants  doivent  faire  leur  prépa- 
ration scientifique  à  la  faculté  des  sciences  où  se  forment  les  ingénieurs 
et  les  docteurs  en  mathématiques.  Nous  devons  ajouter  cependant 
que  parmi  les  professeurs  de  mathématiques  de  l'enseignement 
secondaire,  il  en  existe  qui  au  lieu  d'études  officielles,  n'ont  en  leur 
faveur  que  celles  qu'ils  ont  pu  réaliser  eux-mêmes. 

On  peut  ajouter  à  ceux-ci  les  élèves  sortant  des  écoles  normales 
de  professeurs  du  pays,  dont  les  études  mathématiques  ne  sont  pas 
très  profondes,  mais  sont  accompagnées,  par  contre,  de  fortes  con- 
naissances en  pédagogie;  parmi  eux  se  recrutent  presque  tous  les  pro- 
fesseurs de  mathématiques  des  écoles  normales. 

En  ce  qui  concerne  les  écoles  de  jeunes  filles  appelées  en  Argentine 
«  liceos  de  seïïoritas  »  il  n'existe  pas  de  condition  spéciale  ou  diffé- 
rente, on  y  applique  le  même  «  critérium  »  que  pour  le  collège  des 
garçons. 

b)  Quelles  sont  les  études  secondaires  suivies  par  les  candidats  à 
renseignement  ?  Lycées  ou  gymnases  classiques,  Ecoles  réaies  supé 
rieures,  etc. 

La  connaissance  du  latin  est-elle  exigée  chez  les  candidats  à  rensei- 
gnement scientifique  ? 

Exige-t-on,  à  côté  de  la  préparation  théorique,  certaines  connaissances 
pratiques  d'ordre  professionnel  ? 

Pour  tous  les  candidats,  aussi  bien  pour  ceux  qui  proviennent 
des  instituts  spéciaux  que  pour  les  ingénieurs,  géomètres  ou  docteurs, 
on  exige  comme  condition  générale  d'admission  à  ces  instituts,  ou 
aux  facultés  respectives,  les  études  complètes  des  collèges  nationaux; 
il  s'agit  donc  d'un  étalon  uniforme  constitué  par  les  études  qui  for- 
ment la  culture  générale  de  l'esprit. 

Normalement  l'élève  qui  entre  à  six  ans  à  l'école  graduée  ou  pri- 
maire, arrive  à  douze  ans  au  collège  national  ou  moyen,  et  comme  ceux- 
ci  ont  cinq  ans  d'études  il  en  résulte  que  l'étudiant  peut  entrer  à 
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l'école  spéciale  où  à  la  faculté,  à  l'âge  de  17  ans.  Par  exception,  sont 
admis  à  la  faculté  des  sciences  d'éducation  de  La  Plata,  et  à  celle  de 
philosophie  et  lettres  de  Buenos  Ayres,  les  élèves  sortant  des  écoles 
normales  et  qui  se  destinent  à  l'enseignement  primaire.  Les  facultés 
de  génie  civil  ou  de  sciences  peuvent  aussi  admettre  des  élèves  sor- 
tant des  écoles  industrielles  qui  sont  de  fait  des  écoles  moyennes  ou 
secondaires.  Comme  nous  nous  occuperons  plus  tard  des  écoles  nor- 
males et  des  écoles  industrielles,  nous  commencerons  par  les  collèges 
nationaux,  établissements  secondaires  qui  fournissent  la  majorité 
des  candidats  au  professorat  de  l'enseignement  scientifique. 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  les  collèges  nationaux  sont  les 
établissements  secondaires  du  pays,  destinés  à  donner  à  la  popula- 
tion une  culture  générale  encyclopédique,  de  sorte  que  ses  études 
comprennent  les  connaissances  scientifiques,  philosophiques,  litté- 
raires et  historiques,  nécessaires  au  développement  intellectuel  ainsi 
qu'à  une  bonne  instruction  générale. 

Les  études  scientifiques  comprennent  les  mathématiques,  (arith- 
riiétique,  algèbre,  géométrie  plane  et  de  l'espace,  trigonométrie  et 
cosmographie).  La  Physique,  la  chimie  et  l'histoire  naturelle  (zoolo- 
gie, botanique,  géologie  et  anatomie),  et  enfin  la  géographie  (univer- 
selle, américaine  et  Argentine,  physique  et  astronomique.) 

La  philosophie  comprend  la  psychologie,  la  logique  et  la  morale  ;  on 
enseigne  également  la  morale  civile  et  politique  et  le  régime  démocra- 
tique. 

Les  études  littéraires  se  composent  de  la  langue  nationale  (l'espa- 
gnol), de  notions  de  littérature  préceptive,  littérature  espagnole,  améri- 
caine et  argentine,  et  des  chefs-d'œuvre  littéraires,  ainsi  que  de  l'étude 
des  langues  étrangères  (le  français,  l'anglais  et  l'italien),  de  façon  à 
les  lire  couramment. 

L'histoire  comprend  celle  de  la  civihsation  universelle,  l'améri- 
caine et  l'argentine. 

Outre  ces  études,  il  y  a  les  exercices  physiques,  le  dessin,  l'écriture 
et  des  travaux  manuels. 

Dans  les  écoles  normales  les  études  sont  assez  semblables  à  celles 
des  collèges  nationaux,  quoique  moins  intenses,  mais  avec  l'apport 
des  études  pédagogiques  (psychologie  appliquée,  art  d'enseigner 
méthodologie,  gouvernement  et  hygiène  scolaire,  pratique  de  l'en- 
seignement et  critique  pédagogique),  de  la  législation  scolaire  (argen- 
tine et  comparée),  et  de  l'histoire  de  l'éducation. 

Dans  les  écoles  industrielles  dont  les  études  donnent  accès  aux 
élèves  très  distingués  aux  facultés  des  sciences,  les  connaissances 
générales  sont  les  mêmes,  bien  que  moins  intenses,  mais  par  contre, 
celles  de  mathématiques  et  de  physique,  et  celles  d'application  indus- 
trielle sont  beaucoup  plus  étendues  et  cultivées. 

La  connaissance  du  latin  n'est  pas  exigée  des  candidats  à  l'enseigne- 
ment scientifique.  11  n'existe  dans  les  plans  d'étude  des  professorats 
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d'enseignemtMit  scientifique  aucune  connaissance  du  latin,  ni  à 
l'institut  national  du  professorat  secondaire,  ni  aux  facultés  de  sciences 
df  l'éducation  de  La  Plata  et  de  philosophie  et  lettres  de  Buenos  AjTes. 

Autr'-fois,  dans  les  collèges  nationaux,  on  suivait  des  cours  de 
latin  pendant  trois  années  consécutives,  ainsi  que  des  cours  d'anglais 
et  de  français;  mais  depuis  quelque  temps,  les  études  de  latin  sont 
supprimées,  son  enseignement  ayant  été  rayé  du  plan  d'études. 

Nous  ajouterons,  à  titre  de  renseignement,  qu'il  y  a,  dans  la  Répu- 
blique. 5  Universités,  42  collèges  nationaux,  85  écoles  normales, 
4  écoles  industrielles,  etc. 

Aussi  bien  à  l'institut  national  du  professorat  secondaire  qu'à  la 
faculté  des  sciences  de  l'éducation  et  à  celle  de  philosophie  et  lettres, 
on  exige  des  connaissances  pratiques  d'ordre  professionnel,  en  plus 
de  la  préparation  théorique.  Ainsi  à  l'institut,  les  candidats  qui  se 
destinent  à  l'enseignement  des  mathématiques  doivent  dans  leur  der- 
nière année  d'études,  en  outre  de  la  pédagogie  expérimentale  accom- 
pagnée d'une  initiation  pratique  à  l'enseignement,  s'occuper  de  la 
méthodologie  et  de  la  pratique  de  l'enseignement  des  mathématiques. 

Dès  l'avant-dernière  année,  (les  études  pour  obtenir  le  titre  de  pro- 
fesseur à  l'institut  durant  quatre  ans),  les  candidats  assistent  aux 
classes  de  mathématiques  du  collège  national  annexe  à  l'institut, 
afin  d'y  étudier  la  méthode  du  professeur;  quand  on  estime  qu'ils  la 
connaissent  suffisamment,  ils  commencent  eux-mêmes  à  donner 
quelques  leçons  en  présence  du  professeur.  Pendant  la  dernière  année, 
les  candidats  sont  chargés  des  classes  de  mathématiques  du  collège 
annexe,  pendant  près  d'un  mois,  en  présence  du  professeur  et  de  leurs 
camarades  d'études;  à  la  fin  de  chaque  classe,  le  professeur  et  les 
élèves  se  réunissent  pour  discuter  et  faire  la  critique  de  la  méthode 
employée. 

Il  se  passe  à  la  faculté  de  philosophie  et  lettres,  ainsi  qu'à  celle 
des  sciences  de  l'éducation,  un  fait  analogue:  les  candidats  admis 
aux  examens  de  méthodologie  générale  et  des  matières  fondamen- 
tales de  leur  spécialité,  peuvent  s'initier  à  la  pratique  professionnelle 
en  commençant  par  assister  à  six  classes  du  professeur  de  mathéma- 
tiques, soit  au  lycée  de  jeunes  filles,  annexe  à  la  faculté,  soit  au  col- 
lège national  dépendant  de  l'Université.  La  pratique  de  l'ensei- 
gnement est  indispensable  pour  obtenir  le  diplôme  et  le  candidat 
doit  f'-xécuter  en  présence  du  professeur  et  de  ses  propres  camarades, 
afin  de  pouvoir  ensuite  réaliser  la  critique  pédagogique.  On  applique 
donc  ainsi  d'abord  la  méthode  d'observation,  et  ensuite  celle  de  l'ex- 
périmentation, accompagnées  de  l'analyse  critique  à  laquelle  la  classe 
peut  donner  lieu. 

c)  Y  a-t-il  des  prescriptions  ou  des  traditions  engageant  les  candi- 
dats à  r enseignement  à  joindre  à  l'étude  des  mathématiques  pures  celles 
d'autres  branches?  Dans  P affirmative,  quelles  sont  c»s  branches? 


1/ 1: N s E I a N i: M p: NT  en  a  u a  i: ni  i n i:  287 

Nous  avons  divisé  les  professeurs  actuels  de  mathématiques  (;n 
trois  groupes,  parmi  lesquels  on  recrute  le  nouveau  personnel;  ce 
sont:  les  autodidactes  ou  personnes  n'ayant  fait  aucune  étudf!  spé- 
ciale officielle  destinée  à  faciliter  leur  tâche;  les  ingénieurs,  génmètres, 
et  en  général  les  diplômés  des  facultés  des  sciences;  les  professeurs 
diplômés  dans  les  établissements  spéciaux  du  pays  (Institut  national 
du  professorat  secondaire  et  faculté  des  sciences  de  l'éducation  de 
La  Plata  ou  professeurs  normaliens,  et  faculté  de  philosophie  et 
lettres. 

Pour  ceux  du  premier  groupe,  il  n'existe,  en  réalité,  aucune  pres- 
cription, puisqu'il  s'agit  de  personnes  n'ayant  suivi  ni  cours  réguliers 
de  mathématiques,  ni  ceux  de  l'enseignement  de  ces  sciences. 

Les  seconds,  ceux  qui  proviennent  des  facultés  de  génie  civil  ou 
de  sciences,  ajoutent  à  l'étude  des  mathématiques  pures  les  autres 
connaissances  propres  de  leur  carrière:  mathématiques  appliquées, 
mécanique  rationnelle,  physique  générale,  ainsi  que  les  autres  études 
supérieures  d'ingénieur  où  l'on  fait  un  grand  usage  des  mathématiques, 
comme  la  résistance  des  matériaux,  la  théorie  de  l'élasticité,  l'hydrau- 
lique, la  thermo-dynamique,  les  machines,  etc.  Par  contre,  hormis  la 
géologie,  il  n'y  a  pas  d'autres  connaissances  de  sciences  naturelles, 
non  plus  que  des  branches  de  culture  littéraire,  philosophique  ou 
historique,  sauf  celles  qui  émanent  des  études  secondaires  du  collège 
national. 

Chez  ceux  du  troisième  groupe,  les  choses  sont  complètement 
différentes;  nous  allons  les  voir  séparément  dans  chacun  des  éta- 
blissements mentionnés. 

A  l'institut  national  du  professorat  secondaire  le  plan  d'études  du 
professorat  de  l'enseignement  secondaire  des  mathématiques  com- 
prend deux  groupes  de  matières:  les  mathématiques  pures  (complé- 
ments de  mathématiques  élémentaires;  trigonométrie  plane  et  sphé- 
rique:  géométrie  analytique  deux  cours;  calcul  infinitésimal;  géo- 
métrie projective  et  descriptive;  chapitre  spéciaux  des  mathématiques 
supérieures,  les  matières  pédagogiques,  (fondements  de  la  pédagogie, 
deux  cours;  anatomie.et  physiologie  du  système  nerveux  et  des  sens; 
psychologie;  critique  de  la  connaissance,  logique  et  méthodologie, 
éthique;  histoire  de  la  pédagogie  et  pédagogie  expérimentale;  péda- 
gogie théorique  et  pratique)  il  n'y  a  donc  ni  matières  littéraires, 
philosophiques  ou  historiques,  ni  sciences  naturelles. 

A  la  faculté  de  Philosophie  et  lettres  on  étudie  deux  groupes  de 
matières:  les  mathématiques  pures  (trigonométrie,  algèbre  supérieure, 
géométrie  analytique,  géométrie  descriptive,  topographie  et  calcul 
infinitésimal);  les  matières  pédagogiques  (une  année  de  psychologie, 
logique,  éthique,  histoire  argentine,  méthodologie,  science  de  l'édu- 
cation, histoire  de  la  pédagogie,  et  une  année  de  pratique).  Les 
sciences  naturelles  ne  s'y  étudient  donc  pas;  mais  il  y  a  la  logique, 
l'éthique,  l'histoire  argentine  et  la  topographie.  A  cette  faculté,   le 
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professorat  d'enseignement  secondaire  en  mathématiques  porte  le 
nom:  «  de  sciences  exactes.  » 

A  la  Faculté  des  sciences  de  l'éducation  de  l'Université  de  La  Plata, 
il  y  a  trois  groupes  de  cours:  mathématiques  pures,  (analyse  mathé- 
matique, deux  cours;  applications  de  trigonométrie  et  algèbre;  géo- 
métrie générale;  géométrie  descriptive,  dessin);  matières  pédago- 
giques, (psychologie,  sciences  de  l'éducation,  méthodologie  générale, 
méthodologie  spéciale)  matières  littéraires,  philosophiques  et  autres, 
(théorie  et  pratique  de  la  composition  littéraire,  histoire  de  la  philo- 
sophie, histoire  argentine,  physique  générale  deux  cours),  il  n'y  a 
donc  pas  de  sciences  naturelles,  sinon  de  la  physique,  de  la  philosophie, 
de  l'histoire  et  de  la  littérature  castillane.  Nous  devons  ajouter  qu'en 
vue  de  la  similitude  existant  entre  le  plan  d'études  du  professorat 
d'enseignement  secondaire  des  mathématiques  et  celui  de  physique 
de  La  Plata,  on  vient  de  grouper  les  deux  en  un  seul  «  d'enseignement 
secondaire  de  mathématiques  et  physique  )>. 

Aux  écoles  normales  les  choses  se  passent  comme  dans  les  écoles 
similaires  de  France. 

d)  La  préparation  scientifique  est-elle  séparée  de  la  préparation 
didactique  ? 

A  l'Institut  national  du  professorat  secondaire  la  préparation  scien- 
tifique et  la  préparation  didactique  forment  un  tout;  mais  on  recoh- 
nait  l'équivalence  de  la  préparation  scientifique  que  donne  l'Institut 
avec  celle  que  donnent  les  Facultés  des  Universités. 

A  la  Faculté  de  philosophie  et  lettres  et  à  celle  des  sciences  de  l'édu- 
cation de  La  Plata,  ces  préparations  sont  séparées:  ces  Facultés 
n'ont  aucune  des  matières  scientifiques  (mathématiques  pures  et 
physique  générale),  celles-ci  devant  être  étudiées  par  les  candidats, 
dans  les  Facultés  des  sciences.  La  Faculté  des  sciences  de  l'éducation 
donne  toutes  les  matières  pédagogiques  ou  didactiques  ainsi  que  les 
littéraires,  philosophiques  et  historiques. 

e)  En  Argentine,  il  n'' existe  pas  de  bourses  d'études  spéciales  destinées 
à  ceux  qui  se  préparent  au  professorat  dans  l'enseignement  secon- 
daire; il  n'y  a  pas  eu,  jusqu'ici,  d'initiative  à  ce  sujet.  Nombreux  sont 
même  les  professeurs  qui  obtiennent  leur  diplôme  dans  un  établisse- 
ment spécial,  comme  les  Instituts  ou  Facultés  mentionnées,  et  qui 
restent  ensuite  sans  emploi,  et  n'ont  pas  l'occasion  d'utiliser  leurs 
études. 

II.  —  Enseignement  .scientifique  théorique. 

1.  —  En  quoi  consiste  la  préparation  théorique  ?  Quels  sont  les  divers 
enseignements  {cours,  conférences,  exercices,  séminaires,  travaux  pra- 
tiques, etc.)  destinés  aux  candidats  à  V enseignement  mathématique  ? 
Temps  consacré,  enseignement  obligatoire  ou  facultatif. 
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En  Argentine  les  méthodes  d'enseignement  sont  les  mêmes  pour 
toutes  les  branches  des  mathématiques,  qu'elles  soient  pures,  appli- 
quées ou  élémentaires;  aussi  les  traiterons-nous  en  bloc,  à  part  des 
autres  branches  scientifiques. 

Nous  commencerons  par  déclarer  que  l'histoire  des  mathématiques 
ne  figure  pas  dans  les  plans  d'études  et  ne  s'enseigne  pas  aux  instituts 
destinés  à  la  formation  du  professorat. 

A  l'Institut  national  du  professorat  secondaire,  l'enseignement 
scientifique  théorique  comprend,  en  dehors  des  conférences  du  pro- 
fesseur, des  exercices  scientifiques  destinés  spécialement  à  familia- 
riser les  élèves  avec  les  procédés  méthodologiques  de  chaque 
matière.  Les  exercices  s'effectuent  sous  forme  de  discussions,  d'infor- 
mations écrites  et  orales,  de  monographies  et  de  travaux  pratiques. 
Le  temps  consacré,  dans  cet  Institut,  aux  études  scientifiques  théo- 
riques est  le  suivant  (enseignement  obligatoire): 


1'^  année  (7   h.)  :      Complémenis  de  mathématiques  élémentaires 

Trigonomct rie  plane  et  sphérique 

2'"''  année  (8  h.  )  :      Géométrie  analytique  ;  l""^  partie 

Calcul  infinitésimal  ;  l''»  partie 

S^ii^  année  (  8  h.  |  :      Géométrie   analytique     1"^^   partie    et    calcul 

infinitésimal,  2™»  partie 

Géométrie  projective  et  descriptive    .... 
4"'«   année   (3   h.)      Chapitres  choisis  de  mathématiques 

supérieures 

Total  d'heures  par  semaine  :  26   h. 


Les  études  scientifiques  théoriques  ne  s'effectuent  pas,  comme  nous 
l'avons  dit,  à  la  Faculté  des  sciences  de  l'éducation  de  La  Plata, 
sinon  dans  les  facultés  des  sciences;  presque  tous  les  élèves  font  ces 
études  à  la  Faculté  spéciale  de  La  Plata,  comme  cela  est  naturel 
puisque  celle-ci  appartient  à  la  même  Université:  C'est  la  «  Faculté 
des  sciences  physiques,  mathématiques  et  astronomiques  ».  Dans  cette 
Faculté  l'enseignement  scientifique  théorique  répond  aux  trois  prin- 
cipes suivants:  enseignement  collectif  (cours  ou  conférences),  enseigne- 
ment individuel  (donné  par  le  professeur  et  ses  auxiliaires  à  chacun  des 
élèves)  et  enfin  le  travail  personnel  des  étudiants,  (celui-ci  consiste  en 
exercices,  travaux  pratiques  ou  monographies  faites  en  classe,  sous 
la  surveillance  du  professeur,  ou  hors  de  classe  par  l'élève  livré  à 
lui-même).  Les  travaux  pratiques  donnent  lieu  à  un  examen  privé 
auquel  le  professeur  soumet  l'élève  avant  de  les  accepter. 

Le  programme  des  matières  est  divisé  en  deux  parties:  l'une  rela- 
tive au  cours  du  professeur  et  l'autre  aux  travaux  pratiques  des  élèves. 

A  la  Faculté  des  sciences  physiques,  mathématiques  et  astrono- 
miques, le  temps  consacré  à  ces  enseignements  est  le  suivant. 


Heures 

par  semaine 

'« 

h. 
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I) 
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» 

4 

)> 

4 

M 

4 

» 

3 

« 
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Heures  par  soinaine 
■J'iu-oiique       Praliqiie  Total 

1'"''  aimée  :        Géonit-lrie 2  4  6 

Appliciilioii    de    liigononiélrie    et 

fl  algèbre 2  4  6 

Analyse    matlienialique,     !•'  cours  2  4  6 
Dessins   (applicalions   «le  deserip- 

tivel 1  5  6 

2'"*  année:      Géométrie   descriptive 2  4  6 

Analyse  malliématique,    2""^  conrs  2  4  G 

Total  d'heures    par  semaine  ;  11  25  36 

En  ce  qui  concerne  les  autres  matières  scientifiques,  la  Faculté  des 
sciences  de  l'éducation  de  La  Plata  a  deux  cours  de  physique  générale, 
un  dans  la  première  et  l'autre  dans  la  seconde  année,  de  3  heures  par 
semaine  chacun,  constitués  par  des  conférences  du  professeur,  illustrées 
par  des  expériences  faites  dans  les  laboratoires  de  l'école  supérieure 
de  physique:  les  élèves  doivent  résoudre  des  problèmes  sur  les  lois 
fondamentales  et  les  principes  et  exécuter  des  exercices  divers. 

Récemment  à  La  Plata  on  a  groupé  les  professorats  d'enseignement 
secondaire  en  mathémaJques  et  en  physique,  supprimant  de  celui 
de  mathématiques  le  cours  de  géométrie  descriptive  et  ajoutant  le 
cours  de  travaux  pratiques  de  physique  (6  heures  par  semaine), 
lequel  consiste  à  faire  faire,  par  les  élèves,  des  expériences  et  mesures 
de  physique  dans  les  grands  laboratoires  de  l'école  supérieure  de 
physique  dépendant  de  la  Faculté  des  sciences,  sous  la  surveillance 
du  professeur.  Il  résulte  ainsi  que  dans  le  plan  d'études  actuel  du  pro- 
fessorat de  l'enseignement  secondaire  en  mathématiques  et  physique, 
les  matières  scientifiques  exigent  des  élèves  42  heures  par  semaine  de 
classes  de  travaux. 

A  la  Faculté  de  philosophie  et  lettres  on  ne  donne  pas  non  plus  de 
cours  scientifiques,  ceux-ci  devant  se  suivre  à  la  Faculté  des  sciences  de 
Buenos-Aires,  institut  qui  porte  ici  le  nom  de  '<  Faculté  des  sciences 
exactes,  physiques  et  naturelles  >•.  L'enseignement  scientifique  de 
cette  faculté  est  analogue  à  celui  de  la  Faculté  des  sciences  physiques, 
mathématiques  et  astronomiques  de  La  Plata  Le  temps  consacré  à 
cet  enseignement  à  la  Faculté  des  Sciences  exactes,  physiques  et 
naturelles,  est  1"  suivant: 

Tliéoriqiie  Pratique  Total 
1''^   année  :       Ttigonoraél rie       et      notions       de 

Géométrie  analytique 3  2  5 

Algèbre   supérieure 3  2  5 

Géométrie  descriptive 3  2  5 

Totaux  9  6  15 

2"ie  année  :       Géométrie     analytique     el     calcul 

infinitésimal   ........  3  2  5 

3"i«'  année  :       Calcul    infinitésimal 3  2  5 

Topf)graphie 3  3  6 

Totaux  :  6  5  11 

Totaux  généraux  :  18  13  31 
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2  —  La  préparation  théorique  est-elle  contrôlée  par  un  examen, 
examen  de  grade  (licence,  doctorat)  ou  examen  d'FAat  (agrégation)  ? 
Quelle  est  l'organisation  de  ces  examens  ? 

La  préparation  théorique  se  contrôle,  dans  tous  les  instituts,  au 
moyen  d'examens  partiels,  subis  pour  chacune  des  matières  qui  for- 
ment le  plan  d'études,  de  façon  que  les  élèves  ou  candidats  doivent 
être  admis  à  tous  ces  examens,  indépendamment  les  uns  des  autres. 
Les  candidats  se  présentent  devant  une  commission  d'examens 
formée  de  trois  professeurs  dont  l'un  est  le  professeur  titulaire  de  la 
branche.  A  l'Institut  du  professorat  l'examen  doit  durer  plus  de  vingt 
minutes  et  moins  de  trente,  et  doit  être  exclusivement  oral;  la  pre- 
mière partie  de  l'examen  a  trait  aux  travaux  et  exercices  exécutés 
par  l'élève  et  la  deuxième  partie  consiste  en  une  épreuve  théorique.  Les 
élèves  qui  échouent  aux  examens  de  fin  de  cours  (l'un  au  mois  de 
décembre  et  l'autre  au  mois  de  mars)  doivent  suivre  une  deuxième  fois 
le  cours. 

A  la  Faculté  de  La  Plata  les  examens  de  chaque  branche  portent 
sur  les  travaux  pratiques  et  sur  un  sujet  du  programme  théorique 
tiré  au  sort.  Quand  l'élève  est  refusé  il  doit  répéter  le  cours;  il  en  est 
de  même  s'il  échoue  l'année  même  où  il  a  suivi  le  cours  ou  l'année 
suivante.  Les  examens  se  passent  tous  vers  la  fm  de  l'année  scolaire, 
laquelle  dure  du  milieu  de  mars  à  novembre.  En  décembre  on  subit 
la  première  série  des  examens  et  en  mars  de  l'année  suivante,  la 
deuxième.  Pour  être  admis  aux  examens,  il  est  nécessaire  que  les 
candidats  aient  exécuté  tous  les  travaux  pratiques  du  programme; 
jusqu'en  1919  il  était  également  nécessaire  d'avoir  un  nombre  élevé 
de  présences  aux  cours  universitaires;  cette  année  cette  disposition 
a  été  annulée,  pour  limiter  l'obligation  à  la  participation  aux  tra- 
vaux pratiques,  qui  doivent  être  faits  sous  le  contrôle  du  professeur. 
La  commission  d'examens  peut  exiger  toutes  les  épreuves  qu'elle 
juge  convenables. 

Les  choses  se  passent  de  la  même  façon  à  la  Faculté  de  philosophie 
et  lettres. 

IIL  —     Préparation  Professionnelle. 

La  préparation  professionnelle  comprend: 

a)  U étude  de  la  méthodologie  mathématique  (didactique). 

h)  L'étude  de  la  pédagogie  envisagée  dans  le  sens  le  plus  large. 

c)  U initiation  pratique  aux  applications  usuelles. 

d)  U étude  de  la  législatiofi  scolaire. 

e)  La  préparation  pratique  (stage  dans  les  écoles). 

Dans  quelle  mesure  ces  différents  enseignements  sont-ils  pris  en 
considération  et  quel  est  le  temps  consacré  ?  Cette  préparation  se 
fait-elle  à  l'Université  ou  après  la  préparation  scientifique  pendant 
la  période  de  stage  ? 
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a)   Méthologie   Mathématique. 

La  méthodologie  mathématique  ne  constitue  pas  un  cours  spé- 
cial; elle  est  étudiée  conjointement  avec  la  pratique  de  l'enseignement, 
sous  la  direction  unique  du  professeur  de  la  matière;  tous  les  candi- 
dats sont  obligés  de  suivre  ce  cours  de  méthodologie  de  l'enseigne- 
ment des  mathématiques.  Les  leçons  correspondantes  sont  à  la  charge 
d'un  professeur  universitaire,  lequel,  à  l'Institut  du  professorat 
secondaire,  est  un  spécialiste  allemand;  à  la  Faculté  des  sciences  de 
l'éducation  c'est  aussi  un  professeur  universitaire  de  renom  dans  cet 
enseignement,  ainsi  qu'à  la  Faculté  de  philosophie  et  lettres. 

Le  programme  de  la  méthodologie  de  l'enseignement  mathématique 
à  l'Institut  National  du  professorat  comporte  un  cours  de  dernière 
année:  «  méthodologie  et  pratique  de  l'enseignement  »,  avec  six  heures 
par  semaine.  Le  caractère  du  programme  est  pratique  :  les  cas  concrets 
produits  en  classe,  les  erreurs  que  commet  le  candidat  se  discutent  et 
servent  de  base  à  l'étude  de  tous  les  thèmes  qui  constituent  le  cours, 
et  qui  sont:  plan  d'études,  programmes,  division  de  la  matière  par 
années  scolaires  et  par  mois,  préparation  de  la  classe,  ordre  progressif 
de  l'enseignement  et  ses  parties  principales,  discipline,  interrogations, 
répétitions,  devoirs  hors  de  la  classe,  compositions,  classifications, 
discipline,  tenue  du  professeur. 

A  la  Faculté  des  sciences  de  l'éducation,  la  méthodologie  de  l'en- 
seignement des  mathématiques  commence  par  étudier  ce  que  doit 
êtie  le  programme  de  mathématiques  de  l'enseignement  secondaire, 
la  limite  de  cet  enseignement,  son  extension  selon  l'âge  des  élèves; 
comment  on  doit  enseigner  le  programme  en  vigueur  dans  les  établis- 
sements secondaires,  avec  l'analyse  approfondie  et  la  critique  détaillée 
des  dits  programmes;  comment  doivent  se  donner  les  leçons  du  pro- 
fesseur, leur  structure,  leur  préparation  didactique  et  scientifique, 
schémas,  cableaux  synoptiques,  esprit,  méthode,  dessein,  procès 
mental,  exercices,  questionnaire,  direction  du  travail  de  l'élève. 
Ce  cours  est  confié  à  un  spécialiste  distingué. 

A  la  Faculté  de  philosophie  et  lettres  la  méthodologie  de  l'enseigne- 
ment des  mathématiques  fait  partie  du  programme  du  cours  de  cri- 
tique et  pratique  pédagogique  dont  l'ensemble  s'occupe  des  méthodes 
générales  de  l'enseignement.  Pour  ce  qui  concerne  spécialement  la 
géométrie  et  l'arithmétique  elle  examine  notamment  le  but  et  la 
méthode  de  l'enseignement  mathémathique,  la  leçon  orale,  le  matériel 
d'enseignement  et  les  manuels,  etc. 

b)  Pédagogie. 

A  l'institut  National  du  professorat  secondaire  (qui  dépend  actuel- 
lement du  Ministère  de  l'Instruction  Publique,  et  qui  a  été,  pendant 
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quelque  temps  annexé  à  la  Faculté  de  philosophie  et  lettres  de  l'Uni- 
versité de  Buenos  Ayres)  la  préparation  pédagogique  comprend,  avec 
la  philosophie,  quatre  cours  distribués  sur  quatre  années  d'études. 
En  réalité,  les  cours  des  deux  premières  années  correspondent  à  la 
préparation  philosophique  et  ceux  des  deux  autres  à  la  pédagogie 
véritable.  Le  temps  qu'on  leur  consacre  est  le  suivant: 

3"i«  îiniiée.   Premier  seinoslie;        Histoire  de  la  pédagogie  et  légis- 
lation scolaire 3  li. 

Deuxi('me  semestre  :  Pédagogie  expérimentale  (obser- 
vations et  pratique  de  l'ensei- 
gnemenl) 3  h. 

4'"*  année.  Pédagogie   théorique    et    pratique        3  h. 

On  voit  donc  que,  si  l'on  déduit  le  temps  destiné  à  la  législation 
scolaire,  il  reste  un  peu  plus  d'une  année,  à  raison  de  trois  heures  par 
semaine  pour  la  pédagogie  elle-même.  Cette  préparation  se  donne  en 
dehors  des  cours  de  mathématiques,  puisque  les  mathématiques 
constituent  une  section  de  l'institut  et  la  pédagogie  une  autre.  Ces 
cours  de  pédagogie  sont  communs  à  tout  l'institut,  quelle  que  soit 
la  spécialité  scientifique  du  candidat,  de  telle  sorte  que  les  étudiants 
du  professorat  secondaire  de  mathématiques  y  assistent  ainsi  que 
ceux  de  philosophie,  d'anglais,  d'histoire  ou  de  géologie. 

Quant  au  cours  de  psychologie,  les  candidats  le  suivent  en  pre- 
mière année,  avec  l'ana^omie  et  la  physiologie  du  système  nerveux, 
consacrant  à  l'ensemble  3  heures  par  semaine.  Ce  cours  est  aussi 
commun  à  tous  les  candidats  au  professorat  quelle  que  soit  leur  spé- 
cialité scientifique. 

A  la  Faculté  des  sciences  de  l'éducation  de  La  Plata,  il  n'existe  pas 
de  division  par  années  d'études,  de  sorte  que  les  élèves  peuvent  suivre 
dans  la  partie  pédagogique  et  philosophique  l'ordre  qu'ils  estiment 
convenable.  Parmi  les  cours  pédagogiques  de  la  Faculté,  celui  des 
«  sciences  de  l'éducation  »  est  essentiellement  exigé  pour  les  profes- 
sorats scientifiques.  A  la  Faculté,  on  étudie  les  matières  pédagogiques 
suivantes  : 

Anthropologie. — Psychologie  (trois  cours). — Anatomie  et  physio- 
logie du  système  nerveux.  —  Hygiène.  —  Méthodologie  générale 
et  spéciale  —  Histoire  de  l'éducation.  —  Législation  scolaire.  — 
Science  de  l'éducation. 

De  ces  matières  les  candidats  aux  professorats  scientifiques  d'en- 
seignement secondaire  sont  obligés  de  suivre  :  méthodologie  générale 
et  spéciale;  psychologie;  sciences  de  l'éducation,  chacune  d'elles 
deux  heures  par  semaine,  en  plus  de  la  pratique  correspondante. 
L'ordre  des  études  n'étant  pas  obligatoire,  les  élèves  suivent,  en 
même  temps  que  ces  cours,  les  cours  scientifiques  de  la  Faculté  des 
sciences  physiques,  mathématiques  et  astronomiques.  Comme  l'on 
voit,  les  cours  de  psychologie  et  de  pédagogie  sont  obligatoires. 
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Le  cours  de  sciences  de  Fédiication  comprend:  ce  que  doit  être 
l'éducation  suivant  ses  divers  types  pédagogiques:  culture  mentale, 
intellectuelle,  sociale  et  esthétique;  développement  de  l'individualité, 
des  connaissances  encyclopédiques,  de  l'efficacité  personnelle  et  de 
l'adaptation.  Education  intellectuelle  (Spencer  et  Pestalozzi);  édu- 
cation systématique  ;  instruction  générale,  éducation  intégrale. 
Classification  des  connaissances,  les  divers  degrés  de  l'enseignement. 
L'éducation  et  la  démocratie;  intervention  de  l'Etat;  l'école  publique, 
l'école  laïque.  Les  libertés  scolaires;  formation  du  caractère.  Systèmes 
disciplinaires  (Hebart,  Rousseau,  Spencer,  Locke);  d'émulation  etc. 
Causes  de  l'indiscipline. 

A  la  Faculté  de  philosophie  et  lettres  de  Buenos  Ajtcs  il  n'y  a  pas 
non  plus  de  division  en  années  d'études,  les  élèves  pouvant  suivre 
l'ordre  qu'ils  désirent. 

On  y  étudie  les  matières  pédagogiques  suivantes: 

Anthropologie.  —  Psychologie  (deux  cours).  — ^  Biologie.  —  Cri- 
tique et  pratique  pédagogique.  —  Science  de  l'éducation. 

Parmis  ces  matières,  les  candidats  au  professorat  d'enseignement 
secondaire  scientifique  sont  obligés  de  suivre  :  psychologie  (une  année)  ; 
sciences  de  l'éducation,  méthodologie  et  histoire  de  la  pédagogie 
(matières  comprises  dans  la  critique  et  la  pratique  pédagogiques); 
puis  encore  logique,  éthique  et  histoire  de  l'Argentine.  Tous  ces  cours 
sont  de  deux  heures  par  semaine,  sans  compter  la  pratique  corres- 
pondante. L'ordre  des  études  n'est  pas  non  plus  obligatoire  de  telle 
façon  qu'on  peut  étudier,  en  même  temps,  les  matières  scientifiques 
et  les  matières  pédagogiques. 

Le  cours  de  sciences  de  l'éducation  comprend;  histoire  de  l'édu- 
cation, ses  relations  avec  l'organisation  politique  et  sociale,  carac- 
tères généraux  de  l'éducation  aux  diverses  époques  historiques  et 
dans  l'actualité;  histoire  de  l'éducation  argentine;  l'éducation  pri- 
maire, intermédiaire,  secondaire,  spéciale  et  universitaires  en  Argen- 
tine, fonction  sociale  de  chacune  d'elles;  éducation  laïque,  libre, 
classique,  moderne,  de  vocation  et  de  la  femme. 

Dans  les  milieux  scientifiques  en  général,  et  hors  de  ceux  qui  corres- 
pondent aux  instituts  pédagogiques,  l'opinion  courante  est  hostile 
aux  cours  pédagogiques,  et  cela  à  tel  point  que  dans  quelques  milieux 
de  spécialistes,  ces  cours  sont  combattus  avec  assez  de  violence, 
non  pour  l'essence  et  la  nature  de  leur  enseignement,  mais  pour  la 
pédagogie  elle-même  qui  ne  mérite  pas.  Selon  eux,  place  dans  l'en- 
seignement et  qui  devrait  être  éliminée,  soit  pour  abréger  les  études 
destinées  à  obtenir  le  titre  de  professeur,  soit  pour  consacrer  plus  de 
temps  aux  études  véritablement  scientifiques.  A  de  certains  mo- 
ments l'attitude  de  ces  milieux  scientifiques  a  été  une  lutte  véritable 
contre  ces  branches  de  l'enseignement.  En  faisant  abstraction  de  la 
tendance  naturelle  aux  spécialistes  à  considérer  comme  indispen- 
sables, pour  le  professorat  secondaire,  des  études  très  avancées  dans 
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la  science  puri'  scientifique,  il  n'en  demeur»'  pas  moins  une  furte  l'ésis- 
tance  contre  la  pédagogie  dans  ces  milieux. 

Et,  en  admettant  qu'un  bon  professeur  doit  non  seulement 
bien  posséder  ce  qu'il  doit  enseigner,  mais  encore  doit  savoir  l'ensei- 
gner, l'opinion  de  ces  spécialistes  est  qu'on  doit  appliquer  à  la  pre- 
mière condition  un  maximum,  et  un  minimum  à  la  seconde;  mais 
il  y  a  beaucoup  de  partisans  de  la  suppression  absolue  de  la  péda- 
gogie et  de  la  psychologie. 

c)  Initiation  pratique. 

On  n'a  pas  Tair  de  songer  chez  nous,  pour  le  moment,  à  l'utilité 
qu'il  y  aurait  de  créer  un  cours  de  pédagogie  basé  sur  les  conceptions 
expérimentales  et  spécialement  destiné  aux  candida+s  de  l'enseigne- 
ment scientifique.  Les  cours  sont  généraux  et  restenf  groupés  tant  à 
l'Institut,  qu'à  la  Faculté  chargée  de  la  formafion  des  professorats;  et 
les  cours  sont  les  mêmes,  comme  nous  l'avons  dit,  aussi  bien  pour 
ceux  qui  suivent  le  professorat  d'anglais  ou  d'histoire,  que  pour  ceux 
qui  suivent  celui  de  mathématiques. 

Dans  les  cours  de  mathématiques  on  fait  des  travaux  pratiques  de 
calculs,  problèmes  et  exercices,  mais  on  n'effectue  ni  mesures,  ni  tra- 
vaux sur  le  terrain  ou  à  l'atelier;  à  la  Faculté  de  La  Plata  on  donne 
beaucoup  de  problèmes  de  résolution  graphique  et  on  dessine  beau- 
coup pendant  les  quatre  heures  hebdomadaiies  de  pratique  de  la 
géométrie  et  les  quatre  heures  de  géométrie  descriptive,  sans  compter 
les  cinq  heures  de  dessin  qui  sont  appliquées  à  des  problèmes  de  mathé- 
matiques; mais  en  général  tous  les  travaux  se  font  dans  les  salles  de 
dessin  ou  au  domicile  particulier  des  candidats. 

d)  Législation  scolaire. 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit.  à  l'Institut  Na  ional  du  professorat 
secondaire  de  Buenos  Aires,  il  y  a  un  cours  de  législation  scolaire 
en  troisième  année  qui  dure  un  trimestre,  avec  trois  heures  par  se- 
maine de  classe.  Ce  cours  comprend  non  seulement  l'évolution  histo- 
rique de  l'instruction  publique  en  Argentine  mais  encore  il  étudie  la 
législation  comparée,  et  en  particulier  les  lois  qui  ont  exercé  le  plus 
d'influence  sur  l'instruction  publique  argentine. 

A  la  Faculté  des  sciences  de  l'éducation  de  la  Plata  on  n'exige  pas 
la  législation  scolaire  des  candidacs  au  professorat  scientifique.  Cepen- 
dant, on  donne,  à  cette  faculté,  un  cours  très  complet  de  législation 
scolaire  qui  étudie  l'ensemble  de  tous  les  établissements  d'enseigne- 
ment du  pays  dans  son  état  actuel  et  son  histoire,  et  qui  s'occupe  non 
seulement  de  la  législation  argentine  mais  également  de  la  législation 
comparée,  bien  qu'il  donne  la  préférence  à  la  première. 
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Poiir  le  moment  il  ne  tient  pas  compte  des  documents  réunis  par 
le  Comité  int<Tnational  de  l'enseignement  mathématique,  très  peu 
répandus  dans  la  République  argentine.  Le  programme  contient: 
dispositions  constitutionnelles;  liberté  d'enseignement;  laïcité,  gra- 
tuité et  obligation  de  l'enseignement;  éducation  nationaliste,  éduca- 
tion de  la  femme;  enseignement  universitaire,  secondaire,  normal, 
spécial  et  primaire,  argentin  et  comparé.  Système  de  rentes  de  l'ins- 
truction; loi  de  pensions  et  de  retraites. 

A  la  Faculté  de  philosophie  et  lettres  de  Buenos  Ayres,  la  légis- 
lation scolaire  est,  comme  nous  l'avons  vu,  comprise  dans  le  cours  de 
sciences  de  l'éducation.  On  n'y  tient  pas  compte  non  plus  des  docu- 
ments émanés  du  Comité  international  de  l'enseignement  mathé- 
matique. 

é)  Préparation  pratique. 

Nous  nous  sommes  occupés  déjà  de  cette  question. 

A  l'Institut  du  professorat,  les  élèves  doivent,  pendant  leur  troi- 
sième année  d'études,  assister  aux  classes  de  mathématiques  faites 
par  les  professeurs  de  l' Institut  ou  ceux  du  Collège  national  annexe 
qui  dirigent  aussi  la  pratique  de  l'enseignement  des  candidats 
à  l'enseignement.  Quand  ils  ont  assisté  à  un  bon  nombre  de 
classes,  ces  mêmes  candidats  doivent  enseigner  eux-mêmes  dans 
certaines  classes,  mais  toujours  sous  le  contrôle  du  professeur.  Dans 
la  quatrième  et  dernière  année,  ils  doivent  se  charger  pour 
leur  compte  de  l'enseignement  au  Collège  national  annexe,  et  cela 
pendant  plusieurs  semaines.  Après  cette  pratique  les  élèves  candidats 
se  réunissent  avec  le  professeur  de  l'institut,  font  la  critique  de  l'en- 
seignement donné  et  traitent,  en  même  temps,  des  questions  de  métho- 
dologie spéciale  qui  en  résultent;  les  candidats  doivent  présenter 
des  rapports  et  fournir  des  renseignements  sur  les  méthodes  appliquées 
à  l'enseignement.  On  ne  fait  donc  pas  une  année  de  stage,  après  avoir 
terminé  les  études  à  l'institut.  Comme  le  collège  national  où  l'on 
fait  la  pratique  dépend  du  même  institut,  il  n'y  a  aucune  difficulté 
pour  le  développement  de  cette  forme  de  pratique. 

A  la  Faculté  des  sciences  de  l'éducation  de  La  Plata,  l'élève  doit 
assister,  au  moins,  à  six  leçons  du  professeur  données  soit  aux  élèves 
du  lycée  de  jeunes  filles  annexe  à  la  Faculté,  soit  à  ceux  du  Collège 
national  annexe  à  l'Université;  après  ces  classes  il  peut  commencer 
la  pratique  personnelle  qu'il  ne  pourra  faire  avant  d'avoir  passé  les 
épreuves  des  cours  de  méthodologie  générale  et  spéciale.  Cette  pra- 
tique doit  consister  en  2.5  leçons  de  mathématiques  données  au  lycée 
ou  collège,  en  place  du  professeur  et  en  sa  présence.  Durant  la  période 
où  l'élève  assiste  à  la  pratique  il  doit  suivre  régulièrement  le  cours  de 
critique  pédagogique.  Chaque  leçon  du  candidat  doit  être  précédée 
d'un  projet  développé  par  écrit  dans  un  cahier  dont  le  candidat  est 
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muni  à  cet  cfîet.  Le  développement  du  thème  comprend:  a)  sujet; 
h)  procédé  (principe,  moyens,  but);  c)  illustrations  et  exercices. 

Ce  projet  doit  être  remis  au  professeur  avant  chaque  leçon.  La  pra- 
tique est  placée  sous  la  surveillance  directe  du  professeur  de  méthodo- 
logie spéciale  et  du  doyen  de  la  Faculté  des  sciences  de  l'éducation. 

Comme  on  le  voit,  ces  leçons  sont  parallèles  aux  études  théo- 
riques scientifiques  et  n'ont  pas  la  forme  de  stages  succédant  aux 
études  universitaires.  Cela  ne  présente  pas  non  plus  de  difficultés 
quant  à  la  pratique,  puisque  le  lycée  et  le  collège  sont  annexes  à 
l'Université. 

A  la  Faculté  de  philosophie  et  lettres,  la  méthode  est  presque  exac- 
tement la  même. 

2.  —  La  préparation  professionnelle  est-elle  contrôlée  par  un  examen 
ou  par  des  leçons  d'épreuve  ?  Quelle  est  l'organisation  de  ces  examens  ? 

Dans  tous  les  instituts  supérieurs  du  pays,  la  préparation  se  con- 
trôle au  moyen  d'examens  pai  tiels  auxquels  est  soumis  le  candidat  une 
fois  par  an,  sur  chaque  branche;  s'il  est  admis  à  cet  examen  il  obtient 
la  promotion  dans  cette  branche;  s'il  est  refusé  il  doit  passer  un  nouvel 
examen  sur  la  même  branche.  Dans  les  matières  concernant  la  pra- 
tique de  l'enseignement,  l'élève  doit  également  subir  avec  succès  un 
examen. 

Pour  entrer  dans  plus  de  détails,  nous  avons  dans  les  divers  insti- 
tuts et  facultés,  les  méthodes  suivantes: 

A  l'Institut  national  du  professorat  secondaire  il  y  a  des  examens 
pour  chaque  branche,  à  la  fin  de  l'année  scolaire  en  novembre,  et 
des  examens  complémentaires  au  mois  de  mars  suivant;  les  bureaux 
d'examens  sont  formés  par  trois  professeuis,  celui  qui  a  donné  l'en- 
seignement inclus.  L'examen  est  exclusivement  oral;  la  première 
partie  porte  sur  le  maniement  des  appareils  instruments  etc.  ou  sur 
les  travaux  pratiques  exécutés  par  l'élève,  durant  l'année,  la  seconde, 
sur  une  partie  du  programme,  choisie  par  le  professeur;  la  durée  de 
l'examen  est  de  20  à  30  minutes,  dans  son  ensemble.  Les  élèves  qui 
échouent  en  novembre  peuvent  refaire  l'examen  en  mars.  Les  élèves 
refusés  en  mars  doivent  répéter  le  cours  intégralement. 

Pour  le  cours  pratique  l'élève  a  besoin  de  l'approbation  du  profes- 
seur pour  se  présenter  à  l'examen;  au  cas  contraire,  il  doit  répéter 
le  cours.  Ceux  qui  y  sont  autorisés  par  le  professeur  doivent  donner 
une  leçon  modèle  en  octobre,  sur  chacune  des  matières  de  leur  spéciali- 
té. L'élève  refusé  à  la  leçon  modèle  doit  répéter  le  cours. 

Les  chiffres  servant  à  l'appréciation  des  examens  vont  de  0  à  10, 
comme  suit:  0  refusé;  L  2,  3  ajourné  (les  porteurs  de  ces  notes 
doivent  refaire  leur  examen  en  mars);  4  suffisant;  5  et  6  bien;  7,  8,  9 
distingué;  10  excellent. 

A  la  Faculté  des  sciences  de  l'éducation  de  La  Plata  le  professeur 
doit  remettre  le  l^r  août  et  le  l^r  novembre  les  notes  de  chacun  de 
ses  élèves;  pour  cela,  il  peut  leur  demander  des  monographies,  destra- 
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vaux  spéciaux,  leur  faire  faire  des  conférences  ou  des  récitations;  les 
élèves  qui  ont  une  moyenne  suffisante  peuvent  se  présenter  à 
l'examen,  les  autres  doivent  répéter  le  cours.  Les  examens  ont 
lieu  en  mars  et  en  décembre;  dans  les  matières  où  l'on  exige 
des  travaux  pratiques,  l'élève  ne  pourra  subir  l'examen  s'il  n'a  pas 
fait  les  travaux  exigés  par  le  professeur.  La  note  donnée  à  l'élève 
est  la  moyenne  des  notes  reçues  pour  l'examen  et  de  celle  du 
travail  annuel  apprécié  par  le  professeur.  Les  élèves  refusés  doivent 
répéter  le  cours  en  entier;  celui  qui  serait  refusé  à  un  examen  pendant 
trois  années  consécutives  ne  pourrait  plus  être  admis  à  ce  cours. 
La  durée  de  l'examen  est  celle  que  le  bureau  d'examen  juge  néces- 
saire. Ne  sont  admissibles  à  l'épreuve  pratique  que  ceux  qui  ont 
subi  avec  succès  les  épreuves  de  méthodologie  générale  et  spéciale; 
ils  doivent  avoir  assisté  aux  séances  de  critique  pédagogique  et 
avoir  suivi  avec  satisfaction  le  stage  pratique;  tout  candidat  dont 
les  leçons  laissent  à  désirer,  sfjit  par  manque  de  préparation  ou 
d'aptitudes  est  ajourné  et  si  à  de  nouvelles  épreuves  il  en  est  de 
même,  il  est  éliminé  du  cours. 

L'appréciation  se  fait  de  0  à  10  comme  suit:  0  refusé,  1,  2,  et  3 
ajourné,  4  et  5  passable,  6  et  7  bien,  8  et  9  distingué;  10  excellent. 


IV,  —  Perfectionnement  ultérieur  des  Professeurs. 


a)  Les  professeurs  de  V enseignement  secondaire  sont-ils  appelés 
à  suivre  plus  tard  des  cours  de  vacances  ou  des  conférences  leur  permet- 
tant de  se  tenir  au  courant  des  progrès  de  la  science  et  de  renseignement 
scientifique?  Ou  peuvent-ils  obtenir  un  congé  d'un  ou  deux  semestres 
dans  ce  but,  au  bout  d'un  certain  nombre  d'années  d'enseignement? 

A  cela  on  peut  répondre  négativement.  En  Argentine  rien  de  cela 
n'existe:  On  n'invite  pas  les  professeurs  de  l'enseignement  secondaire 
à  suivre  des  cours  de  vacances,  pas  plus  qu'on  ne  leur  accorde  de  congé 
de  temps  à  autre  pour  rafraîchir  leurs  connaissances  et  leur  permettre 
de  se  tenir  au  courant  des  progrès  de  la  science  de  leur  spécialité. 

Seule  la  Faculté  des  Sciences  physiques,  mathématiques  et  astrono- 
miques de  l'Université  nationale  de  La  Plata  a  établi  un  cycle  de 
conférences  qui  se  donnent  pendant  les  vacances  d'hiver,  au  mois  de 
juillet  et  qui  durent  environ  quinze  jours.  Ce  cycle  établi  par  la  dite 
Faculté,  de  sa  propre  initiative  est  destiné  aux  professeurs  de  mathé- 
matiques et  de  physique;  à  cet  objet,  la  Faculté  les  invite  à  se  rendre 
à  La  Plata  par  groupes  de  20  à  30,  chaque  année,  afin  d'entendre  les 
leçons  de  ses  professeurs  spéciahsés  dans  ces  branches,  et  pour  que  les 
professeurs  secondaires  puissent  travailler  dans  les  vastes  cabinets 
dt'  l'Institut  de  physique  qui  appartient  à  la  Faculté.  La  Faculté 
mentionnée  organise  ses  conférences  de   façon  que  les  professeurs 
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qu'elle  invite  n'aient  aucun  frais  à  faire  pour  y  assister;  mais  la  parti- 
cipation à  CCS  conférences  n'est  pas  obligatoire.  Et  comme  c'est 
l'unique  institution  de  ce  genre  existant  dans  le  pays,  il  en  résulte  que 
les  professeurs  d'autres  spécialités  scientifiques  ne  jouissent  pas  de  cet 
avantage. 

h)  Il  convient  de  signaler  ici  le  rôle  des  sociétés  scientifiques  et  péda- 
gogiques. 

On  peut  dire  que  les  sociétés  scientifiques  et  pédagogiques  n'exer- 
cent ici  aucune  influence  pour  entretenir,  développer  les  connais- 
sances des  professeurs  d'enseignement  secondaire.  En  ce  qui  concerne 
les  mathématiques,  les  institutions  qui  ont  lieu  de  s'en  occuper  sont  la 
Société  scientifique  argentine,  fondée  en  1872  et  le  Centre  national 
d'ingénieurs,  les  deux  de  Buenos  Ayres,  organisées  de  telle  sorte 
que  leurs  activités  sont  plus  spécialement  destinées  aux  universitaires 
qu'aux  professeurs  de  l'enseignement  secondaire. 

c)  L'activité  du  professeur  peut  être  envisagée  au  point  de  vue  des 
travaux  didactiques  et  à  celui  des  recherches  personnelles  purement 
scientifiques.  Que  constate-t-on  à  cet  éga^d  dans  le  pays? 

On  peut  dire,  en  général,  que  les  professeurs  d'enseignement  secon- 
daire n'ont  à  leur  actif  aucune  production  scientifique  ou  didactique, 
digne  d'intérêt.  Outre  que  les  professeurs  d'enseignement  secondaire 
en  mathématiques  sont  peu  nombreux  dans  le  pays  (il  n'y  a  pas  plus 
de  42  collèges  nationaux,  85  écoles  normales  de  maîtres  et  profes- 
seurs et  4  écoles  industrielles,  comme  il  a  été  dit),  ceux  qui  parmi  eux 
produisent,  le  font  parce  que  hors  de  leur  enseignement  secondaire, 
ils  font  partie  du  corps  enseignant  universitaire,  et  c'est  à  celui-ci 
qu'il  faut  attribuer,  en  ces  cas,  la  production  didactique  ou  scienti- 
fique. 

d)  Les  professeurs  de  f enseignement  secondaire  ont-ils  Voccasion 
de  passer  dans  V enseignement  supérieur  (universitaire  ou  technique)  ? 
Quelles  sont  les  conditions  à  remplir  à  cet  égard^  Signaler  quelques 
mathématiciens  connus  ayant  passé  successivement^  de  renseignement 
secondaire  à  renseignement  supérieur. 

Généralement  cela  n'arrive  pas;  ce  qui  se  produit  communément 
c'est  que  des  universitaires  distingués  occupent  à  la  fois  des  chaires 
dans  l'enseignement  secondaire  et  dans  l'enseignement  supérieur, 
mais  cela  sans  posséder,  en  général  de  diplôme  de  professeur  d'ensei- 
gnement secondaire.  Ce  qu'on  peut  affirmer  absolument  c'est  qu'aucun 
professeur  d'enseignement  secondaire  de  mathématiques  n'a,  avec 
ce  seul  titre,  pu  passer  à  l'enseignement  supérieur.  Tous  les  professeurs 
de  mathématiques  de  l'enseignement  supérieur  sont  des  ingénieurs 
ou  docteurs  en  mathématiques  qui  se  sont  consacrés  à  ces  sciences. 
Comme  l'enseignement  universitaire  et  la  technique  supérieure  sont 
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réunies  dans  les  facultés  universitaires,  celles-ci  désignent  leurs  pro- 
fesseurs parmi  leurs  diplômés  ou  ceux  d'autres  Facultés  analogues  du 
pays,  et  même  de  l'étranger;  mais  il  s'agit  toujours  de  titres  d'ingé- 
nieurs ou  de  docteurs. 

On  trouvera  ainsi,  dans  le  professorat  de  mathématiques  des  établis- 
sements secondaires,  de  nombreux  ingénieurs  et  docteurs  qui  n'ont 
pas  le  titre  de  professeur  d'enseignement  secondaire,  et,  en  revanche, 
dans  les  études  supérieures  des  universités  scientifiques  ou  techniques, 
on  ne  trouvera  aucun  professeur  qui  ne  soit  ingénieur  ou  docteur,  et 
aucun  qui  ait  seulement  le  titre  de  professeur  d'enseignement  secon- 
daire. 


Dispositions    législatives    relatives   aux    Professeurs. 


a)  Quelles  sont  les  exigences  et  le  mode  de  recrutement  des  professeurs 
de  renseignement  secondaire  ?  Le  grade  de  docteur  est-il  exigé?  Les  dis- 
positions législatives  sont-elles  applicables  aux  femmes  ? 

Nous  nous  sommes  occupés  déjà  de  cette  question.  Il  n'existe  au- 
cune disposition  législative  relative  au  mode  de  recrutement  du  pro- 
fessorat de  l'enseignement  secondaire;  il  y  a  seulement  quelques 
réglementations  ministérielles  qui,  en  réalité,  n'ont  jamais  été  observées. 
Le  Pouvoir  exécutif  qui  est  celui  qui  désigne  les  professeurs  ne  se  sou- 
met à  aucune  règle  pour  ces  nominations,  de  sorte  que  point  n'est 
besoin  du  titre  de  docteur  ni  d'aucun  autre,  pas  même  celui  de  pro- 
fesseur d'enseignement  secondaire  dans  la  spécialité  correspondante; 
mais  comme  nous  l'avons  dit,  en  réalité  on  nomme  presque  toujours 
comme  professeurs  d'enseignement  secondaire  en  mathématiques 
des  ingénieurs  ou  des  géomètres  (ces  derniers  font  les  mêmes  études 
de  mathématiques  que  les  ingénieurs)  et  plus  rarement  ceux  qui  pos- 
sèdent le  titre  de  professeur  d'enseignement  secondaire  en  mathéma- 
tiques; quand  les  personnes  nommées  n'ont  aucun  de  ces  titres  c'est 
parce  qu'elles  ont  une  longue  pratique  dans  l'enseignement  de  leur 
spécialité.  Telle  est  la  façon  réelle  et  commune  de  procéder  dans  la 
formation  du  corps  de  professeurs  d'enseignement  secondaire  en  mathé- 
matiques. 

Quant  au  grade  de  docteur  les  spécialistes  "estiment  qu'il  serait 
avisé  de  l'exiger,  en  complétant  ces  études  par  quelques  connaissances 
professionnelles  de  méthodologie,  philosophie,  etc.;  mais  actuelle- 
ment il  n'y  a,  dans  le  pays,  qu'un  nombre  limité  de  docteurs  en  mathé- 
matiques et  physique,  et  tous  possèdent  des  chaires  d'enseignement 
secondaire  de  leur  cours,  de  façon  qu'il  ne  serait  pas  possible  d'exiger 
le  titre  de  docteur,  par  la  raison  qu'il  n'y  aurait  pas  un  nombre  suffi- 
sant de  diplômés  pour  faire  ces  cours,  spécialement  dans  l'intérieur  de 
la  République. 
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D'autre  part,  on  ne  fait  aucune  dilTf'Ti'nce  entre  les  hommes  et  le3 
femmes,  quant  à  leur  nomination,  mais  celles-ci  se  destinent  aux 
collèges  de  jeunes  filles. 

Le  règlement  ministériel  auquel  j'ai  fait  allusion  et  qui  s'applique 
peu,  date  de  la  fin  de  l'année  1915  et  établit  ce  qui  suit: 

Première  catégorie:  a)  Professeurs  qui  ont  eu  ou  ont  des  chaires 
universitaires;  b)  docteurs  en  philosophie  et  lettres  diplômés  de  l'Uni- 
versité de  Buenos  Ayres,  qui  ont  fait  des  études  pédagogiques;  pro- 
fesseurs diplômés  de  la  même  Faculté  avec  certificat  d'aptitude 
pédagogique  délivré  par  la  même  ;  c)  docteurs  de  la  Faculté  des  sciences 
de  l'éducation  de  La  Plata;  professeurs  avec  certificat  d'aptitude 
délivré  par  la  même;  d)  professeurs  diplômés  par  l'Institut  national 
du  Professorat  secondaire;  e)  diplômés  à  l'Ecole  normale  du  profes- 
sorat de  langues  vivantes;  institut  national  supérieur  d'éducation 
physique;  diplômés  d'autres  institutions  nationales  susceptibles 
d'être  créées  pour  la  préparation  du  professorat;  d)  tous  ceux  qui  par 
des  travaux  spéciaux  dans  la  branche  qu'ils  aspirent  à  enseigner,  mé- 
ritent d'être  inclus  dans  cette  catégorie,  par  jugement  unanime  du 
jury. 

Deuxième  catégorie:  a)  Professeurs  normaliens  nationaux;  b)  per- 
sonnes ayant  un  diplôme  attestant  leur  compétence  pédagogique  et 
délivré  par  des  universités  étrangères;  e)  professeurs  avant  exercé 
les  fonctions  de  professeurs  de  la  matière  à  laquelle  ils  aspirent,  pen- 
dant cinq  ans. 

Troisième  catégorie:  a)  Inscrits  avec  diplômes  universitaires  ou 
certificats  d'études  en  rapport  avec  la  matière  qu'ils  aspirent  à  en- 
seigner, mais  sans  diplôme  qui  atteste  des  études  ou  la  pratique  péda- 
gogique; b)  personnes  avec  d'autres  titres  que  ceux  qui  sont  mention- 
nés dans  cet  article. 

b)  Quelles  sont  les  différentes  branches  qui  peuvent  faire  partie  du 
cahier  des  charges  des  professeurs  de  mathématiques  ? 

U enseignement  de  la  mécanique  est-il  confié  au  professeu-r  de  phy- 
sique ou  au  professeur  de  mathématiques  ?  L'enseignement  de  la  géo- 
métrie descriptive  est-il  réuni  au  cours  de  mathématiques  ou  à  celui  de 
dessin  ? 

Les  branches  dont  peut  être  chargé  le  professeur  de  mathé- 
matiques sont:  l'arithmétique,  l'algèbre,  l'algèbre  supérieure,  la 
géométrie  plane  et  de  l'espace,  la  cosmographie,  la  trigonométrie; 
l'enseignement  de  la  mécanique  ne  se  donne  pas  séparément;  il  est 
compris  dans  les  programmes  de  physique,  avec  peu  d'extension  par- 
ce qu'on  la  considère  par  dessus  tout  comme  un  enseignement  des- 
criptif et  non  mathématique,  sinon  comme  simple  mécanique  phy- 
sique; cela  dans  les  établissements  secondaires,  mais  dans  les  Facultés 
universitaires,  les  choses  se  passent  différemment. 

Dans   les    collèges  et  écoles  secondaires  on  n'enseigne  pas  la  géo- 
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métrio"  descriptive,  sauf  toutefois  quelques  notions  données  en  pas- 
sant, Tétude  de  cette  branche  est  réservée  pour  les  Facultés  universi- 
taires où  on  lui  donne  l'importance  qui  convient  et  où  on  l'étudié 
comme  branche  séparée,  en  y  ajoutant  des  applications  aux  cours 
de  dessin;  mais,  comme  nous  le  disions,  dans  les  établissements 
secondaires  on  approfondit  très  peu  l'étude  de  la  géométrie  descrip- 
tive, de  même  que  dans  le  cours  de  dessin. 

c)  Quelle  est  la  situation  des  professeurs  quant  au  nombre  d'heures 
de  leçons,  au  traitement,  à  V avancement  et  à  la  pension  ? 

Il  y  a  très  peu  de  temps,  les  professeurs  avaient  à  leur  charge  cinq 
heures  de  classe  par  semaine,  avec  un  traitement  mensuelle  de  180 
piastres  monnaie  nationale;  (de  ce  traitement  il  était  retenu  5  %  pour 
la  pension,  ce  qui  le  réduisait  à  171  piastres.  En  monnaie  universelle, 
ces  171  piastres  équivalent  à  376  fr.  40.  en  supposant  le  change  au 
pair;  ce  qui  fait  par  an  un  peu  plus  de  quatre  mille  cinq  cents  francs 
pour  5  heures  par  semaine  du  1  ^^  mars  aux  premiers  jours  de  décem- 
bre; les  autres  mois,  soit  décembre,  janvier  et  février  il  y  a  des  va- 
cances durant  lesquelles  les  professeurs  reçoivent  naturellement  leur 
traitement. 

En  1920  les  traitements  des  professeurs  ont  été  augmentés  de 
20  %  de  sorte  qu'ils  sont  montés  à  5400  frs.  or  par  an. 

Actuellement,  le  paiement  a  été  modifié  dans  la  forme;  au  lieu  du 
traitement  mensuel,  on  paie  à  raison  de  30  piastres  par  mois  chaque 
heure  de  classe  donnée  par  semaine  de  sorte  qu'un  cours  de  six  heures 
par  semaine  (qui  est  aujourd'hui  l'ordinaire  se  paie  180  piastres  par 
mois,  moins,  comme  toujours,  la  retenue  du  5  %  pour  la  pension. 

Le  maximum  d'heures  par  semaine  que  puisse  avoir  un  professeur 
d'enseignement  secondaire  est  de  24.  équivalentes  à  720  piastres  men- 
suelles, soit  8640  piastres  par  an.  Le  traitement  de  la  chaire  ne  com- 
porte pas  d'augmentation  progressive,  c'est  à  dire  c[u'il  reste  le  même 
durant  tout  le  temps  d'activité  du  professeur. 

La  retraite  s'obtient  après  30  ans  d'enseignement  et  le  montant 
de  la  pension  dont  jouit  alors  le  professeur  retraité  est  le  95  %  de  la 
moyenne  des  appointements  gagnés  durant  la  dernière  année  d'exer- 
cice. On  accorde  des  retraites  extraordinaires  après  20  ans  de  ser- 
vices, pour  cause  de  maladie  ou  d'incapacité,  et  alors  le  montant 
de  la  pension  est  proportionne]  au  nombre  d'années  de  services  du 
professeur. 

d)  Les  professeurs  sont-ils  astreints  à  participer  à  des  réunions  ou 
conférences  groupant  les  professeurs  de  renseignement  scientifique  de 
r établissement  dont  ils  font  partie  ? 

Sont-ils  appelés  à  collaborer  à  V élaboration  du  programme?  Si  non. 
comment  et  par  qui  sont  rédigés  les  programmes  ? 

Il  existe  dans  le  pays  certaine  disposition  qui  oblige  les  professeurs 
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d'enseignement  scientifique  à  prendre  part  à  des  réunions  et  confé- 
rences, soit  de  rétablissement  dont  ils  font  partie,  soit  de  groupes 
d'établissements.  En  quelques  occasions  on  a  réalisé  des  congrès 
de  professeurs  et  de  directeurs  d'établissements,  mais  cela  était  dû  à 
des  circonstances  particulières  ;.  elles  n'ont  pas  été  établies  de  façon 
systématique.  De  leur  propre  initiative,  quelques  instituts  réalisent 
des  réunions  de  professeurs,  pour  discuter  des  questions  d'ensei 
gnement.  Ainsi  même,  dans  les  règlements  des  collèges  nationaux, 
écoles  normales  et  écoles  industrielles  il  y  a  bien  quelque  clause  par- 
ticulière rendant  obligatoires  les  réunions  générales  des  professeurs 
mais  celles-ci  tombent  peu  à  peu  dans  l'abandon  à  cause  de  l'esprit 
un  peu  indécis  des  participants  et  peut-être  à  cause  de  leur  hétéro- 
généité. Le  fait  est  qu'on  n'en  a  pas  tiré  de  grands  avantages,  soit 
qu'il  s'3'  soit  produit  généralement  un  excès  ou  un  manque  de  dis- 
cussion, soit  qu'elles  aient  dévié  en  un  simple  verbalisme  ou  bien 
parce  qu'elles  ne  sont  pas  arrivées  à  éveiller  l'intérêt  des  professeurs 
qui  y  assistent,  sans  préparation  préalable  et  sans  y  apporter 
l'attention  que  mériterait  un  objectif  comme  l'unité  des  études,  la 
concordance  et  la  plus  grande  efficacité  de  l'enseignement  qu'on 
pourrait  obtenir  au  moyen  de  l'expérience  individuelle  et  collective. 
En  ce  qui  concerne  les  programmes,  ceux-ci  sont  élaborés  par  les 
corps  tehhniques  du  Ministère  de  l'Instruction  Publique,  lequel 
prend  conseil,  pour  leur  élaboration,  des  professeurs  les  plus  distingués; 
mais  une  fois  établis,  le  professeur  d'enseignement  secondaire  doit 
s'y  soumettre,  au  moins  traiter  toutes  les  questions,  que  contient  le 
programme,  et  cela  particulièrement  dans  les  mathématiques  dont 
les  études  s'enchaînent  durant  toutes  les  années  successives  de  l'ins- 
truction secondaire. 

VI.  —  Bibliographie. 

Existe-t-il  dans  le  pays  des  livres  consacrés  spécialement  à  la  prépa- 
ration des  professeurs  de  renseignement  scientifique  en  général  et  pour 
les  mathématiques  en  particulier  ? 

Avez-vous  des  revues  traitant  particulièrement  de  renseignement 
scientifique  ? 

11  existe  dans  le  pays  des  livres  consacrés  spécialement  à  la  pré- 
paration des  professeurs  de  sciences  particulières  comme  la  physique, 
la  chimie,  la  botanique,  les  mathématiques.  Mais  ces  livres  sont  peu 
nombreux  et  ne  comportent  pas  la  méthodologie  de  leur  propre  science, 
particulièrement  dans  les  mathématiques,  de  sorte  qu'ils  n'offrent 
pas,  en  général,  beaucoup  d'intérêt,  et  qu'on  ne  peut  en  tirer  un  profit 
général,  en  les  prenant  dans  leur  ensemble. 

En  revanche,  il  existe  de  nombreux  livres  de  texte  destinés  aux  élè- 
ves, et  très  répandus,  mais  qui  ne  sont  pas  de  grande  valeur  pour  les 
professeurs  de  l'enseignement  secondaire  des  mathématiques. 
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Quant  aux  revues  qui  traitent  spécialement  de  l'enseignement 
scientifique,  on  peut  dire  qu'elles  n'existent  pas;  quelques  unes  qui 
ont  paru  durant  un  certain  temps  ont  dû  disparaître  à  cause  du  petit 
nombre  des  professeurs  et  étudiants,  comme  pouvait  le  faire  supposer 
la  faible  population  du  pays  et  sa  dispersion  sur  toute  l'étendue  du 
territoire.  Ces  sujets  sont  traités  dans  de  nombreuses  revues  scienti- 
fiques qui  apparaissent  dans  le  pays,  et  qui  appartiennent  aux  uni- 
versités, aux  Facultés,  aux  centres  d'étudiants  des  Facultés,  aux  socié- 
tés scientifiques  et  professionnelles  etc.  — 

Parmi  les  revues  spéciales  on  peut  citer:  «  Revista  de  matemâticas  », 
publication  bimensuelle  de  Buenos  Ayres  dirigée  par  un  Comité 
de  rédaction  formé  de  mathématiciens  et  d'ingénieurs;  «  Revista  de 
matemâticas  y  fisicas  elementales  >,  publication  mensuelle  dirigée 
également  par  un  comité  de  mathématiciens  et  d'ingénieurs  de 
Buenos-Ayres. 

VIL  —  Compléments. 

Nous  mentionnons  ci-dessous  les  publications  officielles  (règlements 
programmes  et  plans  d'études)  qui  permettront  de  connaître  plus  en 
détail  l'organisation  de  tout  ce  qui  concerne  l'enseignement  secondaire 
des  mathématiques  ainsi  que  son  professorat: 

Projet  de  loi  organique  de  l'instruction  publique  élaboré  par  le 
pouvoir  exécutif  national. 

Institut  national  du  professorat  secondaire  Buenos  Aires:  Règlement 
organique  de  l'Institut.  —  Plan  d'études  de  l'Institut. — Programme 
du  département  de  mathématiques. 

Faculté  de  philosophie  et  lettres.  B.A.:  Organisation  et  objectifs. 
Plan  d'études.  —  Programmes  des  cours.  —  Programmes  de  mathé- 
matiques de  la  Faculté  des  sciences  exactes,  physiques  et  naturelles 
de  Buenos  Ayres. 

Faculté  des  sciences  de  V éducation  de  La  Plata  ■  Règlement  et  plan 
d'études.  —  Programme  de  législation  scolaire  et  autres.  —  Program- 
me de  méthodologie  et  autres.  —  Programme  de  science  de  l'éduca- 
tion et  un  autre.  —  Programme  de  mathématiques  de  la  Faculté  des 
sciences  physiques,  mathématiques  et  astronomiques  de  La  Plata. 
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I.  —  ORGANISATION    DE   LA   COMMISSION 

1.  Au  moment  oîi  la  Commission  internationale  de  l'enseignement 
mathématique  va  mettre  fin  à  ses  travaux,  il  convient  d'attirer  une  fois 
de  plus  l'attention  des  mathématiciens  sur  les  nombreux  documents 
mis  à  leur  disposition.    L'œuvre  accomplie  est  considérable,  si  Ton 
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en  juge  par  le  nombre  et  l'importance  des  publications  s'étendant 
sur  tous  les  ordres  de  l'c^nseignement  piil)lic.  Pour  la  première  fois, 
l'organisation  de  l'enseignement  des  mathématiques  pures  et  appli- 
quées, ses  plans  d'études  et  ses  méthodes  se  trouvent  exposés  suivant 
un  plan  uniforme  pour  les  principaux  pays.  En  parcourant  la  liste 
des  publications  on  constatera  que  l'on  ne  s'est  pas  borné  à  l'enseigne- 
ment secondaire  et  supérieur,  mais  qu'il  a  aussi  été  tenu  compte 
de  l'enseignement  primaire,  ainsi  que  des  écoles  techniques  et  profes- 
sionnelles. 

Par  leur  richesse  de  documentation,  les  rapports  de  la  Commission 
sont  appelés  à  jouer  un  rôle  utile  dans  la  réalisation  de  nouveaux 
progrès  de  l'enseignement  scientifique.  Dans  bon  nombre  de  pays, 
ils  ont  déjà  exercé  une  heureuse  influence.  Aux  Etats-Unis,  par  exem- 
ple, ils  forment  le  point  de  départ  d'un  important  mouvement  de 
réformes  tendant  à  une  revision  complète  des  plans  d'études. 

2.  Origine  et  but  de  la  Commission.  Les  Délégations.  —  On  sait 
que  la  Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique 
a  été  créée  par  le  4°ie  Congrès  international  des  mathématiciens 
(Rome,  avril  1908)  à  la  suite  de  la  résolution'  suivante: 

«Le  Congrès  ayant  reconnu  Vimportance  d'un  examen  comparé  des 
méthodes  et  des  plans  d'études  de  renseignement  mathématique  dans  les 
écoles  secondaires  des  différentes  nations,  confie  à  MM.  Klein,  Green- 
HiLL  et  Fehr,  le  mandat  de  constituer  une  Commission  internationale 
qui  étudiera  ces  questions  et  présentera  un  rapport  d'' ensemble  au  pro- 
chain Congrès.  » 

Le  comité  de  trois  membres  désigné  par  le  Congrès  prit  le  nom 
de  Comité  central,  il  se  constitua  comme  suit:  Président:  M.  le  Prof. 
F.  Klein,  G.  R.  R.,  Gôttingue.  —  V ice- président  :  Sir  George  Greenhill, 
F.  R.  S.,  Londres.  ^  Secrétaire-général  :  M.  le  Prof.  H.  Fehr,  Genève. 

La  première  tâche  du  Comité  fut  d'arrêter  les  bases  de  l'organi- 
sation de  la  Commission  et  d'établir  le  plan  général  des  travaux. 
On  en  trouvera  un  exposé  dans  le  Rapport  préliminaire  \  1]  ^  élaboré 
par  le  Comité  central  dans  sa  première  réunion  (septembre.  1908), 
ainsi  que  dans  les  rapports  présentés  par  le  Secrétaire-général  aux 
Congrès  de  Cambridge,  en  août  1912,  et  de  Paris,  en  avril  1914^9]. 

L'invitation  de  faire  partie  de  la  Commission  avait  été  lancée 
à  tous  les  pays  possédant  des  établissements  d'instruction  publique. 


*  Cette  résolution  l'ut  proposée  par  la  section  l'hiLosuphie,  llistoii  e  et  Knseigni  miiil,  à  la 
suite  d'une  série  de  rapports  sur  l'enseignement  mathfmaiique  dans  les  principaux  pays. 
Sur  l'initiative  de  M.  le  piof.  Dav.-Eiig.  Smuij,  auteur  du  rapport  concernant  les  Etats- 
Unis,  elle  décida  de  soumettre  au  Congiès  une  résolution  tendant  à  créer  une  Commission 
internationale  chargée  de  l'aire  une  élude  d'ensemble  des  pi-ogres  de  l'enseignement  mathé- 
matique dans  les  ditl'érenles  nations.  Celle  proposition  avait  déjà  élc  formulée  par  le  savant 
professeur  de  Nevv-'\'ork,  en  1905.  dans  sa  réponse  .i  une  enquête  sur  les  «  réformes  à 
accomplir»  entreprise  par  M.  H.  Fkhr  dans  la  llevue  internationale  L't  nseignemeiit  mathé- 
matique. Vol.  A'P,    liMlS  (p.  4ti9). 

*  Les  chifTres  entre  crochets  []  correspondent  aux  chiffres  gras  qui  figurent  en  tète  des 
rapports  mentionnés  dans  la  liste  des  publications. 
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Au  moment  de  la  Conférence  internationale,  tenue  à  Paris  en  avril 
1914,  le  nombre  des  pays  ayant  adhéré  à  la  Commission  était  de  vingt- 
huit.  Nous  en  donnons  la  liste  ci-après  en  conservant  la  situation 
géographique  de  l'Europe  d'avant  la  guerre  mondiale.  Pour  chacun 
des  pays,  nous  mentionnons  non  seulement  les  membres  actuels, 
mais  nous  tenons  à  rappeler  aussi  ceux  qui  se  sont  retirés  pour  rai- 
son de  santé  ou  que  nous  avons  eu  le  regret  de  perdre  dans  le  cours 
des  travaux. 


Liste  des  membres  et  des  anciens  membres  de  la  commission. 

Allemagne  :  MM.  F.  Klein  (Gœttingue),  R.  Rothe  (Berlin), 
W.  LiETZMANN  (Gœttingue).  —  y  A.  Thaer  (Hambourg). 
Y  P.  St.ïckel   (Heidelberg);  7  P.  Treltlein   (Carlsruhe). 

Argentine:  M.  N.  B.  Moreno  (La  Plata). 

Australie:  M.   Carslaw  (Sidney). 

Autriche:  MM.  Z.  Czuber  (Vienne),  W.  Wirtinger  (Vienne), 
R.  SuppANTSCHiTSCH  (autrefois  à  Vienne,  depuis  J919  à 
Lioubliana). 

Belgique:  M.  J.  Neuberg  (Liège). 

Brésil:  M.  E.  de  Gabaglia  (Rio  de  Janeiro). 

Bulgarie:  M.  A.  v.  Sourek  (Sophia). 

Canada:  7  M.  Bovey  (Londres). 

Colonies  du   Cap:  M.    Hough   (Observatoire    Royal  de   Capetown). 

Danemark:  M.  P.  Heegaard  (Copenhague,  depuis  1919  à  Christiania). 

Egypte:  M.  F.  Boulad  (Le  Caire). 

Espagne:  M.  O.-L.  de  Toledo  (Madrid).  —  M.  C.-J.  Rueda  (Ma- 
drid), dém.  ;  M.  Z.  G.  de  Galdeano  (Saragosse)  dém. 

Etats-Unis  :  MM.  Dav.-Eug.  Smith  (New-York),  W.  Osgood  (Cam- 
bridge, Mass),  J.-W.  A.  Young  (Chicago). 

France:  MM.  J.  Hadamard,  M.  d'OcAONE,  Ch.  Bioche  (Paris).  — 
7  A.  de  St. -Germain;  7  C.-A.  Laisant  et  7  C.  Bourlet 
(Paris). 

Grèce:  7  C.  Stéphanos  (Athènes). 

Hollande:  M.  J,  Cardinaal  (Delft). 

Hongrie:  MM.  M.  Beke,  C.  Radoz,  Ratz  (Budapest). 

Ues  Britanniques:  Sir  George  Greenhill  (Londres),  MM.  E.-W. 
.    HoBSON    (Cambridge),    C.    Godfrey    (Osborne). 

Italie:  MM.  G.  Castelnuovo  (Rome),  Fr.  Enriqies  (Bologne), 
G.  ScoRZA  (Catania).  —  7  Vailati  (Rome). 

Japon  :  M.    R,    Fujisawa    (Tokio). 

Mexique:  M.  Valentin  Gama  (Observatoire  de  Tacuyaba). 

Norvège:  M.  Alfsen  (Christiania). 

Portugal:  M.  Gomes  Teixeira  (Porto). 

Roumanie:  M.  G.  Tzitzeica   (Bucarest). 
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Russie:   MM.    Kojalovic,    K.  W.  Yogt,  Sintzoff  (St-Pétershourg). 

7  N.  V.  SONIN. 

Serbie:  M.  Michel  Petrovitch  (Belgrade). 

Suède:  M.  E.  Gôransson  (Stockholm).  —  M.  H.  v.  Koch  (Stock- 
holm), dém. 

Suisse:  MM.  H.  Fehr  (Genève),  C.-F.  Geiser  (Zurich),  7  J.-H. 
Graf  (Berne). 

Comité  central.  — Complété  au  lendemain  du  Congrès  de  Cambridge, 
le  Comité  central  se  compose  depuis  1913  de  MM.  F.  Klein,  président, 
Sir  George  Greenhill  et  Dav.-Eug.  Smith,  vice-présidents;  H.  Fehr, 
Secrétaire-général;  G.  Castelnuovo,  E.  Czuber  et  J.  Hadamard. 

3.  Sous-commissions  nationales.  —  Les  différentes  délégations 
avaient  été  invitées  à  s'adjoindre  des  Sous-commissions  nationales, 
comprenant  des  représentants  des  divers  degrés  de  l'enseignement 
mathématique  dans  les  écoles  techniques  ou  professionnelles.  Ces 
Sous-commissions  ont  apporté  un  concours  très  précieux  aux  délégués 
pour  la  préparation  des  rapports.  C'est  à  eux  que  l'on  doit  en  grande 
partie  les  nombreuses  publications  qui  ont  été  entreprises  sous  l'ini- 
tiative de  la  commission.  Leur  nom  se  trouve  rappelé  dans  la  liste 
qui  termine  ce  rapport.  Il  est  vrai  que  cette  liste  ne  comprend  en 
réalité  qu'une  partie  des  collaborateurs,  de  nombreux  rapports  éla- 
borés par  des  Sous-commissions  ne  faisant  pas  mention  du  nom  des 
auteurs. 

4.  Dispositions  financières.  —  Les  gouvernements  des  pays  parti- 
cipants ont  été  invités  à  mettre  à  la  disposition  de  leur  délégation  une 
somme  permettant  de  couvrir  entièrement  les  frais  de  la  délégation 
et  de  la  Sous-commission  nationale  et  de  contribuer  aussi  aux  frais 
généraux. 

Pour  subvenir  aux  frais  de  publication  et  aux  dépenses  accessoires 
du  Comité  central  (frais  de  port,  distribution  des  rapports,  indemnités 
de  voyages,  etc.), il  a  été  constitué  un  fonds  formé  par  des  cotisations 
annuelles  de  Fr.  100  par  pays  participant.  Une  fois  approuvé  par  les 
vérificateurs  des  comptes,  le  rapport  financier  faisant  suite  au  premier 
rapport  présenté  à  Cambridge  sera  adressé  à  chaque  délégation. 

5.  Publication  des  comptes  rendus  et  des  rapports  des  Sous-commis- 
sions. —  La  Revue  internationale  V Enseignement  Mathématique  a 
servi  d'organe  à  la  Commission.  Elle  a  publié  les  rapports  du  Comité 
central,  les  comptes-rendus  détaillés  des  réunions  plénières;  en  outre 
elle  a  signalé  régulièrement  les  publications  des  Sous-commissions. 

Les  Sous-commissions  nationales  ont  publié  leurs  rapports  suivant 
leur  propre  convenance.  Groupées  à  Genève,  au  siège  de  la  Com- 
mission, leurs  publications  ont  été  distribuées  aux  délégations  par  les 
soins  du  secrétaire-général.  C'est  ainsi  que  nous  avons  eu  à  trans- 
mettre à  chacun  des  membres  près  de  deux  cents  fascicules  ou 
volumes. 
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6.  La  période  de  la  guerre.  —  Dès  le  début  de  Tannée  1915  on  se 
rendit  compte  que  la  Guerre  mondiale  allait  porter  un  coup  sensible 
aux  institutions  internationales.  Les  œuvres  de  paix  telles  que  la 
nôtre  ont  dû  passer  à  l'arrière  plan.  D'ailleurs,  poursuivant  un 
idéal  commun  librement  choisi,  elles  exigeaient  une  volonté  d'union 
qu'on  n'eût  pu  demander  aux  savants  dans  une  période  aussi  trou- 
blée que  celle  que  nous  avons  traversée  pendant  la  guerre  et  dont  nous 
ne  sommes  pas  encore  sortis.  On  comprendra  que  dans  ces  conditions 
il  n'a  plus  pu  être  question  de  réunir  la  Commission,  ni  même  le  Co- 
mité central. 

Tandis  que  les  travaux  ont  subi  un  arrêt  sur  le  terrain  international, 
ils  ont  pu  être  continués  dans  les  Sous.-commissions  nationales.  Plu- 
sieurs délégations  qui  n'avaient  pas  encore  achevé  leurs  rapports 
ont  poursuivi  l'élaboration  des  mémoires  projetés.  Depuis  le  l®'"  août 
1914  nous  avons  reçu  et  distribué  21  rapports  auxquels  viennent  s'a- 
jouter celui  de  M.  Moreno  [65]  et  le  présent  fascicule.  En  voici  la  répar- 
tition: Comité  central  2;  Allemagne  11;  Argentine  1;  Australie  1; 
Belgique  1;  Etats-Unis  6;  Russie  1. 

Le  siège  de  la  Commission  se  trouvant  en  pays  neutre,  le  secrétaire- 
général  a  pu  rester  en  contact  avec  la  plupart  des  délégués,  sauf  avec 
ceux  de  Russie  dont  il  est  sans  nouvelles  depuis  plusieurs  années.  II 
s'est  efforcé  de  poursuivre  sa  tâche  dans  la  mesure  du  possible  en 
cherchant  à  obtenir  l'adhésion  et  la  collaboration  de  pays  qui  n'a- 
vaient pas  encore  pris  une  part  active  aux  travaux  de  la  Commission. 

II.  —  LES  TRAVAUX  DE  LA  COMMISSION 

1.  Objet  des  travaux  de  la  Commission.  — -  Dans  le  texte  même  de  la 
résolution  du  Congrès  de  Rome,  il  n'est  question  que  de  l'enseigne- 
ment mathémathique  dans  les  écoles  secondaires.  Mais  étant  donné 
que  le  but  de  ces  écoles  et  la  durée  de  leurs  études  sont  très  variables 
d'un  Etat  à  un  autre,  le  Comité  central  a  jugé  utile  de  faire  porter  son 
travail  sur  l'ensemble  du  champ  d'instruction  mathématique  depuis 
la  première  initiation  jusqu'à  l'enseignement  supérieur.  En  outre 
il  ne  s'est  pas  borné  aux  établissements  d'instruction  générale  condui- 
sant à  l'Université,  mais  il  a  également  fait  étudier  l'enseignement 
mathématique  dans  les  écoles  techniques  ou  professionnelles.  Ces  éta- 
blissements ont  en  effet  une  importance  croissante;  il  y  avait  donc 
lieu  d'accorder  une  attention  toute  spéciale  à  l'enseignement  mathé- 
matique qui  s'y  donne. 

Le  Comité  central  a  donc  entrepris  une  étude  d'ensemble  de  l'en- 
seignement mathématique  dans  les  différents  types  d'écoles  et  à  ses 
divers  degrés.  Il  s'agit  d'une  étude  objective  destinée  à  présenter  Vétat 
actuel  et  les  tendances  modernes  de  cet  enseignement.  Comme  on  l'a 
dit  dans  les  Réunions  de  Bruxelles  et  de  Milan,  la  Commission  ne 
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ohorclip  nullement  à  uniformiser  l'enseignement  mathématique,  mais 
avant  tout  à  mettre  en  lumière  les  tendances  modernes.  La  Commis- 
sion ne  peut  et  ne  veut  rien  imposer,  mais  ses  travaux  permettront  aux 
professeurs  de  savoir  ce  qui  se  fait  dans  les  nations  voisines  et  ils 
les  renseigneront  aussi  sur  l'organisation  de  leur  propre  pays.  La  com- 
paraison des  documents  et  l'étude  des  expériences  faites  ailleurs 
C(»ntribueront  à  réaliser  de  nouveaux  progrès  dans  tous  les  domaines 
de  l'enseignement  mathématique. 

Le  j>\an  général  des  travaux  élaboré  par  le  Comité  central  était 
destiné  à  servir  de  guide  aux  délégués  et  aux  membres  des  Sous-com- 
missions nationales,  afin  de  leur  donner  des  indications  sur  les  prin- 
cipaux points  à  prendre  en  considération.  Toutefois,  en  raison  de 
la  diversité  même  de  l'organisation  dans  les  différents  pays,  il  n'était 
pas  possible  d'imposer  un  plan  unique,  s'adaptant  à  la  fois  aux  condi- 
tions des  divers  pays.  La  plus  grande  liberté  a  donc  été  laissée  aux 
rapporteurs. 

Voici  les  titres  des  principaux  objets  signalés  dans  le  Rapport 
préliminaire  : 

Première  Partie:  Etat  actuel  de  l'organisation  et  des  méthodes  de 
l'instruction  mathématique. — ï.  Les  divers  types  d'écoles. — IL  But 
de  l'instruction  mathématique  et  branches  d'enseignement. — II L  Les 
examens. — IV.  Les  méthodes  d'enseignement. — V.  Préparation  des 
candidats  à  l'enseignement. 

Deuxième  Partie:  Les  tendances  modernes  de  lenseignement 
mathématique. —  I.  Les  idées  modernes  concernant  l'organisation 
scolaire. — IL  Les  tendances  modernes  concernant  le  but  de  l'enseigne- 
ment et  les  branches  d'études. — III.  Les  examens. — IV.  Les  méthodes 
d'enseignement. — ^V.  La  préparation  des  candidats  à  l'enseignement. 
—  Remarque  générale. 

2.  Les  publications  des  Sous-commissions  nationales.  —  Dès  1909,  les 
Sous-commissions  nationales  se  mirent  à  l'œuvre  pour  faire  un  exposé 
aussi  complet  que  possible  de  l'organisation  des  études  mathéma- 
tiques et  des  tendances  modernes  suivant  le  plan  suggéré  par  le 
Comité  central.  Grâce  au  concours  dévoué  de  plus  de  trois  cents 
collaborateurs,  la  Commission  se  trouve  en  possession  d'un  ensemble 
de  documents  fort  précieux.  On  en  trouvera  la  liste  détaillée  à  la  fin  de 
ce  rapport.  Nous  la  faisons  suivre  d'une  table  analytique  donnant  le 
classement  des  rapports  par  types  établissements.  Au  nombre  de 
294,  ces  rapports  sont  répartis  sur  près  de  200  fascicules  ou  volumes 
et  forment  un  total  de  plus  de  13500  pages  in  8°.  Il  serait  désirable 
que  la  collection  complète  des  publications  figurât  dans  toutes  les 
grandes  Bibliothèques  accessibles  au  corps  enseignant. 

Pour  un  grand  nombre  de  pays  les  rapports  s'étendent  sur  la  plupart 
des  établissements  d'instruction  publique;  en  voici  la  liste:  Allemagne 
Australie,    Autriche,     Danemark,     Etats-Unis,     France,     Hollande, 
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llungrie,  Iles  britanniques,  Itali»',  Japon,  Russie,  Suède  et  Suisse. 
Dans  d'autres,  on  s'est  borné  à  l'enseignement  moyen  ou  à  quelques 
questions  spéciales.  Enfin,  dans  quelques  pays  la  loi  sur  l'instruction 
publique  ou  les  plans  d'études  devant  être  soumis  à  une  revision, 
la  délégation  a  rencmcé  provisoirement  à  présenter  des  rapports; 
tel  était  notamment  le  cas  pour  la  Norvège  et  le  Portugal. 

Si  l'on  compare  les  publications  des  divers  pays,  on  constatera  des 
différences  assez  notables.  Dans  les  unes  l'on  s'est  borné  à  fournir 
des  renseignements  sur  les  plans  d'études  avec  quelques  indications 
générales  sur  l'organisation  scolaire;  dans  d'autres  on  a  rappelé 
le  développement  historique  et  l'on  est  entré  dans  le  détail  de  questions 
d'ordre  méthodologique.  C'est  ainsi  que  les  publications  de  la  Sous- 
commission  allemande  constituent  à  la  fois  un  tableau  complet 
de  l'enseignement  mathématique  en  Allemagne  et  en  quelque  sorte 
une  encyclopédie  de  la  méthodologie  et  de  la  didactique  mathéma- 
tique dans  ce  pays. 

A  côté  des  rapports  se  rattachant  directement  au  plan  général 
des  travaux  il  en  est  un  certain  nombre  qui  présentent  un  caractère 
spécial  qu'il  y  a  lieu  de  signaler  ici: 

a)  Mentionnons  tout  d'abord  les  monographies  consacrées  plus 
particulièrement  à  certaines  branches  mathématiques  de  l'enseigne- 
ment élémentaire  ou  secondaire,  ainsi  que  celles  qui  traitent  des 
mathématiques  dans  leurs  rapports  avec  la  physique,  la  mécanique^ 
ou  encore  avec  la  philosophie,  la  psychologie.  Signalons  aussi  l'étude 
sur  les  aperçus  historiques  des  mathématiques  dans  l'enseignement 
secondaire.  (Voir  la  Table  analytique  des  rapports). 

b)  La  Sous-commission  allemande  s'était  proposé  d'examiner 
l'enseignement  mathématique  dans  les  principaux  pays  en  prenant 
comme  point  de  comparaison  les  plans  d'études,  les  manuels  et  les 
méthodes  en  usage  dans  les  établissements  allemands.  Ces  rapports 
devaient  être  basés  non  seulement  sur  les  documents  réunis  par  les 
Sous-commissions  nationales,  mais  encore,  autant  que  possible,  sur 
des  voyages  d'études.  C'est  ce  qui  a  été  fait  pour  le  Danemark  ((rap-- 
port  de  M.  Rohrberg  [62]  et  pour  l'Angleterre  (rapport  de  M. 
WOLFF  1^63  j). 

c)  De  son  côté,  la  Sous-commission  des  Etats-Unis  a  entrepris 
une  deuxième  série  de  rapports  destinés  à  grouper,  pour  une  même 
catégorie  d'établissements,  les  renseignements  fournis  par  les  diffé- 
rentes Sous-commissions  nationales.  C'est  dans  cet  esprit  qu'ont 
été  rédigés  les  quatre  rapports  suivants  s'étendant  sur  les  pays  re- 
présentés dans  la  Commission: 

I.  Les  matières  inscrites  dans  les  programmes  mathématiques  des 
divers  pays  pour  renseignement  élémentaire  et  moyen,  pour  les  élèves 
c?e  6  à  18  ans  par  M.  Brown  [122]. 

II.  Les  mathématiques  dans  renseignement  commercial  et  industriel 
moyen  par  M.  E.  H.  Tayl.or  '1231. 
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IIÎ.  Les  mathématiques  dans  les  écoles  normales  })riinaires  ou  établis- 
sements similaires  par  M.  I.  L.  Kandel  [124]. 

IV.  La  préparation  des  professeurs  de  renseignement  secondaire, 
par  M.  R.  C.  Archibald  [125|. 

3.  Les  quatre  Conférences  internationales  ;  leurs  travaux.  —  Les  tra- 
vaux de  la  Commission  ne  se  bornent  pas  à  la  publication  des  rap- 
ports. Dans  ses  Conférences  internationales,  au  nombre  de  quatre, 
et  qui  furent  en  réalité  de  véritables  congrès  de  l'enseignement 
mathématique,  elle  mit  en  discussion  un  certain  nombre  de  questions 
d'intérêt  général.  Fixés  d'avance  par  des  questionnaires  adressés 
en  temps  utile  à  toutes  les  délégations  et  étudiés  préalablement  par 
des  Sous-commissions,  les  sujets  furent  introduits  par  des  rapporteurs 
désignés  par  le  Comité  central.  Ils  donnèrent  lieu  à  des  conférences 
fort  remarquables  suivies  de  discussions  d'un  grand  intérêt,  grâce 
à  la  présence  de  savants  éminents  de  tous  les  pays.  On  en  trouvera  le 
compte  rendu  détaillé  dans  les  publications  du  Comité  central.  Nous 
nous  bornons  à  rappeler  ici  les  principaux  objets  mis  à  l'ordre  du  jour. 

Réunion  de  Bruxelles,  août  1910  [4|. — Le  Comité  central  a  saisi 
l'occasion  de  l'Exposition  universelle  de  Bruxelles  pour  organiser 
une  réunion  de  la  Commission,  à  laquelle  elle  avait  tout  particuliè- 
rement invité  les  délégués  des  pays  voisins.  Son  appel  a  rencontré 
le  meilleur  accueil  auprès  de  la  plupart  des  délégations.  Onze  pays 
se  trouvaient  représentés  par  plus  de  trente  membres  des  Sous-com- 
missions nationales.  Nous  nous  bornons  à  rappeler  ici  la  brillante 
conférence  M.  C.  Bourlet  (Paris)  sur  la  pénétration  réciproque  des 
mathématiques  pures  et  des  mathématiques  appliquées  dans  renseigne- 
ment secondaire.  Elle  a  été  reproduite  in  extenso  dans  le  Compte 
rendu  détaillé  qui  comprend  en  outre  un  résumé  des  conférences 
organisées  à  l'exposition  du  11-16  août  1910. 

Réunion  de  Milan,  septembre  1911  [6\. —  La  Commission  a  tenu 
une  réunion  plénière  à  Milan,  en  septembre  1911.  En  dehors  des  séan- 
ces du  Comité  central  et  des  Commissions  spéciales,  la  réunion  qui, 
en  réalité,  avait  pris  l'ampleur  d'un  véritable  congrès  international 
de  l'enseignement  mathématique,  comprenait  quatre  séances,  dont 
la  première  était  consacrée  à  la  présentation  des  rapports  des  Sous- 
commissions  nationales.  Pour  les  deux  séances  suivantes,  le  Comité 
central  a  estimé  qu'il  était  utile  de  concentrer  le  débat  sur  deux  ques- 
tions importantes  concernant  l'une  l'enseignement  moyen,  l'autre 
l'enseignement  supérieur.  Les  questions  mises  à  l'ordre  du  jour  à 
Milan  étaient  les  suivantes: 

A.  —  I.  La  rigueur  dans  l'enseignement  mathématique  des  écoles 
moyennes:  Dans  quelle  mesure  peut-on  tenir  compte,  dans  les  écoles 
moyennes  (lycées,  collèges,  gymnases,  écoles  réaies,  etc.),    de  Vexposé 
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systématique  des  iiiathématiqnes  ?  II.  La  question  de  la  fusion  des  diffé- 
rentes branches  mathématiques  dans  renseignement  moyen.  —  Rappor- 
teurs MM.  CA.STELNUOVO,  BiocHE. — Discussion. 

B.  —  L'enseignement  mathématique  théorique  et  pratique  destiné  aux 
étudiants  en  sciences  physiques  et  naturelles.  — ■  Rapporteur:  M.  Timer- 
DiNG  (Braunschweig).  —  Discussion. 

Mentionnons  également  la  séance  générale  publique  avec  les  belles 
conférences  de  M.  le  sénateur  Colombo  (Milan),  Sur  renseignement 
mathématique  à  VEcole  d'ingénieurs,  et  de  M.  le  Prof.  F.  Enriques,  in- 
titulée Mathématiques  et  Théorie  de  la  connaissance. 

A  la  suite  de  l'extension  considérable  que  prirent  ses  travaux,  la 
Commission  ne  vit  pas  la  possibilité  de  présenter  à  Cambridge  une 
étude  comparée  des  différents  rapports  nationaux.  Pour  plusieurs 
pays  les  rapports  n'étaient  du  reste  pas  encore  terminés.  La  Commis- 
sion estima  nécessaire  de  soumettre  au  V™®  Congrès  une  proposition 
tendant  à  renouveler  son  mandat  jusqu'au  congrès  suivant. 

Réunion  de  Cambridge,  août  1912  [7|.  — Trois  séances  furent 
organisées  à  l'occasion  du  V^^  Congrès  international  des  mathéma- 
ticiens: 

l'"6  séance:  Discours  d'ouverture.  Par  MM.  C.  Godfrey  et  D.  E. 
Smith.  — La  Commission  internationale  de  1908  à  1912,  par  H.  Fehr. 
—  Présentation  des  publications  et  rapports  des  délégués. 

2^^  séance:  The  mathematical  Training  of  the  Physicist  in  the  Uni- 
versity  (La  préparation  mathématique  des  physiciens).  Rapporteur: 
M.  C.  RuNGE  (Gœttingue).  — Discussion  :  MM.  P.  St.î:ckel,  C.  Bour- 
LET,  F.  Enriques,  Sir  G.  Greenhill,  A.-E.  Webster,  E.  Borel, 
Sir  J.  Larmor,  C.  Bioche,  A.-E.-H.  Love,  E.-W.  Hobson,  G.-A. 
GiBSON,  Sir  J.-J.  Thomson,  C.  Runge,  F.-W.  Lanchester. 

3™®  séance:  Intuition  and  Experiment  in  Mathematical  Teaching 
in  the  Secondary  Schools  (L'intuition  et  l'expérience  dans  l'enseigne- 
ment mathématique  des  écoles  moyennes).  Rapporteur:  M.  D.-E 
Smith.  — Discussion:  MM.  C.-A.  Laisant,  A.  Thaer,  E.  Dintzl, 
A.-W.  Siddons,  c.  Bioche,  W.  Lietzmann,  W.  v.  Dyck,  G.-E.  Car- 
son  et  C.   GOLDZIHER. 

Remarque  sur  une  bibliographie  de  l'enseignement  mathématique, 
par  M.  C.  GoLDZiHER  (Budapest). 

Dans  sa  séance  génércde  du  27  août  1912,1e  V™®  Congrès  internatio- 
nal des  Mathématiciens  adopta,  à  l'unanimité,  la  résolution  suivante, 
tendant  à  prolonger  de  4  ans  le  mandat  de  la  Commission  internatio- 
nale de  l'Enseignement  mathématique,  instituée  par  le  précédent 
Congrès  (Rome  1908): 

«  Le  cinquième  Congrès  international  des  Mathématiciens  adresse  ses 
remerciements  aux  gouvernements,  aux  institutions  et  aux  personnes  qui 
ont  accordé  leur  aide  à  la  Comtnission  internationale  de  V Enseignement 
mathématique  ; 
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(^^  Décide  de  prolonger  les  pouvoirs  du  Comité  central  composé  de 
MM.  F.  Klein  ( Gœttingue) ,  Sir  G.  Greenhill  (Londres)  et  H.  Fehr 
(Genève)  et,  suivant  la  requête  gui  lui  est  adressée,  d^ adjoindre  à  ce 
Comité  M.  David-Eugène  Smith  (New- York)  ; 

«  Prie  les  délégués  de  bien  vouloir  continuer  leurs  offices  en  s''assura?it 
la  coopération  de  leurs  gouvernements  respectifs  et  en  poursuivant  leurs 
travaux  ; 

«  Et  invite  la  Commission  à  présenter  un  rapport  ultérieur  au  6^^ 
Congres  international  et  à  organiser  dans  F  intervalle  telles  réunions  que 
les  circonstances  lui  dicteront.  » 

Cette  résolution  était  motivée  par  le  fait  que,  dans  plusieurs  pays, 
les  rapports  des  Sous-commissions  nationales  étaient  encore  en  cours 
de  publication  et  qu'il  y  avait  lieu  de  faire  ensuite  une  série  d'études 
comparées  sur  des  questions  d'une  importance  fondamentale, notam- 
ment les  deux  suivantes:  Les  matliématiqucs  dans  l'enseignement 
technique  supérieur  et  la  préparation  théorique  et  pratique  des  profes- 
seurs de  mathématiques. 

Le  Congrès  de  Paris,  avril  1914  [9).  — La  Conférence  internatio- 
nale de  l'enseignement  mathématique,  qui  s'est  tenue  à  la  Sorbonne 
du  I^^"  au  4  avril  1914,  avait  attiré  sur  elle  non  seulement  l'attention 
du  monde  savant,  mais  encore  de  tous  ceux  qui  se  préoccupent  de  la 
façon  dont  les  mathématiques  sont  enseignées  dans  les  diverses 
nations.  Plus  de  160  participants  représentant  17  pays  prirent  part 
aux  séances.  Ce  fut  la  dernière  réunion,  mais  aussi  la  plus  brillante, 
grâce  à  l'intérêt  et  à  l'importance  des  conférences  et  des  travaux. 
Voici  les  principaux  objets  mis  à  l'ordre  du  jour  du  congrès: 

SéanG&  générale  d^ouverture,  présidée  par  M.  Gaston  Darboux, 
Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  représentant  le 
Ministre  de  l'Instruction  publique. 

Allocution  de  bienvenue  de  M.  le  Prof.  P.  Appell,  membre  de  l'Ins- 
titut, doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  président  d'honneur  de  la 
Sous-commission  française.  —  Discours  de  M.  le  Prof.  G.  Castel- 
Nuovo,  membre  du  Comité  central,  au  nom  de  M.  le  Prof.  F.  Klein, 
président  de  la  Commission,  empêché  pour  raison  de  santé.  — 
Présentation  des  publications,  par  le  Secrétaire  général.  —  Allocu- 
tion du  représentant  du  Ministre  de  l'Instruction  publique. 

Conférence  de  M.  le  Prof.  Emile  Borel  :  V adaptation  de  V enseignement 
secondaire  aux  progrès  de  la  Science. 

Conférence  de  M.  le  Prof.  d'OcAGNE:  le  rôle  des  mathématiques  dans 
les  sciences  de  V ingénieur. 

Séance  de  travail.  —  Question  A:  Introduction  des  premières  notions 
du  Calcul  des  dérivées  et  des  fonctions  primitives  dans  renseignement 
secondaire.  —  Rapport  général  de  M.  Beke  (Budapest),  sur  les  ré- 
ponses reçues  relativement  à  la  question  A.  —  Rapport  spécial  de 
M.  Ch.  BiocHE,  sur  l'organisation  de  l'enseignement  du  Calcul  des 
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dérivées  et  dos  fonctions  primitives  dans  les  lycées  de  France,  et  sur 
les  résultats  obtenus.  —  Indications  complémentaires  fournies  par  les 
délégués.  —  Discussion:  MM.  Buhl  (Toulouse),  Padoa(  Gênes), 
Hadamard  (Paris),  Castelnuovo  (Rome),  PossÉ  (St.  Pétersbourg), 
A.  Thaer  (Hambourg),  A.  Levy  (Paris),  Th.  Rousseau  (Dijon), 
BiocHE  (Paris),  Fontené  (Paris),  Darboux  (Paris),  Enriques 
(Bologne),    Rival  (Grenoble),  Beke  (Budapest). 

Question  B:  De  la  place  et  du  rôle  des  mathématiques  dans  renseigne- 
ment technique  supérieur.  —  Rapport  général  de  M.  Paul  St^ckel 
(Heidelberg),  sur  les  réponses  reçues  relativement  à  la  question  B.  — 
Indications  complémentaires  fournies  par  les  délégués.  —  Discussion: 
MM.  Fano  (Turin),  D'Ocagne  (Paris),  Le  Chatelier  (Paris),  Czuber 
(Vienne),  PossÉ  (St.  Pétersbourg),  Vogt  (Nancy),  Kœmigs  (Paris), 
Marbec  (Paris),  de  Demeczky  (Budapest),  Grossmann  (Zurich), 
Franel  (Zurich),  Fehr  (Genève),  Von  Dyck  (Munich),  Tripier 
(Paris),  Hadamard  (Paris),  Exriques  (Bologne),  Lefevre  (Bruxelles), 
Padoa  (Gênes),  Castelnuovo  (Rome),  Bioche  (Paris),  Buhl  (Tou- 
louse), LoRiA  (Gênes),  Andrade  (Besançon),  St.ïckel  (Heidelberg). — 
Rappelons  que  la  discussion  s'est  poursuivie  à  la  Société  des  ingénieurs 
civils  de  France. 

Dans  une  séance  spécialement  réservée  aux  délégués,  la  Commission 
procéda  à  un  échange  de  vues  sur  les  travaux  futurs  de  la  Commission. 

4.  — ■  Travaux  projetés.  —  Dans  sa  réunion  de  Paris  la  Commission 
Internationale  avait  décidé  d'entreprendre  une  étude  d'ensemble  sur 
la  préparation  théorique  et  pratique  des  professeurs  de  mathématiques 
de  renseignement  secondaire  dans  les  divers  pays.  Sur  la  demande  du 
Comité  central,  M.  G.  Loria  (Gênes)  avait  accepté  de  rédiger  le  rap- 
port général  sur  cette  enquête  qui  devait  constituer  en  quelque  sorte 
le  couronnement  des  travaux  de  la  Commission. 

Dès  le  lendemain  de  la  réunion  de  Paris,  le  Comité  central  procéda 
aux  travaux  préparatoires  en  vue  d'une  Conférence  internationale 
qui  devait  avoir  lieu  à  Munich  en  1915.  Le  programme  détaillé  des 
séances  ainsi  que  le  questionnaire  de  l'enquête  venaient  d'être  éla- 
borés dans  une  réunion,  tenue  à  Gœttingue  dans  la  seconde  quinzaine 
de  juillet  1914,  et  à  laquelle  prirent  part  MM.  Klein,  Loria  et 
Fehr,  lorsque  éclata  la  guerre  mondiale. 

Le  questionnaire  fut  publié  en  1915  [lOj  dans  les  quatre  langues, 
mais  il  eût  été  impossible  de  réunir  les  réponses  en  vue  de  l'élabora- 
tion d'un  rapport  général  sur  cette  importante  question.  Plusieurs 
Sous-commissions  se  mirent  cependant  immédiatement  au  travail  et 
publièrent  une  étude  d'après  le  plan  établi  par  le  Comité  central.  C'est 
ainsi  qu'on  trouvera  dans  la  liste  des  publications  les  rapports  concer- 
nant la  préparation  des  professeurs  de  mathématiques  en  Allemagne 
[60J,  en  Belgique\^^]  et  aux  Etats-Unis\ i2Q\.  D'autres  rapports  sont 
en  préparation  et  il  faut  espérer  qu'ils  pourront  être  publiés  d'une 
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façon    indépendante    dans    V Enseignement    Mathématique    ou    dans 
d'autres  périodiques. 

Le  plan  général  des  travaux  élaboré  en  1908  avait  d'ailleurs  déjà 
attiré  l'attention  des  Sous-commissions  sur  la  question  de  la  prépa- 
ration des  candidats  à  l'enseignement.  La  plupart  des  rapports 
contiennent  en  effet  des  renseignements  sur  cet  objet.  C'est  ce  qui  a 
permis  à  la  Sous-commission  des  Etats-Unis  de  consacrer  deux  études 
à  la  préparation  des  maîtres  de  mathématiques.  Dans  l'un  des  fasci- 
cules M.  Kandel  expose  la  formation  des  maîtres  de  l'enseignement 
élémentaire  [124],  dans  l'autre  j\L  Archibald  examine  la  question  au 
point  de  vue  de  V  enseignement  secondaire  [125]. 

5.  Questions  proposées.  —  Extrait  d'une  lettre  de  M.  Dav.-Eug. 
Smith,  (avril  1920).  —  «  L'instabilité  actuelle  qui  règne  dans  le 
monde  entier  rendrait  désirable,  quoique  peut-être  impossible,  de 
continuer  l'étude  commencée  par  la  Commission  en  1908.  Dans  tous 
les  pays  et  dans  tous  les  domaines  de  l'éducation  un  nouvel  idéal  a 
surgi  et  il  est  nécessaire  que  chaque  pays  tienne  compte  de  ces  nou- 
veaux besoins  et  profite  des  expériences  des  autres.  Les  écoles  ne  sont 
plus  ce  qu'elles  étaient  il  y  a  douze  ans  quand  la  Commission  a  com- 
mencé ses  travaux,  les  événements  récents  ont  élargi  le  cercle  et 
modifié  sur  bien  des  points  la  nature  des  applications  des  mathéma- 
tiques. Il  serait  utile  à  tous  ceux  qui  sont  dans  l'enseignement  que 
la  nature  de  ces  applications  soit  mieux  connue  et  que  l'organisation 
des  nouvelles  écoles  et  la  tendance  des  plans  d'études  soient  portées 
à  leur  connaissance. 

«  Cependant  les  conditions  des  temps  présents  ne  sont  pas  favorables 
à  ce  genre  d'investigation  internationale,  aussi  il  semble  préférable 
de  clôturer  l'œuvre  de  la  Commission.  Il  faut  espérer  que  d'ici  à 
quelques  années  les  travaux  pourront  être  entrepris  à  nouveau  en 
vue  d'obtenir  des  réponses  internationales  à  des  questions  telles  que 
les  suivantes: 

I.  Dans  les  cours  conduisant  à  une  instruction  générale  quelle  est 
la  nature  exacte  du  programme  mathématique  exigé,  sous  les  nouvelles 
conditions,  pour  chaque  année  scolaire  ?  Quelles  sont  les  parties  facul- 
tatives des  mathématiques  dans  chacun  de  ces  cours  ? 

II.  Quelles  modifications  les  changements  mondiaux  récents  ont-ils 
apportées  à  renseignement  général  des  mathématiques  ? 

III.  Quel  est  F  état  actuel  des  mathématiques  dans  les  divers  types 
d'écoles   industrielles  ? 

IV.  L'attitude  des  autorités  scolaires  est-elle  favorable  à  un  travail 
approfondi  et  progressif  en  mathématiques  ?  Si  non  quelle  en  est  la 
cause  et  quel  en  est  le  remède  ? 

V.  Est-ce  qu'il  s'est  peu  à  peu  accumulé  dans  renseignement  un 
ensemble  de  sujets  mathématiques  qui  n'ont  pas  de  valeur  spéciale 
pour  le  public  cultivé  et  qui  pourraient  avec  avantage  être  remplacés 
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par  des  sujets  mathématiques  plus  modernes  ?  Si  oui,  quels  en  sont  la 
nature  et  comment  pourrait-on  les  remplacer  par  quelque  sujet  mathé- 
matique moderne  plus  important  ? 

«  De  telles  questions  se  posent  constamment  dans  la  plupart  des 
pays  et  il  faut  espérer  qu'elles  pourront  être  étudiées  dans  un  avenir 
prochain  par  une  Commission  avec  mandat  d'un  Congrès  Interna- 
tional de  Mathématiciens  \  Il  ne  faut  jamais  ouidier  que  les  mathé- 
maticiens se  recrutent  au  sortir  des  écoles,  il  est  donc  de  la  plus  haute 
importance  pour  le  savant  mathématicien  que  les  écoles  se  main- 
tiennent à  un  niveau  élevé.  Il  s'ensuit  que  des  recherches  telles  que 
celles  qui  sont  indiquées  ici  doivent  être  encouragées  par  les  milieux 
scientifiques.  » 

III.  —  DISSOLUTION  DE  LA  COMMISSION 


D'après  la  résolution  adoptée  par  le  5™^  Congrès  International  des 
mathématiciens  (Cambridge  août  1912),  le  mandat  de  la  Commission 
avait  été  prolongé  de  quatre  ans  pour  prendre  fin  au  6™®  Congrès 
international  qui  devait  avoir  lieu  à  Stockholm.  En  raison  de  la  guerre 
mondiale  et  des  conditions  nouvelles  imposées  aux  relations  scienti- 
fiques internationales,  il  ne  saurait  être  question  d'organiser  un 
congrès  groupant  tous  les  pays  qui  ont  participé  à  la  création  de  la 
Commission.  On  sait  en  effet  qu'à  la  suite  de  la  déclaration  de  prin- 
cipe et  des  résolutions  relatives  aux  organisations  scientifiques  inter- 
nationales votées  par  la  Conférence  interalliée  des  Académies  scien- 
tifiques (Londres  et  Paris,  octobre  et  novembre  1918;  Bruxelles, 
juillet  1919),  la  collaboration  scientifique  internationale  a  été  établie 
sur  des  bases  nouvelles.  II  a  été  créé  un  Conseil  international  de  re- 
cherches auquel  se  rattacheront  une  série  d'unions  internationales 
comprenant  entre  autres  une  Union  internationale  mathématique, 
limitée  pour  le  moment  aux  pays  de  l'Entente  et  à  un  certain  nombre 
de  pays  neutres.  Les  conditions  nouvelles  qui  se  trouvent  ainsi  impo- 
sées aux  relations  scientifiques  internationales  d'un  caractère  offi- 
ciel, obligent  les  associations  ou  commissions  internationales  créées 
avant  la  guerre  à  procéder  tour  à  tour  à  leur  dissolution  ou  à  leur 
réorganisation. 

Consultés  individuellement  par  le  Secrétaire-Général,  les  membres 
du  Comité  central  ont  reconnu  que,  dans  la  situation  actuelle,  la 
dissolution  de  la  Commission  est  devenue  inévitable.  A  leur  tour, 
les  délégués  ont  approuvé  les  dispositions  proposées  en  vue  de  la 
liquidation. 

Après  la  publication  du  rapport  sommaire  et  de  la  liste  des  travaux. 


'  En  attendant  Y  Enseignement  inathèmatiqne  accueillera  très  volontiers   des   études    por- 
tant sur  les  questions  soulevées  par  M.  D.  E.  Smith.  —  H.  F. 
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le  secrétaire-général  rédigera  un  rapport  financier  qui  sera  adressé 
à  tous  Tes  membres  de  la  Commission. 

Au  cas  où  certaines  Sous-commissions  nationales  désireraient 
entreprendre  de  nouveaux  travaux  et  poursuivre  leur  action  en  vue 
de  répandre  l'enseignement  des  mathématiques  dans  leur  pays,  elles 
auront  la  faculté  de  subsister  sous  leur  forme  actuelle.  Elles  voudront 
bien  adresser  leur  rapport  aux  membres  de  l'ancienne  Commission 
ou  s'entendre  en  vue  de  leur  publication  avec  la  rédaction  de  V Ensei- 
gnement tnathématique  qui  remplissait  jusqu'à  ce  jour  le  rôle  d'organe 
officiel  de  la  Commission. 


Si  nous  devons  renoncer  à  fournir  encore  une  étude  d'ensemble 
de  la  préparation  théorique  et  pratique  des  professeurs  de  mathé- 
matiques, nous  avons  du  moins  la  satisfaction  de  constater  que  la 
plus  grande  partie  des  travaux  projetés  il  y  a  douze  ans  ont  pu  être 
accomplis.  Des  documents  fort  précieux  ont  pu  être  réunis,  et,  dans 
chaque  pays,  nos  travaux  laissent  des  traces  profondes  et  durables. 
Les  membres  de  la  Commission  et  des  Sous-commissions  nationales 
s'efforceront  à  toujours  faire  mieux  connaître  ces  études  si  riches  et 
si  complètes  rédigées  par  les  représentants  les  plus  distingués  de 
l'enseignement  mathématique  à  tous  les  degrés. 

C'est  au  corps  enseignant  et  aux  autorités  scolaires  qu'incombe 
maintenant  Ir-  devoir  d'en  tirer  parti  en  vue  de  réaliser  de  nou- 
veaux progrès  dans  l'enseignement  scientifique. 


Le  Comité  central  se  fait  un  devoir  de  remercier  ici  tous  ceux  qui  lui 
ont  facilité  V accomplissement  de  sa  tâche,  en  particulier  les  Gouverne- 
ments, les  autorités  scolaires  les  institutiofis  et  les  Sociétés  scientifiques 
qui  ont  subventionné  ou  encouragé  la  publication  des  travaux  de  la 
Commission  et  des  Sous-commissions  nationales.  Il  tient  à  exprimer 
tout  particulièrement  sa  reconnaissance  à  tous  ceux  qui  ont  collaboré 
avec  tant  de  dévouement  et  de  désintéressement  aux  nombreuses  publi- 
cations de  la  Commission.  Nous  devons  encore  un  témoignage  spécial 
de  gratitude  aux  imprimeurs  et  éditeurs  qui  nous  ont  apporté  leur  pré- 
cieux concours. 

QuHl  me  soit  permis,  en  terminant,  d'adresser  encore  un  merci  col- 
lectif et  chaleureux  aux  membres  de  la  Cornmission  et  des  Sous-commis- 
sions et  à  tous  ceux  qui  m''ont  aidé  à  remplir  la  tâche  et  les  nombreuses 
besognes  incombant  au  secrétaire- général. 

Avril  1921.  H.  Fehr. 


Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 
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Publications  du   Comité  centrai.,  rédigées  par  H.  Fehk,  Secrétaire-général 
de  la  Commission.  —  l'e  série  :  1908  à  1911.  1  vol.  de  200  p.;  5  fv. 
suisses.    —   2«  série  :  1912  à  1920,  1  vol.  de  361    p.  ;  10  iV.   suisse; 
Georg  &  Ci^,  Genève. 
J-e  série  (1908-1911) : 

1.  1.  Rapport  préliminaire   sur   l'organisation   de  la  Cunimissiou  et  le  plan 

général    de    ses   travaux  [Eus.    math.,    Tome   X,    u°  de   nov.    1908). 

2.  2.    Circulaire   W   1  :    Constitution  de  la   Commission.   —    Sous-commis- 

sions nationales  {E.  M.,  T.  XI,  n°  de  mai  1909).  [12  p.] 

3.  3.   Circulaire  n°  2  :  Nouveau.x  membres.  —  Sous-commissions  nationales. 

—  Etat  des  travaux  au  commencement  de  1910  \E.  M..  Tome  XII, 
mars  1910).  [16  p.] 

4.  4.    Circulaire  n"  j*  .■   Réunion  de  Bru.xelles.  Compte  rendu  des   séances   de 

la  Commission  et  des  coulerences  sur  renseignement  scientilique  et 
sur  renseignement  technique  moyens  faites  à  Bru.xelles  du  JO  au 
16  août.  Conférence  de  M.  C.  Bourlet  sur  la  pénétration  réciproque 
des  mathématiques  pures  et  des  mathématiques  appliquées  dans 
renseignement  secondaire  {E.  M.,  Tome  XII,  no  de  sept.  1910). 
[63  p.| 

5.  5.    Circulaire  n°  4  .•  Etat  des  travaux  au  l*""  mars  1911  \E.  M..  Tome  XIII, 

mars   1911).   [16  p.] 

6.  6.    Circulaire   n"   5  :    Compte   rendu   du   Congrès   tenu    à   Milan  du    18-21 

septembre  1911  {E.  M..  Tome  XIII,  n»  de  nov.   1911).   [75  p.] 


Afin  de  faciliter  le  classement  des  trav.iux  et  rétablissement  d'une  liste  alphabétique  des 
auteurs,  les  rapports  ont  été  numérotés  en  suivant  de  1  à  29'i,  chiffres  ^ras. 
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Rapport  de  la  Sous-commission  A  :  1.  la  question  de  la  rigueur 
dans  l'enseignement  moyen  ;  2.  la  fusion  des  différentes  branches 
niatliématiques.  Rapporteurs  :  MM.  Castelmoyo  et  Bioche.  — 
Annexe:  Note  de  M.  Young  (Ciiicago). 

Rapport  de  la  Sous-commission  B  :  L'enseignement  mathématique 
destiné  aux  étudiants  en  sciences  physiques,  en  sciences  natu- 
relles,  etc.    Rapporteur:  M.  Timkuding. 

Suir  insegnamento  malematico  nelle  scuolc  per  gli  ingcgneri.  Par 
le  Prof.  Colombo. 

Mathématiques  et  Théorie  de  la  connaissance.   Par  le  Prof.  V .  En- 

RIQriiS. 

?e  série  (1912-1920)  : 
7.   1.    Compte  rendu  du  Congrès  de  Cambridge,  21-27  août  1912,  publié  par 
H.  Fhhr  [E.  m..  Tome   XIV,    n»  de  nov.  1912).  |97  p.;    2  fr.  50]  : 

Discours  d'ouverture.  Par  C.  Godkkey  et  D.-E.  Smith. 

La  Commission  internationale  de  1908  à  1912.  Par  H.  Fehr. 

Annexe  :  Liste  des  publications  du  Comité  central  et  des  Sous- 
commissions  nationales.  Rapports  des  délégués. 

The  matheniatical  Training  of  the  Physicist  in  ihe  University.  Rap- 
port présenté  par  C.  Runge  (Gœtlingue).  —  Discussion. 

Intuition  and  Experiment  in  Mathematical  Teaching  in  the  Secon- 
dary  Schools.  Rapport  présenté  par  D.  E.  Smith  (New-York).  — 
Discussion. 

Remarque  sur  une  bibliographie  de  l'Enseignement  mathématique, 
par  C.  GoLDZiEHER  (Budapest^ 

Prolongation  du  mandat  de  la  Commission.  Les  travaux  pendant  la 
prochaine  période. 

8.  2.    Conférence   internationale   de    l'enseignement    mathématique.    Paris, 

avriri914.  Travaux  préparatoires.  (F.  Klein  et  H.  Fehr.)  {E.  M., 
Tome  XVI,  nos  (]o  janvier  et  de  mars  1914).  [24  p.  ;  1  fr.]  : 
Questionnaire  A  :  Sur  l'introduction  des  premiers  éléments  de 
Calcul  différentiel  et  intégral  dans  les  écoles  moyennes.  —  Ques- 
tionnaire B  :  La  formation  mathématique  des  ingénieurs.  —  (Les 
questionnaires  A  et  B  ont  été  rédigés  dans   les    quatre    langues.) 

9.  3.    Compte  rendu  de  la  Conférence  internationale  de  l'enseignement  ma- 

thématique. Paris,  1-4  avril  1914,  par  H.  Fehr.  {E.  M.,  Tome  XVI, 
nos  de  mai-juillet-sept.)  [172  p.,  Fr.  5.] 

Compte  rendu  sommaire.  —  Séance  des  délégués. 

La  Commission  internationale  pendant  la  période  août  1912  à  avril 
1914,  par  H.  Fehr.  —  Discours  :  Allocution  de  bienvenue  de  M. 
P.  Appell.  —  Discours  de  M.  G.  Castelnuovo.  —  Présentation 
de  publications  de  la  Commission  par  le  Secrétaire-général.  — 
Discours  de  M.  G.  Darboux. 

L'adaptation  de  l'enseignement  secondaire  aux  progrès  de  la  science, 
conférence  de  M.    Emile  Borel. 

Le  rôle  des  mathématiques  dans  les  sciences  de  l'ingénieur,  confé- 
rence de  M.  Maurice  d'OcACNE. 

Les  résultats  obtenus  dans  l'introduction  du  calcul  différentiel  et 
intégral  dans  les  classes  supérieures  des  établissements  secon- 
daires. Rapport  général  par  E.  Beke.  —  Rapport  spécial  de  M. 
Ch.  Bioche.    L'organisation  de  l'enseignement  du  Calcul  des  dé- 
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rivées  et  des-  fonctions    primitives   dans   les    lycées  de    France   et 
sur  les  résultats  obtenus.  —  Discussion. 
I^a   préparation    mathématique    des    ingénieurs    dans   les    différents 
pajs.  Rapport  général  par  M.  P.  St-eckei..  —  Discussion. 

10.  't.    r.a  préparation  théorique  et  pratique   des    professeurs    de   mathéma- 

tiques de  l'enseignement  secondaire  dans  les  divers  pays.  —  Tra- 
vaux préparatoires. 
Questionnaire.  Te.xte  français,  allemand,  anglais,  italien,  publié   au 
nom  du  Comité  central  par  H.   Feuk,  Secrétaiie-général.    [E.  M., 
Tome  XVII,  n^s  de  janvier  et  de  mars  1915).  [24  p.  ;  1  fr.] 

11.  5.   Clôture    des    travaux    de    la    Commission.    Rapport    sommaire    par 

H.  Fehr,  Secrétaire-général.  Liste  complète  des  travaux  publiés 
par  le  Comité  central  et  les  Sous-commissions  nationales.  Tables. 
[E.  M.,  Tome  XXI,  1920,  no^  5-6)  [40  p.:  2  fr.]. 


SOUS-COMMISSIONS  NATIONALES 
ALLEMAGNE 

Les  travaux  de  la  Sons-commission  allemande  comprennent  dix  volumes 
gr.  in-So  ibrochés  M.  133. — ,  reliés  M.  153.  — .  B  G.  Teubuer,  l-eipzigi  et 
constituent  en  quelque  sorte  une  encyclopédie  de  l'enseignement  mathéma- 
lique  en  Allemagne.  Ils  ont  été  répartis  en  deux  séries  :  A.  Abkandluiigen  ; 
B.  Berichte  u.  Mitleilungen. 

A.  Ahhandluugen  liber  den  malliematischen  Unterrichl  in  Deutscliland,  ver- 
anlasst  durch  die  Internationale  Mathemalische  Unlerriclil.skommission. 
Hrsg.  von  F.  Klein-.  5  Bande.  bzv\-.  9  Teilbande,  in  einzoln  k;iuflichen 
Heften.  gr.  8.  1909-1916.  Geh.  M.  113.—.  geb.  M.  131.  —  . 

I.  Band.  Die  hôheren  Schulen  in  Xorddeulschland.  (Hefl   l-5i    1913.   Geh. 
M.  16.  —  ,  geb.  M.   18.  —  . 

12.  1.    LiETZ.viANN,   VV.,    Stoff    und    Méthode    im    mathematischen    Unterricht 

der  norddeutschen  hôheren  Schulen.  Mit  einem  Einfûhrungswort 
zu  Band  I  von  F.  Klein.  (XII  u.  102  Si  1909.  M.  2.—. 

13.  2.    LiETZ.MA.NN,  \\'.,    T)ie    Organisation    des    mathematischen    Unlerrichts 

an  den  hôheren  Kuabenschuleu  iu  Preussen.  Mil  18  Fig.  (YIII  u. 
204  S.)  1910.  M.  5  — . 

14.  3.    LoKEY,  W..  Staatsprùfung  und  praklische  Ausbildung  dei-  Mathema- 

tiker  an  den  hôheren  Schulen  in  Pi-eusseu  und  in  einigen  nord- 
deutschen Staaten.  (VI  u.  118  S.)  1911.  M.  3.20. 

15.  4.   Thaer,  A.,  Gelther,  N.,  Bôttger.  A.,  Der  matliematische  Unterricht 

an  den  Gymnasien  und  Realanstalten  der  Hansesladte,  .Mecklen- 
burgs  und  Oldenburgs.  (VI  u.  93  S.)  1911.  M.  2.  —  . 

16.  5.    ScHKÔDER,    J.,     Die     ueuzeilliche    Eulvsickiung    des    mathematischen 

Unterrichts  an  den  hôheren  Madchenschulen  Deutschlands,  insbes. 
Norddeutsciilands.  Mil  Schlusswort  zu  Band  I  von  F.  Klein.  iXII 
u.  183  S.)  1913.  M.  6.—. 
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II.  Band.  Die  hôheren  Schulen  in  Sud-  und  Mitteldeiilschland.    (Hefl  1-8) 

1913.  Geh.  M.  12.—,  geb.  M.  14.—. 

17.  I.    \N  lELEiTNER,  H.,  Dci"  mathein.  Unlerriclil  an  den  litih.  Lehranslalten, 

sowie  Ausbildung  und  Fortbildung  der  Lohrkriifle  im  Kônigreich 
Bayein.  Mil  eiuem  Einfiilirungswoil  y.u  B<l.  II  von  P.  Treutlein. 
(Xiv  u.  85  S.)  1910.  M.  2.'i0. 

18.  2.    \ViTTK\(.,  A.,  Der  malhcmatische  Untoiriclit   an    den   Gymnasien   und 

Realanslalteu  nach  Organisation,  LehrslofT  uud  Lolirverfahren  und 
die  Ausbildung  der  Lehranilskandidaten  im  Kônigreich  Saclisen. 
(XII  u.  78  S.)  1910.  M.  2.20. 

19.  3.   Ge«.k,  E.,    Der    mathenialische    Utiterriclit   an    den    boheren    Scbulen 

nach  Organisation,  LehrslofTund  Lehrverlahren  und  die  Ausbildung 
der  Lehranilskandidaten  ini  Kônigreieli  Wûrllemberg.  (IV  u.  104 
S.)  1910.  M.  2.60. 

20.  ».    CkaiMek,  h.,  Der  maliiemalische  Lnleriichl  au   den    hoheren   $chuleu 

nach  Organisation,  Lehrstoff  und  Lehrverfahren  und  die  Ausbil- 
dung der  Lehramtskandidateu  im  Grossherzoglum  Baden.  (IV  u. 
48  S.)  1910.  M.  1.60. 

21.  5.   ScHiNELL,  H.,   Der  mathenialische  Unterriclil  an  den  hôheren  Schulen 

nach  Organisation,  LehrstolF  und  Lehrverfahren  und  die  Ausbil- 
dung der  Lehranilskandidaten  im  Grossherzoglum  Hessen.  (VI  u. 
51  S.)  1910.  M.  1.60. 

22.  6.    Hossi-iiLD,  C,  Der  mathenialische  Unlerrichl  an  den  hôheren  Schulen 

Thuringeus.  (IV  u.  18  S.)  1912.  M.  —.80. 

23.  ".    \\  iKz.  J.,    Der    malhemalische    Lnlerricht   an   den   hôheren   Knaben- 

schulen.  sowie  die  Ausbildung  der  Lehiamtskandidalen  in  Elsass- 
Lothringen.  (VI  u.  58  S.)  1911.  M.  1.80. 

24.  8.   LiETZ.MANN,    W.,    Geck,    e.,    Cra.mer,    h.,    Neue    Eriasse    in    Bayern, 

Wûrllemberg  u.  Baden.  .Mil  Schlusswort  zu  Bd.  II  von  A.  Thaek. 
(49  S.)  1913,  M.  1.50. 

III.  Band.  Einzelfragen   des    hôheren    malhematischen   Unlerrichts.    (Heft 
1-9  in  3  Teilbandeni  1915/16. 

Erster  Teilband  (Heft  1-5).  Geh.  M.  10.-,  geb.  M.  12.  —  . 

25.  1.   ScHi.M.MACK,  R.,  Die  Entvvickluug   d.    malhemal.   Unterrichtsreform  in 

Deutschiand.  .Mit  Einfùhruugswort  zu  Bd.  III  von  F.  Klein.  (VI  u. 
146  S.)  1911.  M.  3.60. 

26.  2.    Ti.MKKDiNG,     H.    E.,    Die    Malhemalik    in    den    p!iysikalischen    Lehr- 

biichern.  (VI  u.  112  S.)  1910.  M.  2.80. 

27.  3.   ZiJHLKE,  P.,  Der  Unlerrichl  im  Linearzeichnen  uud  in  der  darstelien- 

deii  Géométrie  au  den  deutschen  Kealanstallen.  (IV  u.  92  S.)  1911. 
M.  2.60. 

28.  i.    HoFK.MA.NN,  B.,  Mathematisciie  llimmelskunde    und    niedeie   Geodâsie 

an  den  hôheren  Schulen.  (VI  u.  68  S.)  1912.  M.  2.—. 

29.  5.    ïi.MEKDi.NC,  H.  E.,    Die  kaufmannischen  Aufgaben  im  malhematischen 

Unlerrichl  der  hôheren  Schulen.  (IV  u.  45  S.)  1911.  M.  1.60. 
Ziveiter  Teilband.  1.  Ahteiltirig  {Heh  6-8).  Geh.  M.  10.— .  geb.  M.  12.—. 

30.  6.   Gebhakdt,  m.,  Geschichle  der  Malhemalik  im  malhematischen  Unler- 

richl an  den  hôheren  Schulen  Deutschlands.  Dargelegt  auf  Grand 
aller  und  neuer  Lehrbiicher  und  der  Programmabhandiungen  hô- 
herer  Schulen.  (VII  u.  157  S.)  1912.  .M.  4  80. 
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31.  ".    Weunicki:,  a.,    Malliemalik    uiid  philosoplii^clic  Propadeulik.  (VII  u. 

138  S.)  1912,  M.  4.—. 

32.  8.    Katz,  D.,   Psychologie  uud  mallicmatisclier  Untciriclil.  (IV  ii.  120  S.) 

1913.  M.  3.20. 
Zweiter  Teilhand.  2.  Abteiluno  (Heft  9).  Gdi.  M.  12.—,  geb.  .M.  1'*.—. 

33.  9.    LoREY,  W.,    Das  Sludium  der  .Vlathemalik  au  den  deutsclif^n  Univer- 

siliiten  seil  Anfaiig  des  19.  Jahrhundeils.  Mit  einetn  Schlusswort 
zu  Baud  III  voii  F.  Klein.  (XVI  u.  'i40  S.|  1916.  Geh.  .M.  12.  —  , 
geb.  M.  l'i.  — . 

IV.  Band.  Die  .Malhemalik  an  den  lechnisclien  Schnl(!n.  iHclt  1-9  in  2  Teil- 

bàndeu)  1915/16. 

Erster  Teilhand  (Heft  l-'i).  Geli.  M.  14.—  ,  geb.  M.  16.—  . 

34.  1-    Grunbau.m,  h.,  Der  malhematische  Unterriclit  an  den  deulschen  milt- 

lereu  Fachschiilen  der  Maschinenindustrie.  Miteineni  Einfûhrungs- 
wort  zu  Band  lY  von  P.  Stackel.  (XVI  u.  100  S.)  1910.  M.  2.60. 

35.  2.   Ott,    C,    Die    augewandle    Mathematik    an   den    deutschen    railtleren 

Fachschulen  der  .Maschinenindustrie.    (IV  u.  164  S.|  1913.  M.  4.  — . 

36.  3.   GiRNDT,  M.,  Die  deutschen  baulechnischen  Fachschulen  uud   der  nia- 

thematische  Unlerricht.  (VI  u.  232  S.)  1916.  M.  7.20. 

37.  ».    Schilling,  G.,    und    Meldau,    H.,    Der    mathemalische    Unlerricht   an 

deu  deutschen  IVavigationsschulen.  (VI  u.  82  S.)  1912.  M.  2. — . 
Z^veiter  Teilhand  (Heft  5-9).  Geh.  M.  17.—,  geb.  M.  19.  —  . 

38.  5.  Trost,  W.,   Die   mathematischen    Fâcher    an    den    niedereu    gewerb- 

lichen  Lehranstalten  in  Deutschlaud.    (VI  u.  150  S.)  1914.  M.   i.  — . 

39.  6.    Penndorf,  B.,  Rechneu    und  Mathematik  im  Unterricht  der  kaufoîàu- 

nischen  Lehranslalten.  {IV  u.  100  S.)  1912.  M.  3.  —  . 

40.  7.   Jah.nke,  E.,    Die    Mathematik    an   Hochschulen   fur   besondere    Fach- 

gebiete.  (VI  u.  56  S.)  1911.  M.  1.80. 

41.  8.    Flrtwa.nglek,    Ph.,   und    Kuhm,    G.,    Die    matheuiatisclie    Ausbildung 

der  deutschen  Landmesser.  (VI  u.  50  S  |  1914.  M.  1.60. 

42.  9.   Stackel,  P.,    Die   mathemalische  Ausbildung   der  Architekleu,  Che- 

miker  und  Ingenieure  an  den  deutschen  technischeu  Hochschulen. 
Mit  einem  Schlusswort  zu  Band  IV  von  P.  Stackel.  (XIV  u.  195  S.) 
1915.  M.  6.80. 

V.  Band.   Der  malhematische   Elemenlarunterricht  und  die  Mathematik  an 

den  Lehrerbildungsanstallen.  (Heft  1-7  in  2  Teilbândeu)  1916. 
Erster  Teilhand  (Heft  1-4.)  Geh.  M.  13.—,  geb.  M.  15.  —  . 

43.  1.    Lietz.mann,  w.  ,  Sloff  uud  Melhode  des  Rechenunlerrichts  in  Deutsch- 

land.  Ein  Lileraturbericht.  .Mit  einem  Eiufùhrungswort  zu  Bd.  V 
vou  F.  Klein.  (VII  u.  125  S.)  1912.  M.  3.  —  . 

44.  2     Lietz.mann,    \V.,     Sloff    und     Méthode    des    Raumlehrunterrichts    in 

Deutschiand.    Ein   Lileraturbericht.    (IV  u.  88    S.)  1912.  M-  2.80. 

45.  3.    Der  malhematische  Unlerricht  an   den    V^olksschulen   uud   Lehrerbil- 

dungsanstallen in  Sùddeulschland,  mil  Ausfùhrungen  \on  E.  Hensing 
ûber  Hessen,  H.  Cra.mer  ùber  Baden,  E.  Geck  ùber  NVùrttemberg, 
G.  Kerschensteiner  und  A.  Bock  ùber  Bayern.  Mit  einem  Einfùh- 
rungswort  von  P.  Treutlein.  (XIV  u.  163  S  )  1912.  M.  5.—. 

46.  4.    Dressler,  h.,  und  Kôrner,  K.,  Der  malhematische  Unlerricht  au  den 
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Volksscluilcn   und    I^elirerbildiinojsanstallen    in  Sachsen,  Thùria^en 
und  Anliall.  (V  u.  132  S.)  1914.  M.  4.80. 
Zweiter  Teilhand  (Heft  5-7).  Geh.  M.  9.—.  geb.  M.  11.  —  . 

47.  5.   Umlauf,  K.,    Der   malliematische    Unlerrichl    au    deii    Soniinaien   und 

Volkssclnilen  der  Hansesladte.  (VII  u.  165  S.)  1915.  M.  4.80. 

48.  6.    LiKTZ.MA.NX,  W.,  Die  Organisation  des  niathematischcn  Unterrichls  an 

den  preiissischen  Yolks-  und  Mitlelschulen.  (VI  u.  106  S.)  1914. 
M.  3.—. 

49.  7.    KoKNKK,  K..    Die  Mallicmatik  im  preussisclien  Lelirerbildungswesen. 

Mit  eiiiem  Sclilusswort  zu  Bd.  V  von  V.  Klf.in.  (VIII  u.  136  S. 
1916.  M.  4  — . 

B.  lierichte  und  Milteilungcn,  veraulasst  dvirch  die  Internationale  Mathe- 
matisciie  l  nlerric.litskommission.  Herausgegeben  von  W.  Lietzmann. 
2  Folgen  in  1  Bande.  I.  Folge  :  Heft  I-XII.  1909-1916.  II.  Folge  :  Heft 
I-III.  1915-1917.  (357  u.  377  S.)  gr.  8.  1917.  Geh.  n.  M.  20.—,  geb.  n. 
M.  22. — .  Aucli  einzeln. 

Erste  Fnlge  : 

50.  I.    Feuk,  h.,  Vorbericht  iiber  Organisation   und   Arbeitsplan  der   Kora- 

mission.  Deutsche  Uebersetzung  von  W.  Lietz.mann.  (S.  l-IO.)  1909. 
M.  30.— 

51.  II.   NooDT,   G.,   Uber   die    Stellung    der    Mathematik    im    Lehrplan   der 

hôheren  Miidchenschulen  vor  und  nach  der  Neuordnung  des 
hôheren  Madchenschulwesens  in  Preussen.  (S.  11-32.)  1909. 
M.  — .80. 

52.  III.    Klein,    F.,    und    Fehr,    H.,    Rrstes    Rundschreiben    des    Hauptaus- 

schusses.  Deutsch  bearbeitet  von  W.  Lietz.mann.  (S.  33-38.)  1909. 
M.  — .20. 

53.  IV.    Klei.n-,    F.,    und    Fehr,    H.,    Zweites   Rundschreiben   des  Hauptaus- 

schusses.  Deutsch  bearbeitet  von  W.  Lietz.mann.  —  Zuhlke,  P., 
Mathematiker  und  Zeichenlehrer  ira  Linearzeichenunterricht  der 
preussischen  Reaischulen.  (S.  39-54.)  1910.  M.  —.50. 

54.  V.  Lietzmann,  W.,  Die  Versammlung  in  Brûssel.  Nach  dem   von   H     Feur 

verfassten  dritten  Rundschreiben  des  Hauptausscliusses.  (S.  55-74.) 
1911.  M.  —.60. 

55.  VI.   Fehr,    H.,  Yiertes  Rundschreiben   des    Hauptausschusses.    Deutsch 

bearbeitet  von  W.  Lietzmann.  (S.  75-88.)  1911.  M.  —  50. 
56     \  II.    Lietzmann,    W.,    Der   Kongress    in  Mailand   vom   18.    bis   20.   Sep- 
tember  1911.  —  Schi.m.mack,  R.,  Uber  die  Yerschmeizung  verschie- 
dener   Zweige   des    mathematischen    Unterrichls.  (S.   89-126.)  1912. 
M.  1.60. 

57.  VIII.    Stackkl,  p.,    Nachruf   auf   Peter    Treutlein.    —    Lietzmann,    W., 

Der  Internationale  Malhcmatikerkongress  in  Cambridge.  (S.  129- 
186.)  1913.  .M.  1.60. 

58.  IX.   Dressi.er,  h.,  .Mathematische    Lehrmittelsammlungen,  insbesondcre 

fur  hohere  Schulen.  iS.  187-217.)  1913.  .M.  1.— 

59.  -X.    Wei.nreich,    il,    Die    Fortschritte   der   mathematischen    Unterrichts- 

relorm  in  Deulschlaud  seit  1910  —  Lietzmann,  \V.,  Der  Pariser 
Kongress  der  Internationalen  Mathematischen  Unterrichtskom- 
mission  vom  1.-4.  April  1914.  iS.  219-310.)  1915.  M.  3.—. 
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60.  XI.     LiicTZMANN,    ^^  .,     Die    Ausbildiiiif^    der     Malliemaliklehrer    an    flen 

liôheii'cn  Scliulen  Dciilsclilaiifis.  Bcaulwoiliinf^  eines  F'raji^ebo^ens 
des  Haiiplaiisscliusses  dcr  Iiitcnialionalen  iMallieinatisclien  Unler- 
richlskommission.  (S    311-328.)  1915.  M.  —.60. 

61.  XII.  GuTZMKK,  A.,  Die    Taligkeil    des    Deiitschen    Unterausscliiisses   der 

Inleinalioualcii  iMallicrnalisflien  Lnlerriclitskommission  1908-1916. 
Berichl  anlas.slicli  der  l"'erligstellung'  der  «  Abiiandliingen  ». 
(S.  329-356  )  1916.  m:  1.—. 

Zwcite  Folge  : 

62.  I.  RoHHUEKC,  A.,  Der  niatiiematische  Unlorriclil  in  Diineniaïk.  (VIu.54S.) 

1915    M.  2.40. 

63.  II.    \^'oLI••l■^  G.,   Der  niatliêmati.sche  L'iilerrioht  in  England.   (VI  u.  205  S.) 

1915.  M.  5.—. 

64.  m.    lilei    nnd     Inhaltsubersicht    ziir    ersten    und    zweiten    Folge    der 

Berichte  und  .Milleiliingen.  —  Korner,  E.,  und  K.,  Gesanitregister 
der  Schrillen  des  Deutsclieii  Unteraiisschusses  der  Inlenialionalen 
Malhemalisclien  Unlerrichtskommission.  —  Vorbemerkuugen.  — 
Inhaltsverzeichnis  des  Gesamtregisters.  —  Inhall  der  einzelnen 
Hefle.  zum  Teil  in  Tabellen.  —  Alphabelisches  Sacliregister.  — 
LiETZMANN,  W.,  Zusamnieustellung  der  bis  Oslern  1917  auf  Veran- 
lassung  der  Iniuk  im  Auslande  verôfTenliichten  Arbeilen.  — 
Klein,  F.,  und  Lietzmann,  W.,  Zum  Abschluss  der  Berichte  und 
Mitteilungen.  (XYI  u.  99  S.)  1917.  M.  4.  —  . 

RÉPUBLIQUE     AUGEXTIXE 

65.  La  préparation  théorique  et  pratique  des  professeurs  de  mathématiques 

de  1  enseignement  secondaire  en  République  Argentine,  par 
N.  Besio  .vioRENO.  {Ens.  Math.,  Tome  XXI,  1920)  \  —1  fasc.  de  24  p. 

AUSTRALIE 

The  Teaching  of  Mathematics  in  Australia,  Report  presented  to  the  inter- 
national Commission  on  the  Teaching  of  Mathematics,  by  H.  S. 
Carlslaw,  Professor  of  Mathematics  in  the  University  of  Sydney, 
Représentative  of  Australia  on  the  Commission,  1  vol.  in-8o,  79  p. 
Sydney.  Angus  &  Robertsou  Ltd.  Publishers  to  the  University  1914. 

66.  1.  The    Influence    of   the    Universities    on    the   ^^'ork    of  the    Secondary 

Schools. 

67.  2.  The  State  High  Schools  and  the  Leaviug  Certificate  System. 

68.  3.  Mathematics  and  the  Technical  Collèges. 

69.  4.    Mathematics  at  the  ieachers  Collèges. 

70.  5.   Mathematics  at  the  Royal  Australian  Military  and   Naval  Collèges. 

71.  6.    Mathematics  al  the  Australian   Universities. 


'  On  trouvera  des  renseignements  très  complet  sur  l'organisation  des  études  scientifiques 
dans  un  ouvrage  du  même  auteur  publié  sous  le  titre  «  Sinopsis  historica  de  la  Facutad 
de  Ciencias  exactas.  fisicas  y  naturales  de  Buenos  Aires  y  de  la  ensenaza  de  las  Matema- 
ticas  y  la  Fisica  en  la  Argentina  »  (Extrait  de  La  Ingéniera,  ano  XIX,  1915).  1  vol.  gr. 
in-8»,  336-Xll  pages. 
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AUTKICIIE 

Berichte  iiher  den  mal/teinaliscken  Unlerrlckl  in  Oeslerreick.  Veranlasst 
durch  die  inlenialionale  malhemalische  Uuteiiichtskomrnission. 
Herausgegeben  von  E.  CztBiîR,  \V.  Wirtingeu,  R.  Slppantschitsch, 
II.  Di.NTZL.  (Alfred  Holder.   Wien).  1912. 

72.  Hcft  1.  Besfleilwoit,  von  E.  Czubek.  1910. 

Realscliulen  von  K.   Herg.mann. 

Volks-  und  Bûigerschuleu  von  K.  Kraus.  —(V  u.  81  S.;  1  M.  80). 

73.  Heft  2.  Bildungsanstallen  fur  Lehrer  und  Lehreriunen  von  Th.  Konrath. 

Holieie  Handelsschuleu  von  M.  Dolinski. 

Iloliere    Korstlehranslalt    Reichstadl    von    M.    Adamicka.   —    (52  p.  ; 
1  M.  20;  1910.) 

74.  Heft  3.  Gymnasien  von  E.  Diktzl.  —  (VIlI-78  p.  ;  i   M.  80;  1910.) 

75.  Heft  4.    Madclienlyzeen  von  Th.  Konrath. 

Die    praklische  Yorbilduug  fiir  das  hôhere  Lehramt  in  Oeslerreich 
von  J.  Loos. 
Geweabliche  Lehranstallen  von  W.  Rulf.  —  (64  p.  ;  1  jM.  60  ;  1910.) 

76.  H«fl5.  TechnischeHochschulen  vonE.CzuBER.  — (V-39p.;lM.20;  1910.) 

77.  Helt   6.    Die    mathematischeu    Schulbùcher    an    den    Mittelschulea    und 

verwandteu  Lehranstallen  von  Ph.  Freud.  —  (53  p,  ;  1  M.  20;  1910.) 

78.  Heft  7.  Universitiiten  von  R.  v.  Sterneck.  —  (50  p.;  1  M.  20;  1911.) 

79.  Heft  8.  Bericht  iiber  die  speziellen  Verhiiltnisse  des  ôffenllichen  malhe- 

malischen  Unierrichtes  an  den  Volks-  und  Mitteischulen  Galiziens 
von  St.  Zare.mba.  —  (V-25  p.;  1  M.  20;  1911.) 

80.  Helt  9.  Der  Unteiricht  in  der  darstellenden  Géométrie  an  den  Realschulen 

und  Realgymnasieu  von  A.  Adler. 

Der  Unterricht  in  der  darstellenden  Géométrie  an  den  Technischen 
Hochschulen  von  E.  Mûller.  —  (24  p.  ;  2  M.  40;  1911.) 

81.  Heft.  10.  Hochschule  fur  Bodeukultur  von  O.  Simony. 

Montanisti.sche  Hochschulen  von  E.  Kobald. 
Militar-Erziehungs-  und  Bilduiigsanstalten  von  A.  Mikuta. 
Technologisches  Gewerbemuseum  von  K.  Reich.  —  (39  p.  ;  1  M.  20  ; 
1911.) 

82.  Helt  11.     Die     Mathematik    im     Physikimterricht    der    ôsterreichischen 

Mitteischulen  von  A.  Lanner.  —  (56  p.  ;  1  M.  20  ;  1912.) 

83.  Helt  12.   Die    neuesten  Einrichtungen   in  Oesterreich  fur  die  Vorbildung 

der  Mitteischuiiehrer  in  Mathematik,  Philosophie  und  Piidagogik 
von  A.  HôFLER.  —  (103  p.  ;  2  M.  ;   1912.) 

84.  Heft  13.    Die     Lehrbiicher  fur   Mathematik,   darstellende    Géométrie    u. 

Physik  an  den  Mitteischulen  mit  bôhmischer  Unterrichtssprache.  von 
K.  VoROVKA,  L.  Cerve.nka  u.  V.  PosEJPAL.  Mit  einem  Vorwort  voq 
J.  SoBOTKA.  —  |89  p.  ;  1914). 

BELGIQUE 

Rapports  sur  l'enseignement  des  mathématiques,  du  dessin  et  du  travail 
manuel  dans  les  écoles  primaires,  les  écoles  normales  primaires,  les  écoles 
moyennes,  les  athénées,  les  collèges  belges.  —  1  vol.  de  348  p.  ;  prix  :  5  fr.  ; 
J.  Gœmaere,  Bruxelles.  Ce  volume  comprend  : 
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83.    liappofl  sur  l'enseigiiemenl  dos  m;illiématiqiics  dans  les  écoles  primaires 
el  dans  les  écoles  normales  primaires,  par  M.  Dock  (3;J  p.). 

86.  Rapport   sur  l'enseignement   du    dessin    et   du    travail    manuel    dans   les 

écoles  primaires,  les  écoles  moyennes,  les  athénées  et  les  collèges 
par  M.  L.  Montfort  (154  p.). 

87.  Rapport  sur  l'enseignement  des  mathématiques  dans  les  écoles  moyennes, 

les  athénées  et  les  collèges,  par  M.  H.  Ploumkn  (87  p  ). 

88.  Les   tendances  actuelles  de  renseignement  mathématique  en  Belgique  et 

leur  influence  sur  les  méthodes  et  les  programmes,  par  H.  Pi.oumen 

A  ces  rapports  vient  s'ajouter  le  suivant,  publié  dans  L'Eus,  math..  Tome 
18,  no  de  sept.  1916. 

89.  La  préparation    théorique  et  piatique  des  professeurs  de  mathématiques 

de  l'enseignement  secondaire  en  Belgique,  par  J.  Rose  (18  p.). 


UAIV£MARK 

Bericht  ither  den  Mathemalikunterricht  in  Danemark,  par  Paul  Heegaard. 
—  1  vol.  de  107  p.  ;  3  fr.  80  ;  Gyldenalske,  Copenhague  ;  Georg  &  C'«, 
Genève, 1912. 

90.  1.  Die  Scliultypen. 

91.  2.  Elemenlarscliulen. 

92.  3.  Die  hôlieren  allgemeinen    Schulen. 

93.  4.  Die  Yolkshochschule. 

94.  5.  Elemenlarschulen  fiir    Technik,  Handel  und  Seefahrt. 

95.  6.  Mililarschulen. 

96.  7.  Schulen  fur  Land-,  Fortwirtschaft  u.  s.  w. 

97.  8.  Die  Kunstakademie. 

98.  9.  Die  Universitiit  und  die  technische  Hoclischule. 

99.  10.  Die  Lehrerausbildung. 

(Voir  aussi  le  rapport  n"  62.) 


ESPAGXE 

100.  L'enseignement    mathématique     en    Espagne,    rapports    de     la    Sous- 

commisssion    espagnole,  par  le  délégué  Z.-G.   de  Galdeano  (Sara- 
gosse).  Travau.x  préparatoires.  2  fasc,  8  et  18  p.;  1910  el  1911. 

101.  Mémoires,  139  p.,  1912.  Sommaire  de  ce  volume: 

102.  M.    Torroja    et    l'évolution    de    la    géométrie  eu    Espagne,    par   Miguel 

Vegas. 

103.  Enseignement   de  la  Géométrie  métrique  à  la  Faculté  des  Sciences,  pai' 

Cecilio-Jiménez  Rueda. 

104.  Les   cours    d'Analyse   mathématique   aux    Facultés  des    Sciences   espa- 

gnoles, par  Luis-Octavio  de  Toledo. 

105.  L'enseignement  du  calcul  infinitésimal  au.\  Facultés  des  Sciences  espa- 

gnoles, par  Palricio  Penalver. 

106.  Les    Mathématiques    à    l'Ecole   d'Ingénieurs   des    Eaux    et    Forêts,    par 

Jorge  ToR.NER. 
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107.  L'enseignement  des   Matliémaliques   à   1  Ecole   centrale  des   Ingénieurs 

industriels,  j>ar  Carios  Mataix  et  Alfonso   Toka.n. 

108.  L  enseiguemenl    des  Mathématiques    à   l'Ecole   supérieure   de    Guerre, 

par  Miguel  Cokkka. 

109.  Enseignement  des  Malhématicjucs  aux  Ecoles  normales,  par    Leopoido 

Ff.krekas. 

ETATS-irVIS 


Report  of  the  Utiited  States  o/Wurlh  Anieiica,  Rapports  publiés  et  édités 
par  les  soins  du  Bureau  of  Education,  à  Washington. 

110.  Co.MiTÉ  I  et  II  :  Malliematics  in  the  Elementary  Schools  of  the  United 
States  (186  p.),  1911.  (Bureau  of  Education,  Bull,  n"  46). 

111  Comité  III  et  IV  :  Malliematics  in  the  Public  and  Private,  Secondary 
Schools  of  the  United  States  (188  p.),  1911.  (Bull,  n»  463). 

112.  Comité  V  :  Training  of  Teachers  of  Elementary  aud   Secondary  Mathe- 

malics  (24  p.),  1911.  (Bull,  n»  459.) 

113.  Comité  VI  :    Mathematics   in   the   Technical   Secondary   Schools   in   the 

United  States  (36  p.),  1912.  (Bull,  n»  472.) 

114.  Comité  VII  :  Examinalions  in  Mathematics  otber  than  those  set  by  the 

Teacher  for  his  own  classes  (72  p.),  1911.  (Bull,  n»  454.) 

115.  Comité  VIII  :  Influences  tending  to  Improve  the  Condition  of  Teachers 

of  Mathematics  (47  p.),  1912.  (Bull,  n»  i85.  ) 

116.  Comité  IX  :    Mathematics   in    the    Technological    Schools   of   Collegiate 

Grade  in  the  United  States  (44  p.),  1911.  (Bull,  n"  455.) 

117.  Comité  X  :  Undergraduate  \N  ork  in  Mathematics  in  Collèges  of  Libéral 

Arts  and  Universities  (30  p.),   1911.  (Bull,  n»  453.) 

118.  Comité  XI  :  Mathematics    at    West    Point    and    Anuapolis    (26  p.),  1912. 

(Bull,  u"  470.) 

119.  Comité  XII  :    Graduate    Work    in    Mathematics    in    Universities    and  in 

other  Institutions  of  like  Grade  in  the  United  States  (64  p.),  1911. 
(Bull,  no  452.) 

120.  General  Report  of  the  American  Commissiouers,  wilh  Index  of  ail    the 

American  Reports  (8i  p.),  1912.  (Bull,  n»  486.) 

Ces  onze  fascicules  ont  été  suivis  des  ra|)porls  énumérés  ci-après  : 

121.  Bibliography    of   the   Teaching    of    Mathematics    1900-1912,    by    David 

Eugène  Smitu  and  Charles  Goldziukk    (95  p.),  1912.    (Bull,  n»  503.) 

122.  Curiicula  in  Mathematics.    A  Comparison  of  Courses  in  the  Countries 

Hepreseuted  in  the    International    Commission   on   the   Teaching  of 
Mathematics,    by   .1.    C.    Bkow.n,    wilh  the   editorial   coopération   of 
•  David    Eugène    S.mitii,    William    F.    Osgood,    and    J.  VV.   A.    Young 
(91  p.),  1915.  (Bull,  no  619.) 

123.  Mathematics    in    the    Lower    and    Middle    Commercial    and    Industriai 

Schools  of  various  Countries  represented  in  the  International  Com- 
mission on  the  Teaching  of  Malhemalics,  by  E.  H.  Taylok,  with 
the  editorial  coopération  of  David  Eugène  Smith,  William  F. 
Osgood,  and  J.   VV.  A.  Young  (96  p.),  1915.  (Bull,  n"  662.) 

124.  The  Training  of  Elementary   School   Teachers   in    Mathematics    in   the 

Countries  represented  in  the  International  Commission  on  the  Tea- 
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ching  of  Malhemalics,  by  I.  L.  K.vndel,  with  the  editorial  coopéra- 
tion of  David  Eugène  Smith,  William  V.  Osgood,  and  J.  W.  A. 
YouNG  (56  p.),  19Ï5.  iBull.  n»  666.) 

125.  The  Training  of  Teachers  of  Malliematics  for  llie  Secondary  Schools  of 

tlie  Couutries  lepresented  in  ihe  International  Commission  on  the 
Teaching  of  Malhemalics,  by  Raymond  Claire  Arciiibai.u,  with  the 
editorial  coopération  of  David  Jùigene  Smith,  William  K.  Osgood, 
and  J.  W.  A.  YouNG  (289  p.|,  191?;  (Bull,  n"  27.) 

126.  The  Training  of  Teachers  of  Malhemalics  in  United  Slales  of  America  : 

I.  The  iheoretic  Side,  by  J.  W.  A.  Young  ;  II.  The  practical  Side, 
by  D.  E.  Smith  (11  p.).  [L'Eus,  math.,  Tome  XVIII,  n»  de  novembre 
1916.) 

127.  Union    List   of  Malhemalical    Periodicals,  by  David  Eugène  Smith   and 

Caroline  Euslis  Seely  (60  p.),  1918.  (Bull,  n»  9.) 


FRAIVCE 

Rapport  de  la  Sous-commission  française,  5  volumes  (Librairie  Ha- 
chette, Paris,  1911.) 

Tome  I.  —  Enseig.nement  pki.maire,  publié  sous  la  direction  de  M.  Bioche, 
prof,  de  mathématiques  au  Lycée  Louis-le-Grand.  85  p.  (3  fr.  50)  : 

Avanl-propos. 

128.  aj   Rapport  sur  l'ensemble  des  établissements  dans  lesquels    se   donne, 

en  France,  un  enseignement  mathémalique,  par  M.  Ch.  Bioche. 

129.  Il)  Rapport  sur  l'enseignement  mathémalique  dans  les  Ecoles  primaires 

élémentaires,  par  M.  J.  Lefebvre. 

130.  c)  Rapport  sur  l'enseignement  mathématique  dans  les  écoles  primaires 

supérieures,  par  M.  G.  Tallent. 

131.  dj  Rapport  sur  l'enseignement  mathémalique  dans  les  écoles  normales 

primaires  d'instituteurs,  en  France,  par  M.  A.  Vareil. 

132.  e)  Rapport  sur  l'Ecole  normale  supérieure  d'enseignement  primaire  de 

Saint-Cloud,  par  M.  Goursat, 
Appendice. 

Tome   II.    —   Enseignement  secondaire,    publié    sous   la    direction   de    M. 
Bioche,  prof,  de  mathématiques  au  Lycée  Louis-le-Grand.  —  159  p.  (5  fr.|  : 
Avant-propos  : 

133.  a)  Rapport  sur  la  place  et  l'importance  des  mathématiques   dans   l'en- 

seignement secondaire  en  France,  par  M.  Ch.  Bioche. 

134.  h)  Rapport  sur  les  classes  de  mathématiques  spéciales  et  de  Centrale, 

par  M.  E.  Blutel. 
Pièces  annexes. 

135.  c)  Rapport  sur  l'arithmétique,  par  M.  A.  Lévy. 

136.  d}   Rapport  sur  l'algèbre,  par  M.  Guitton. 

137.  e)  Rapport  sur  la  géométrie,  par  M.  Th.  Rousseau. 

138.  f)  Rapport  sur  l'enseignement  de  la  mécanique,  par  M.  H.  Beghi.n. 

139.  g)  Rapport  sur  l'enseignement  de  la  cosmographie,  par  M.  A.  Muxart. 

140.  h)  Rapport  sur  l'enseignement  des  mathématiques  dans  les  écoles  nou- 

velles, par  M.  Frank  Lo.mbard. 
Appendice. 
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Tome  III.  —  I'Insiigne.ment  si'PÉKiF.uR.  publié  sons  la  diieclion  de  M . 
Albert  de  Saint-Gek.mai.n,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Caen,  président  de  la  Sous-commission  française.  —  123  p.  (4  Ir.). 

141.  Aperçu  général  sur  I  ensoigncmenl   supérieur   des    mathématiques,  par 

.M.  A.  de  Saint-Germain. 

142.  a)  Rapport  sui-  renseignenienl  du   calcul   dillérentiel   et   intégral,  de  la 

mécanique  i-ationnclle,  de  l'astronomie  et  des  mathématiques  géné- 
rales dans  les  Facultés  des  sciences  en  France,  par  M.  E.  Vessiot. 

143.  /';   Rapport  sur  les    enseignements    matjiématiques   d'ordre   élevé   dans 

les    Facultés   des    Sciences   d'Universités   françaises,  par   M.  Emile 

BoREL. 

Annexe.  —  F'aculté  des  Sciences  de  Paris  :    programmes  des  certi- 
ficats d  études  supérieures  pour  l'année  1911. 

144.  c)  Rapport  sur  les  diplômes  d'études  supérieui'es    de    sciences    mathé- 

matiques, par  M.  A.  de  Saint-Germain. 

145.  d)  Rapport  sur  l'enseignement   mathématique   dans    les   instituts   tech- 

niques des  Facultés  des  sciences,  par  M.  H.  Vogt. 

146.  e)   Rapport  sur  l'enseignement   des    mathématiques   à   I  Ecole  normale 

supérieure   et   sur  l'agrégation    des    sciences    mathématiques,    par 
M.  Jules  Tannert. 

147.  f)  Note   sur   l'enseignement    mathématique    au   Collège   de    France,  par 

M.  A.  de  Saint-Gekmain. 

148.  gl  Rapport   sui-   l'enseignement   mathématique  à  1  Ecole  polytechnique, 

par  M.  G.  Hu.mbekt. 

149.  h)  Rapport  sur  l'enseignement   mathématique    à   l'Ecole   nationale   des 

Ponts  et  Chaussées,  par  M.  Maurice  d'OcACNE. 

150.  i)  Rapport  sur  l'enseignement   des    mathématiques   à   l'Ecole   nationale 

supérieui'e  des  Mines,  par  M.  René  Garnier. 

151.  j)   Rapport   sur  l'enseignement   mathématique   à   lEcole    nationale    des 

Mines  de  Saint-Etienne,  par  M.  P'riedel. 

152.  k)  Note  sur  l'Ecole  d'application  du  Génie  maritime,    par  M.  A.  Janet. 

Tome  IV.  —  Enskignement  technique,  ptiblié  sous  la  diiection  de  M.  P. 
RoLLET,  directeur  de  1  Ecole  muiiicipaie  professionnelle  Diderot  à  Paris.  — 
212  p.  (5  fr.l  : 

153.  Introduction,  par  M.  P.  Roi.i.et. 

Ecoles  pratiques  de  commerce  et  d  industrie.    Programmes  officiels 
(28  août  1909).  Extiaits  concernant  l'enseignement  mathématique. 

154.  al  Rapport  de  M.  Harang. 

155.  b}   Rapport  de  M.  Ch.  Lagneaux. 

156.  c)    Kapport  de  M.  Ch.  Lagneavx. 

Ecoles  nationales  professionnelles.    Programme   de   l'enseignement 
technique  théorique. 

157.  di  Rapport  sur  l'enseignement  des  mathématiques  dans  les   écoles   na- 

tionales professionnelles  (E.  N.  P.),  par  M.  Lariv.'Ère. 

158.  el    Rapport  sur  l'enseignement  des  mathématiques  dans  les    écoles   na- 

tionales professionnelles,  par  M.  E.  Tripard. 

Ecoles  d'arts  et  métiers.  Programmes  officiels  du  9  mai  1910. 

159.  fl    Rapport    sur    l'enseignement    des    mathématiques    dans    les    écoles 

d  arts  et  métiers  (1'"'^  année),  par  .M.  J.   Houma.ion. 
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160.  g)  Rapport  sur  1  t'nsciytin'iiient  des  inatlu'-iiiali(]ues  dans  les  écoles  d'arls 

el  métiers  12"^  aiiiiéei.  par  M.    Hh/.im:. 

161.  /i)   Rap|)Oit    sur  renseignement  de  la  mécanique  dans   les  écoles  d  arts 

el  métiers  (3*  année),  pai-  M.   Bazard. 

162.  Ecoles  de   Commerce.   —   /|  Rapport  sur  renseignement  mathématique 

dans    les    établissements    de    la    Chambre    de    Commerce    de  Faris, 
par  M.   P.  Mi.NKUK. 

163.  Conserva loire    nnlional    d  arts    el   métiers.    —  j)   Rapport    sur    rensei- 

gnement  des   mathématiques   au    Conservatoire   national  des  ;irls  el 
métiers,  par  M.  Carlo  Bolulet. 

164.  Ecole   centrale    des   arts   el    manufactures.  —  /./   Rapport  sur   l'ensei- 

gnement mathémaliciue  à  l'école  cenliale  des  arts  et  manufactures, 

par    M.    P.  Appkll. 

Appendice. 

Tome  V    —  Enseig.neme.nt  des  jku.nes  filles,    publié    sous    la   direction  de 
M"«  Amieux,   prof,  au   Lycée  Yictor-Hugo  à   Paris.  —  95  p.  (3  fr.  50|. 
Aperçu  général. 

Enseignement  secondaire.  Introduction. 
16b.  a)  Rapport  sur  la  place  des  mathématiques  dans  les  plans  d'études, 
l'organisation  générale  et  1  enseignement  obligatoire,  pai-  .M"è 
A.  A.viiEux. 
166  f>>  Rapport  sur  l'enseignement  des  mathématiques  dans  la  2'  période 
el  sur  la  préparation  au  baccalauréat  et  aux  examens  de  rensei- 
gnement secondaire  féminin,  par  M™e  Baudeuf. 

167.  c)  Rapport  sur  l'enseignement  des  mathématiques  à  1  Ecole  normale  de 

Sèvres,  par  M.   P.  Appell. 

168.  Enseignement    professionnel.    Rapport    sur    les    mathématiques     dans 

renseignement   professionnel  des  jeunes    (illes,  par    M.^^    Pivot    el 

Mlle  Ffedon. 

Enseignement  primaire.  Introduction. 

169.  aj  Note    sur   l'Enseignement    mathématique  dans   les    écoles    primaires 

élémenlaii-es. 

170.  Il i  Rapport  sur  l'Enseignement  mathématique  dans  les  écoles  primaires 

supérieures  de  jeunes  filles,  par  M.  Talle.nt. 

171.  c)  Sur  l'enseignement    mathématique  dans  les  écoles  normales  d  Insti- 

tutrices primaires. 

172.  d)   Rapports  sur  renseignement  mathématique  à  l'Ecole  normale  supé- 

rieure d'institutrices  de  Fonlenay-aux-Hoses,  par  MM.  G.  Fontené 
el  G.  Kœmgs. 

HOLLAIVDE 

Rapport  sur  l'enseignement  mathématique  dans  les  Pays-Bas,  publié  par 
la  Sous-commission  nationale,  sous  la  direction  de  J.  Cardixaal.  —  1  vol. 
de  loi  p.  ;  3  fr.  ;  J.  Waltman,   Deift,  1911. 

173.  1.    L'enseignement  mathématique  à  lécole  primaire. 

174.  2.    L'euseignemenl   mathématique    aux    «  Biirgeravondscholen  »   (écoles 

dites  bourgeoises),  écoles  professionnelles,  écoles  de  dessin,  écoles 
professionnelles  pour  lilles  et  écoles  techniques. 
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175.  3.    iicoles  de  marine. 

176.  4.    L'enseignement      maihématique     aux     écoles     moyennes     (Hoogere 

Burgerscliolen).    licoles  moyennes  à  3  années  d'études. 

177.  5.    Ecole  moyenne  à  5  années  d'études. 

178.  6.   Ecoles  moyennes  pour  jeunes  filles. 

179.  7.    L'enseignement  mathématique  aux  gymnases, 

180.  8.    Les  universités. 

181.  9.    Académie  technique. 

182.  10.    L'enseignement  mathémalique  aux  instituts  militaires  de  l'armée  de 

teri-e  dans  les  Pays-Bas. 

183.  11.   Ecole  de  machinistes  pour  la   marine  à  Hellevœlsluis. 

184.  12.   Institut  Royal  de  marine  à  Willemsoord. 

185.  13.    Rapport    complémentaire    sur  les    propositions   de    la  Commission 

d  Etat  pour  la  réorganisation  de  renseignement,  établie  par  Arrêté 
Royal  du  21  mars  1903,  n»  49. 
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schen  Original  deutsch  herausgegeben  von  E.  Beke  und  S.  Mikola 
(19111.  —  160  p.  ;  4  M.  —  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 
Cette  étude  d'ensemble  se  trouve  complétée  par  les  neuf  rapports  spéciaux 
ci-après  (fr.  0,50  le  fascicule;  Libraiiie  Geoi'g,  Genève|. 

187.  2.    Die  Ausbildung  der  Mittelsciuilprofessoren,  vou  J.  Kukschak  (1911). 

—  20  p. 

188.  3.  Der   heutige   Stand  des    mathematischen    Unterrichts    am    Kôniglich 

ungarischen  Josefs-Polyteihnikum  (Technische  Hochschule  in  Buda- 
pest), von  G.    Rados  (1911).  —  14  p. 

189.  4.    Der     Unierricht     der     Mathematik     am     Uebuugsgymnasium,     von 

P.  V.  SzABO  (1912).  —  17  p. 
190     5.    Der  malhemalische  Ihiterricht  an  den  Lehrerbildungsanstalten,   von 
K.   GOLDZIHEK  (1912).  —  13  p. 

191.  6.    Der  mathematische  Unterricht  an  den  hoheren  Gewerbeschulen  und 

gewerblichen  Fachschulen,  von  D.  Ara.ny  (1912).  —  15  p. 

192.  7.    Der  mathematische  Unterricht  an  den  Handelsschulen,  von  M.  Havas 

und  S.    BoGYO  (1912).  —  13  p. 
193     8.   Der  mathematische  Unterricht  an  denBûrgerschulen,  vou  J.  Volenszkv 
11912).  —  18  p. 

194.  9.   Der    mathematische  Unierricht   an  den  Mittelschulen  (Gymnasieu  u. 

Reaischulen),  von  E.   Bekk  (1912).  —  24  p. 
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196.  '-     ihe  Relations  of  Mathematics  and  Pliysics.  By  Dr.  L.  N.  G     1-  ilo.n. 

—  9  p.   Priée  1  d. 

197.  3.   Tlie  Teaching  ot  Mathematics  in  London  Public  Klemcnlary  Schools. 

By  Mr.  P.  B.  Ball.vkd.  —  28  p.  Price  2  d.  (Epui.'^é). 

198.  '»■   The   Teaching  ot   Elementary   Mathematics  in    English    Public    Ele- 

mentary  Schools.  By  Mr.  H.  J.  Spencf.k.  —  32  p.  Price  2  Y2  ^ 

199.  5.   The  Algebra  Syllabus  in  the  Secondary  School.  ByMr.  C.  Godfkey. 

—  34  p.  Price  2  '/,  d. 

200.  *i.    1  lie  Corrélation  ol  Eiemeiitary  Praclical  Geometry  and  Geography. 

By  Miss  Helen  Baktka.m.  —  8  p.   Price  1  d. 

201.  1  ■   The  Teaching  of  Elementary  Mechanics.  By  Mr.    \V.    D.    Eggar.  — 

13  p.   Price  1  d. 

202.  8.    Geometry  For  Engineers.  By  Protessor  D.  A.  Low.  —  15.  Price  1  '/s  '^• 

203.  9.    Tlie   Organisation  of  the  Teaching  of  Mathematics  in  Public  Secon- 

dary   Schools  for  Giris.  By  Miss  Louisa  Stoky.   17  p.   Price  1  72  ^• 
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207-    13.    l'he  Teaching  of  Arithmetic  in   Secondary   Schools.  By  Mr.  G.  \V. 
Pal.mer.  —  33  p.  Price  2  ^\^  d. 
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214    20.  The  Calculus   as  a  School  Subject.  By  Mr.  C.  S.  Jackson.  —  18   p. 

Price  1  72  d. 

215.  21.   The    Relation    of   Mathematics    to    Engineering   at    Cambridge.    By 

Professor  B.  Hopkinsox.  —   13  p.  Price  1  72  ^• 

216.  22.   The  Teaching  of  Algebra  in  Schools.  By  Mr.  S.  Bak.nard.  —  26  p. 

Price  1  '/j  d. 

217.  23.   Research    and    Advanced    Study    as    a    Training   for    Mathematical 

Teachers.  By  Professor  G.  H.  Bryax.  —  21  p.  Price  1  '/g  d. 
218     24.   The    Teaching  of  .Mathematics   in    Evening    Technical    Institutions' 

By  Dr.  W.  E.  Su.mpneh.  —  9  p.  Pi'ice  1  d. 
219.    25.    The  Undergraduate    Course  in  Pass   Mathematics  generally,  and  in 

relation  to    Economies  and   Statistics.    By  Professor  A.  L.  Bowley. 

-  14  p.  Price  1  72  d. 
220     26.  The  Preliminary  Mathematical  Training  of  Technical  Students.  By- 
Mr. P.  Abbott.  — 17  p.  Price  1  '/,  d. 
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221  27.   'riio  'l'raiiiiiii^  oï  Teacliois  of  Miilhciiiatics,    By  Dr.  T. -P.  Nunn.  — 

1:  p.   Priée  1  ','2  •'• 

222  28.    Recenl   Clianges    iii     ilic    Mallieinalical     Tripos    al   Cambridge.    By 

Mr.  Arthur  Bekrv.  —  15  p.   Price  1  '/^  d. 

223.  29-    Mathemalics   in  llie    Preparalory  Scliool.    By    Mr.   E.  Kit<;hem:k.  — 

15  p     Pricp  1   '/2  d. 

224.  ;^0.    Course   in    Malhematics    l'or  Municipal  Secondaiy   Srliools.   By  Mr. 

[..-,M.  JoNKs   —15  p.  Priée  1  '/2  •^■ 

225  •!!.    Examinations    for    Malhemalieal    Scholarships    al   Oxford.    By    Mr. 

A.-l"].  Joi.i.iFFE.  —  Examiualions   Coi'   Mallienialical   Scliolarsliips   at 
Cambridge.  By  G. -H.   Hakdy.  —  22  p.  Priée  2  d. 

226  :>2.    Parallel    Slraight    Lines    and     ihe    Mclliod    of    Direelion.    By    Mr. 

T. -James  Gakstang.  —    8  p.  Price  1   d 

227  ;i3.    Praelic.il    Malhematics   al   Public    Sehools  .    Introduction.    By   Dr. 

H. -H.  TuRNER.  —    Practical  Malhemalics  al  Clifton  Collège.  By  Mr. 

R.-C.  Fawury.  —  Practical  .Malhematics  at  Harrow  School.  By  Mr. 

A.  \V.  SinDONS.  —  Practical  Malhematics  at  Ouudle  School.  By  Mr. 

V.  \V.  Sanderson.  — Practical  Malhematics  at  Winchester  Collège. 

G. -M.  Bill.  —  36  p.  Price  1  d. 
228.    ;>4.    Malhematical  Examinations   al   Oxford.    By    Mr.    A.-L      Dixon.    — 

117  p.  Price  16  d. 
Ces  rapports  ont  été  réunis  en  deux  volumes  sons  le  titre  :   The  Teaching 
of  Mathemalics  in  the  United  Kingdom.   Part  I  &  Part  II.  (Spécial  Reports 
on  Educational  siihjects.  Volumes  26  et  27;  1912.)  —  Prix:  T.  I,  3  sh  ;  T.  II, 
1  sh.  9. 

(Voir  aussi  le  rappoi'l  no  63.) 
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243     I\.    Kaciilty    of   Science    of   Impérial    Universities,    by    1'     Yos.hiye    et 
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de  Varsovie,  publié  par  V Enseign.  mathém.,  13"  année.  —  21  p.  ; 
1911. 

267.  Les    mathématiques   dans  les   cours  supérieurs    de  femmes  à    Moscou. 

Par  M.  Mlodzievski,  anc.  prof,  à  l'Université  de  Moscou.  —  20  p.; 
1915. 
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CHKOIVIQUE 


Sur  l'état  actuel  de  la  publication  des  Oeuvres  d'Euler. 

Dans  la  cominiinicalioii  présentée  sous  ce  titre  au  Conij^rès  in- 
ternational des  mathématiciens,  tenu  à  Strasbourg  en  septembre 
1920,  M.  Marcel  Grossmann,  professeur  à  l'Ecole  Polytechnique 
fédérale  de  Zurich,  a  rappelé  que  l'initiative  de  la  publication  des 
Oeuvres  d'Euler  est  due  a  la  Société  helvétique  des  Sciences  natu- 
turelles.  La  question  avait  été  soulevée  à  Bàle,  en  1907,  à  l'occasion 
du  deuxième  centenaire  de  la  naissance  d'Euler.  Encouragée  par 
la  résolution  votée  par  le  4''  Congrè.s  international  des  mathéma- 
ticiens (Rome  1908i,  la  Commission  Euler  nommée  par  la  Société 
helvétique  parvint  à  réunir  en  peu  de  temps  un  premier  fonds  de 
roulement  et  près  de  300  souscripteurs,  au  nombre  desquels  figurent 
en  première  place  les  grandes  sociétés  savantes  du  monde  entier. 
Au  Congrès  suivant,  tenu  à  Cambridge  en  1912.  la  Commission 
présenta  déjà  cinq  volumes;  dans  une  résolution,  votée  à  l'unani- 
mité, le  Corigrès  invita  le  monde  scientifique  à  soutenir  les  efforts 
de  la  Société  helvétique. 

En  juillet  1914,  dix  volumes  avaient  déjà  été  distribués.  Au- 
jourd'hui la  Commission  Euler  annonce  cinq  nouveaux  volumes, 
ce  qui  portera  à  15  le  nombre  des  volumes  parus,  tandis  que  les 
Oeuvres  complètes  comprendront  près  de  70  volumes. 

Pour  assurer  la  situation  financière  d'une  entreprise  aussi  con- 
sidérable, M.  Pr.  Sarasin  Bàle  ,  Président  de  la  Commission,  créa 
une  Sociélé  Euler  dont  les  cotisations  annuelles  sont  destinées  à 
contribuer  aux  frais  généraux  de  lOeuvre. 

Il  n'est  guère  besoin  de  dire  que  par  suite  de  la  guerre  la  Com- 
mission a  rencontré  de  nombreuses  difficultés.  Il  faut  espérer 
qu'elle  parviendra  à  les  surmonter  grâce  au  concours  que  ne  man- 
queront pas  de  lui  apporter  tous  les  souscripteurs  aux  Oeuvres  et 
les  membres  de  la  Société  Euler.  H.  F. 

Nous  reproduisons  ci-après  la  lettre  que  le  Coinito  de  la  Société 
Euler  vient  d'adresser  n  .vev  abonnés  : 
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«  La  grande  entreprise  de  la  Société  Helvétique  des  Sciences 
naturelles,  l'édition  des  œuvres  complètes  de  Léonard  Ealer,  a 
subi,  comme  tant  d'autres,  les  effets  désastreux  de  la  grande 
guerre.  Non  seulement  nous  avons  eu  ii  sui-monler,  pour  l'impres- 
sion, des  difiicultés,  extraordinaires,  mais  nous  nous  sommes 
encore  trouvés  dans  l'impossibilité  d'expédier  les  volumes  achevés 
à  nos  abonnés  des  pays  en  guerre.  Fidèle  à  ses  obligations  inter- 
nationales, la  (Commission  Euler,  ne  pouvant  se  décider  à  desservir 
exclusivement  ses  abonnés  des  états  restés  neutres,  a  pris  la  réso- 
lution d'attendre,  pour  l'expédition  des  volumes,  que  les  relations 
postales  soient  redevenues  normales.  Ce  moment  nous  parait  venu 
aujourd'hui,  si  nous  faisons  abstraction  de  la  position  exception- 
nelle de  la  Russie^. 

«  .Malgré  des  difficultés  de  toute  nature,  la  Commission  a 
réussi  à  faire  paraître,  au  cours  des  années  passées,  cinq  volumes 
des  œuvres  d'Kuler.  Mais,  étant  persuadée  que,  vu  les  circons- 
tances actuelles,  il  serait  pénible  ou  même  impossible  à  beaucoup 
de  nos  abonnés  de  charger  leur  budget  d'un  aussi  grand  nombre 
de  volumes,  la  Commission  se  permet  d'offiir  en  cadeau  à  tous 
ses  abonnés.  Académies  et  Bibliothèques  publiques  aussi  bien  que 
personnes  privées,  quatre  de  ces  volumes  et  le  cinquième  seule- 
ment contre  remboursement  du  prix  d'abonnement. 

«Ne  veuillez  pas  conclure  de  cette  manière  d'agir  que  la  posi- 
tion financière  de  l'entreprise  Euler  soit  brillante.  Tout  au 
contraire,  nous  avons,  malheureusement,  de  nombreuses  raisons 
d'envisager  l'avenir  avec  la  plus  grande  appréhension.  Non  seule- 
ment les  frais  d'impression  et  le  prix  du  papier  ont  plus  que  dé- 
cuplé depuis  la  période  d'avant-guerre,  mais  nous  nous  heurtons 
aussi  à  la  difficulté  imprévue  de  la  baisse  du  change  dans  divers 
pays.  La  continuation  de  notre  entreprise  ne  sera  donc  garantie 
que  si  tous  nos  anciens  abonnés  nous  restent  fidèles  et  si  nous 
réussissons  à  en  trouver  de  nouveaux. 

«Nous  vous  prions  donc  sincèrement  de  bien  vouloir  conserver 
votre  précieux  et  bienveillant  concours  à  notre  grande  entreprise 
helvétique  et  nous  aider  à  mener  à  bonne  fin  la  tâche  com- 
mencée. » 

Bàle,  décembre  1920. 

Le  Vice-Président  et  Secrétaire  :     Le  Président  de  la  Comn)ission 
Hud.  Fl'eter,  Zurich.  Euler  de  la  Société  Helvétique 

des  Sciences  naturelles  : 
Fritz  Sahasin,  Bàle. 


'  Au  moment  de  mettre  sous  presse  nous  apprenons  que  l'Académie  des  .sciences  de 
Pétrograd  a  pu  continuer,  tout  récemment,  sa  participation  financière  d'après  le  nombre 
des  exemplaires  souscrits.  —  H.  F. 
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Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 

(Journal  de  Liotn'illc,  fondé  en  18'J6./ 

Malgré  de  Q;randes  ditricultés  financières,  le  Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  fondé  par  J,  Liouville  en  1836, 
actuellement  dirigé  par  l'illustre  mathématicien  Camille  .Ioiîdan, 
va  commencer  une  nouvelle  période  de  son  existence  presque 
séculaire. 

Il  a  semblé  à  la  Rédaction  qu'il  convenait  d'élargir  la  composi- 
tion, et  d'y  associer  désormais  les  mathématiciens  de  langues 
étrangères.  Les  premiers  fascicules  de  l'année  1921  contiendront 
notamment,  par  exemple,  des  Mémoires  des  éminents  savants 
américains  L.  E.  Dickson  et  L.  P.  Eisexhakt. 

La  confraternité  traduite  par  cette  collaboration  internationale 
ne  saurait  être  que  profitable  à  tous,  et  nous  serons  heureux, 
pour  notre  part,  de  voir  ainsi  s'étendre  le  cercle  des  collabora- 
teurs du  grand  périodique  mathématique  français.  Il  faut  espérer 
qu'elle  se  manifestera  aussi  par  une  augmentation  du  nombre  des 
abonnés^.  Serait-il  concevable  que  l'un  des  principaux  journaux 
mathématiques  de  l'Europe  ne  puisse  être  consulté  dans  toutes 
les  bibliothèques  scientifiques  et  qu'il  ne  soit  en  possession  des 
savants  qui  désirent  suivre  les  progrès  des  sciences  mathéma- 
tiques. Nous  sommes  certains  que  sous  cette  forme  aussi  la  colla- 
boration des  mathématiciens  ne  fera  pas  défaut  pour  assurer  au 
Journal  de  Jordan  le  succès  qui  doit  être  réservé  à  sa  nouvelle 
série.  H.  F. 

Etats-Unis.  —  Thèses  de  doctorat. 

Doctorats  es  sciences  mathématiques  décernés  par  les  univer- 
sités américaines  pendant  l'année  universitaire  1919-1920,  2'"  liste'-'. 

H.  R.  Brahana  (Princeton)  :  Curveson  surfaces.  —  E.  S.  Ha.m.moxd 
(Princeton)  :  Periodic  conjugate  nets  of  curves.  —  H.  J.  ErTLiN(;i:it 
(Harvard)  :  I.  Existence  theorems  for  the  gênerai  real  self-adjoint 
linear  System  of  the  second  order.  II.  Oscillation  theorems  for 
the  real  self  adjoint  linear  System  of  the  second  order.  —  G.  M. 
RoBixsox  (Cornell;  :  Divergent  double  séquences  and  séries.  — 
Bird  M.  Tlrner  (Bryn  Mawrj  :  Plane  cubics  with  a  given  qua- 
drangle  of  inflexions.  —  W.  L.  G.  Williams  (Chicago):  Funda- 
mental  Systems  of  formai  modular  seminvariants  of  the  binary 
cubic. 


1  La  correspondance  et  les  demandes  d'abonnement  (Fr.  80  pour  la  France  et  Fr.  yO  pour 
les  autres  paysi  peuvent  être  adressées  à  M.  Villat,  professeur  .i  rUiiiversite  de  Strasbourg, 
11,  rue  du  Maréchal  Pétaiu.   Strasbourg. 

'  Pour  la  1"  liste,  voir  VHns.   math.,   XXh  année,   p.  229. 
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Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Alleiiiag"iie.  —  M.  B.  Baui.k.  piivat-docent  à  lUniversité  de 
Hambourg,  a  été  noininé  professeur  de  matliémaliques  à  l'Univer- 
sité de  Graz. 

M.  K.  BiEBKRBACH,  professeur  à  l'Université  de  Francfort  a.  M., 
a  été  nommé  professeur  à  l'Université  de  Berlin,  en  lemplace- 
ment  du  professeur  Cahathéodouy. 

M.  R.  CoLUANT,  professeur  à  l'Université  de  Munster,  a  été 
nommé  professeur  à  l'Université  de  Gœilingue. 

M.  M.  Dehx,  professeur  à  l'Université  de  Breslau,  a  été  nommé 
professeur  à  l'Université  de  Francfort  a.  M. 

M.  H.  DiNGLER,  privat-docent.  a  été  nommé  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Munich. 

M.  A.  GuTZ.MEK,  professeur  à  l'Université  de  Halle,  a  été  nommé 
membre  d'honneur  de  la  Commission  allemande  de  l'enseigne- 
ment des  sciences  mathématiques  et  naturelles  fDAMNU)  et  de  la 
Société  pour  l'avancement  de  l'enseignement  des  sciences. 

M.  H.  Hahn,  professeur  à  l'Université  de  Bonn,  a  été  nommé 
professeur  à  l'Université  de  Vienne. 

M.  F.  Haussdorf,  de  l'Université  de  Greifswald,  a«  été  nommé 
professeur  à  l'Université  de  Bonn. 

M.  L.  KiEPERT,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Hanovre,  prend  sa  retraite. 

M.  V..  Kruppa,  privat-docent,  a  été  nommé  professeur  à  l'Ecole 
technique  supérieure  de  Graz. 

M.  L.  l,icHTE\sTi:iN  a  été  nommé  professeur  à  l'Université  de 
Munster. 

M.  W .  LoRKV.  directeur  à  l'Académie  de  commerce  de  I^eipzig, 
a  été  chargé  de  l'enseignement  des  mathématiques  des  assurances 
à  rUnivei'sité  de  Leipzig. 

M.  E.  .XiETSCH  a  été  nommé  professeur  à  l'Ecole  technique  supé- 
rieure de  Dresde. 

M.  .1.  NiELSEx,  privat-docent  à  l'Univeisité  de  Hambourg,  a  été 
nommé  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Breslau. 

M.  F.  Pfeiffer  a  été  nommé  professeur  à  l'Université  de  Heidel- 
berg. 

M.  \..  PitANTi.,  professeur  à  l'Université  de  Gœttingue,  a  été 
appelé  a  la  chaire  de  Mécanique  technique  de  l'Ecole  technique 
supéricuie  de  Munich. 

M.  PiîzvBVi.i.OK,  de  l'Institut  géodésique  de  Polsdam,  a  été 
nommt;  professeur  d'Astionomie  à  l'Université  de  Kœnigsberg. 

M.  A.  Rosenihal,  privat-docent,  a  été  nommé  professeur  à 
ri'nivrrsité  de  Munich. 
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l.a  Suciélé  mnthénidliqite  allemande  tiendra  sa  réunion  annuelle 
à  lena,  du  18  au  2ô  septembre  1921. 

I/Associalion  des  philolnoiies  et  professeurs  allemands  tiendra 
sa  h\Y  réunion  à  lena,  du  27  au  30  septembre  1921.  Les  travaux  de 
la  section  des  sciences  mathématiques  et  physiques  seront  dirigés 
j)ar  MM.  FIal'ss.nkk  et  I'iikk. 

Ang-lef  erre.  —  La  Royal  Society  a  conféré  la  Médaille  Royale 
au  professeur  G.  H.  Hahdv  pour  ses  recherches  mathématiques  et 
tout  particulièrement  pour  ses  travaux  sur  la  théorie  des  nombres. 

Belg"ic|ue. —  Académie  Royale  de  Bel((iqiie. —  Calasse  des 
Sciences. —  Le  programme  du  concours  annuel  pour  i92'2  coiw- 
prend  les  questions  suivantes  pour  les  sciences  mathématiques 
et  physiques  : 

Première  question  :  On  demande  une  contribution  nouvelle  à 
nos  connaissances  sur  l'absorption  de  la  lumière  dans  l'espace 
interstellaire. 

Deu.vi'eme  question  :  On  demande  une  contribution  importante 
à  la  géométrie  infinitésimale  des  surfaces  courbes. 

Troisième  question  :  On  demande  une  contribution  à  l'étude 
théorique  des  antennes  de  la  télégraphie  sans  fil. 

Pour  chacune  des  questions  le  prix  peut  être  de  1500  francs. 

L'Union  internationale  des  mathématiques  et  le  Comité  national 
belge.  —  L'Académie  est  avisée  de  la  constitution  définitive  de 
l'Union  internationale  des  mathématiciens  et  de  l'opportunité  de 
solliciter  du  gouvernement  belge  l'inscription  au  budget  de  deux 
parts  unitaires  représentant  la  participation  de  la  Belgique  dans 
les  dépenses  administratives  de  l'Union. 

Le  comité  national  belge  des  mathématiques  est  composé  de 
MM.  De  Donder,  Demoulin,  Deruyts,  Fairon,  Goedseels,  Le  Paige, 
Mineur,  Neuberg,  Servais.  Stnyvaert.  de  la  A  allée  Poussin  et 
Wasteels. 

France. —  Académie  des  Sciences. —  M.  Emile  Borki.,  pro- 
fesseur de  calcul  des  probabilités  et  de  physique  mathématique 
à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  Directeur  honoraire  de  l'Kcole 
Normale  Supérieure,  a  été  élu  membre  de  la  section  de  géométrie, 
en  remplacement  de  M.  Georges  Hlmbebt,  décédé. —  Sir  George 
Greexhill  a  été  élu  membre  correspondant  de  la  section  de  méca- 
nique. 

M.  BoLLUJAND  est  nommé  professeur  de  mécanique  lafionnelle 
à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers. 

M.  Lebescue  a  été  nommé  professeur  au  Collège  de  France,  en 
remplacement  de  M.  G.  Humbert.  décédé. 

/.a  reconnaissance  française.  —  L'un  des  diiecteurs  de  JJ En- 
seignement mathématique  peut,  sans  manquer  à  la  modestie,  si- 
L'Enseignement  mathéni..  21'  année;  1S2{'.  23 
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iriialer  le  inëiile  de  l'autre  suitoiit  quand  ce  mérite  vient  d'être 
reconnu  par  l'attribution  d'une  haute  distinction. 

M.  H.  Fkhii  vient  de  recevoii-  du  Gouvernement  français  la 
Croix  de  la  Légion  d'honneur.  Est-il  besoin  de  rappeler  que  l'é- 
minent  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Genève  a  été,  pen- 
dant la  guerre,  d'un  secours  immense  aux  étudiants  prisonniers  de 
guerre  et  aux  soldats  français  qui,  internés  en  Suisse,  voulaient 
reprendre  le  cours  de  leurs  éludes.  Ce  rôle  universitaire  s'est 
même  trouvé  prolongé  sur  le  terrain  de  la  production  scientifique 
proprement  dite;  il  a  permis  l'éclosion  doeuvres  telles  que  le 
Traité  de  Calcul  vectoriel  du  lieutenant-colonel  R.  Leveugle.  Kn 
outre  M.  Fehr  a  fait  des  efforts  immenses  pour  rétablir  au  travers 
de  la  Suisse,  des  correspondances  entre  parents  séparés  par  le 
plus  elfroyable  et  le  plus  inattendu  des  cataclysmes. 

Il  semble  encore  que  L' Enseignement  mathématique,  en  la  per- 
sonne de  tous  ses  lecteurs,  correspondants  et  amis,  peut  s'enor- 
gueillir, à  juste  titre,  d'une  décoration  française  attribuée  à 
celui  des  diiecteurs  de  la  Revue  qui  est,  de  beaucoup,  le  plus  actif, 
et  qui,  depuis  longtemps,  a  rendu  les  plus  éminents  services  à 
l'enseignement  des  mathématiques  à  tous  les  degrés.  La  Fi-ance 
a  toujours  été  jalouse  de  son  influence  à  l'étranger  à  condition 
que  cette  influence  soit  pacifique  et  se  traduise  d'abord  par  un 
rayonnement  de  sa  pensée;  en  particulier,  nous  nous  sommes 
toujours  efforcés,  ici,  d'établir  et  de  défendre  un  tel  idéal.  M. 
Fehr,  sans  aucun  doute,  considérera  aussi  sa  décoration  comme 
étant  la  reconnaissance  d'un  tel  point  de  vue  auquel  il  se  montre 
attaché  en  poursuivant,  depuis  22  ans,  la  publication,  en  langue 
française  d'un  journal   mathématique  de  caractère  international. 

A.  BuHL  (Toulouse). 

Italie.  —  M.  I^.  Donati,  professeur  de  Physique  mathéma- 
tique à  l'Université  de  Bologne,  prend  sa  retraite. 

A  partir  de  l'année  scolaire  1921-1922,  sont  transférés  : 

M.  G.  ScoRZA,  professeur  ordinaire,  de  Catane  à  Naples  (géo- 
métrie analytique)  ; 

MM.  O.  Lazzarino  et  M.  Picone,  professeurs  extraordinaiies,  de 
Cagliari  à  Catane  (mécanique  rationnelle  et  analyse  infinitési- 
male) ; 

Sont  nommés  professeurs  extraordinaires  à  l'Université  de 
Cagliari  : 

M""  Pia  Nal[.i,  pour  l'analyse  infinitésimale,  M.  L.  Silla,  pour 
la  mécanique  rationnelle. 

Nécrologie. 

Georges  Humbkrt.  —  Nous  apprenons  avec  regret  la  mort  de 
M.  Georges  Humbert,  membre  de  l'Institut,  décédé  le  22  janvier  à 
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rage  de  62  ans.  Entré  le  premier  à  l'Ecole  Polytechnique  en  1867, 
il  avait  passé  son  doctorat  os  sciences  en  1885  et  était  devenu  pro- 
fesseur d'Analyse  à  l'Kcole  [Polytechnique  la  même  année. 

L'œuvre  uiathéuiati<pK'  de  M.  ilunihert  est  très  importante;  ses 
travaux  se  rattachent  à  la  fois  à  l'analyse  et  à  la  j)[éoinétrie  et  plus 
particulièrement  à  la  théorie  des  courbes  et  des  surfa(;es  al((é- 
briques.  Chacun  connaît  son  beau  traité  d'analyse  renfermant 
avec  quelques  développements,  son  cours  de  l'Ecole  Polytech- 
nique. 

A.  Ki(;(;enbach.  —  La  science  suisse  vient  de  perdie  l'un  de  ses 
meilleurs  i-eprésentants  en  la  personne  de  iM.  A.  Rigcexuac;!!- 
BuHCKHARor,  ancien  professeur  d'Astronomie  à  lUniversilé  de 
Bàle.  Ses  recherches  portèrent  plus  particulièrement  sur  la  i^éo- 
désie,  la  créophysique  et  la  météorologie. 

J.  Thom.ï.  —  M.  J.  Tho.m.î:,  ancien  professeur  à  l'Université 
de  lena,  est  décédé  le  2  avril  1921,  à  l'âge  de  80  ans. 
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Annuaire  pour  l'an  1921,  i)ublié  par  le  Bureau  des  Longitudes  avec  des 
notices  scientifiques.  — -  1  vol.  in-lti.  env.  850  p.  ;  Fr.  6. —  ;  Libi-iiirie 
Gauthier-Villars  &  C'e,  Paris. 

L'Auuuaire  du  Bureau  des  Longitudes,  si  précieux  par-  les  nombreux  do- 
cuments qu'il  contient,  renferme  cette  année,  après  les  tables  du  calendrier 
et  les  tables  astronomiques,  des  tableaux  relalits  aux  fuseaux  horaires  et 
aux  heures  légales.  Dans  le  même  chapitre  figure  la  tin  des  articles  sur  les 
cadrans  solaires  (1918  et  1919),  par  M.  Bigourdan  et  le  résumé  de  la  physi- 
que solaire  dont  le  texte  a  été  complété  par  M.  Deslandres.  Puis  viennent  les 
notes  et  tables  relatives  aux  mesures  légales  et  aux  statistiques  géogra- 
phiques. On  a  fait  un  certain  nombre  de  suppressions  aux  articles  insérés 
dans  les  années  antérieures,  chaque  suppression  étant  indiquée  à  la  place 
où  l'article  devrait  flgurer  avec  un  renvoi  au  volume  contenant  la  table. 

Les  notices  sont  dues  cette  année  à  M.  Bigourdan,  Les  mouvements  pro- 
pres et  les  vitesses  radiales  des  étoiles,  et  au  général  Bourgeois,  Notice  sur 
le  général   Bassol  (avec  un  portrait). 

Le  supplément  pour  Tau  1922  contient  des  tables  relatives  aux  calendriers, 
éclipses,  aux  marées,  etc. 

A.  Blhi  .  —  Géométrie  et  analyse  des  Intégrales  doubles  [Scientia,  Phys. 
"Shxih.  .\o  36|.  1  vol.  in-8o,  68  p.  ;  6  fr.  ;  Gauthier-Villars,  Paris,  1920.' 
Ou   connaît  généralement  les    applications  innombrables    de  la  formule  de 

Stokfs  et  des  formules  analogues   en   physique    mathématique.  Leurs   appli- 
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cations  géométriques,  exlrêmement  intéressantes  elles  aussi,  sont  beaucoup 
moins  connues.  II  convient  de  remercier  M.  Bulil  qui,  par  ses  recherches,  a 
notiiblemeut  contribué  à  les  développer,  d'avoir  rassemblé  en  quelques 
pages  concises  et  vivantes  nn  choix  de  travaux  anciens  ou  récents  qui  tous, 
malgré  IcMir  diversité,  peuvent  être  rallacliés  à  des  conséquences  immédiates 
de  l'identité 

f  fdxdr  =Jxdy  . 

.1  c 

Dans  son  Introduction  M.  Bulil  note  :  «  11  est  surprenant  qu'on  puisse 
ainsi  r;issembler  de  nombreux  et  élégants  théorèmes  constituant  alors 
comme  une  préface,  aisément  obtenue,  à  des  travaux  véritablement  gran- 
dioses et  dus  à  des  maîtres  de  la  science  française...  D'ailleurs,  les  deux 
membres  de  l'idenlilé  précédente  ont  déjà  engendré  de  fructueuses  moissons  ; 
rappelons  uotammenl  leui-  rôle  sur  les  surfaces  de  Riemann,  quanta  l'obten- 
tion des  propriétés  fondamentales  des  intégrales  abéliennes...  Ces  quelques 
pages  doivent  conduire  à  étudier  beaucoup  en  dehors  d'elles  :  tout  en  res- 
tant au  seuil  d'imposants  monuments  scientifiques,  j'ai  pu  réindiquer  les 
grands  sujets  d'étude  qu'ils  comportent  en  y  joignant  même  quelques  indi- 
cations de  moindre  importance,  relatives  à  des  problèmes  soulevés  par  mon 
propre  exposé.  De  toutes  façons,  je  pense  attirer  l'attention  sur  de  grands 
champs  de  recherches  d'un  abord  souvent  facilité  par  l'intuition  géo- 
métrique ». 

Table  des  matières.  —  Introduction  p.  3.  —  1.  L  identité  fondamentale. 
Formules  de  Riemann  et  de  Stokes,  p.  4.  —  II.  Géométrie  de  la  formule  de 
Stokes.  Travaux  de  MM.  G,  Humbert  et  G.  Kœnigs,  p.  14.  —  III.  Inter- 
vention (les  courbures  des  contours  et  des  cloisons.  Formules  d'Ossian 
Bonnet  et  de  M.  P.  Appell,  p.  34.  —  l\ .  Etude  de  la  formule  (H).  Travaux 
de  M.  E.  Goursat,  p.  46.  —  V.  La  formule  de  Stokes  sur  les  surfaces  algé- 
briques. Travaux  de  M.  E.  Picard,  p.   57. 

La  formule  (H),  dont  il  est  question  dans  cette  énumération,  est  relative 
à  une  intégrale  de  surface  invariante  pour  toutes  les  cloisons  ayant  même 
contour  el  même  succession  de  pltins  tangents  le  long  de  ce  contour.  Elle 
se  rattache  intimement  aux  équations  de  Monge-Ampère,  aux  transforma- 
tions de  Biickiund,  à  l'équation  adjointe  de  Riemann,  aux  fonctions  de  deux 
variables  complexes.  M.  Planchekel  (Fribourg). 

Th.  De  Do.ndek.  —  Leçons  de  Thermodynamique  et  de  Chimie  physique, 
rédigées  par  F.  H.  van  den  Dungen  et  G.  van  Lerberghe.  Première 
partie  :  Théorie.  —  1  vol.  gr.  in-8o  de  iv-152  p.  et  2'+  fîg.,prix  :  15  fr.  ; 
Paris,  Gauthier-Villars  &  Ci^  1920; 

M.  Th.  De  Donder,  professeur  de  Physique  mathématique  à  l'Univeisité 
de  Bruxelles,  en  ses  nouvelles  Leçons  théoriques,  donne  un  exposé  admi- 
rablement clair  et  concis  de  la  Thermodynamique  et  de  la  Chimie  physique. 
C'est  le  ti-iomphe  de  l'esprit  mathématique,  qui,  d'ailleurs,  avec  Willard 
Gibbs,  a  toujours  triomphé  dans  ces  questions  où  les  problèmes  semblent 
généralement  simples  pourvu  qu'ils  soient  convenablement  posés. 

L'ouvrage  se  suffit  amplement  à  lui-même;  on  peut  l'aborder-  avec  la 
simple  connaissance  des  parties  élémentaires  du  calcul  infinitésimal  et  avec 
la  certitude  qu  on  connaîlia   la  science  dont  il  traite  quand  on  aura  parcouru 
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à  peine  150  pages.    Uue  seconde  partie  viendra  bientôt  nous  éclairer  davan- 
tage encore  eu  ce  fjui  concerne  les  faits  expérimentaux. 

Les  débuts  donnent  une  impression  quasi  géométrique  ;  c'est  une  chose 
redoutable  que  de  définir  une  égalité  de  quantités  d'énergie  ou  une  égalité 
de  températures.  Sans  insister  sur  les  premiers  principes,  il  semble  qu'une 
grande  idée  se  dégage  rapidement  de  l'exposé  de  M.  13e  Donder  :  celle  des 
potentiels  thermodynamiijues  de  Duhem. 

Les  cycles  réversibles  ont  d'abord  conduit  aux  difTérentielles  thermiques 
admettant  l'invei-se  de  la  température  absolue  pour  facteur  intégrant  :  d'où 
\  entropie.  De  même,  dans  les  transformations  adiabatiques,  il  |)eul  arriver 
qu'un  travail  extérieur  soit  uue  différentielle  exacte,  d'où  une  eiithalpie  qui 
reste  constaule  si  la  transformation  est,  de  plus,  isobarique.  Les  fonctions 
auxquelles  on  pourrait  donner  des  noms  de  ce  genre  sont  lliéoriquement 
en  nombre  indéfini.  Elles  sont  susceptibles,  elles-mêmes,  de  devenir  des 
variables,  les  potentiels  réapparaissant  alors  sous  d'autres  formes  ;  en  de 
tels  points,  d'une  importance  physique  primordiale,  que  de  beaux  exercices 
on  pourrait  avoir  quant  à  la  délicate  analyse  des  changements  de  variables  ! 

Mais  nous  arrivons  aux  systèmes  de  Gibbs  comprenant  un  nombre  quel- 
conque de  systèmes  uniformes  ou  phases.  Ceux  qui  n'ont  qu'une  phase  sont 
déjà  étudiés  et,  des  piemiers  principes  qui  leur  correspondent,  il  s  agit  de 
déduire  maintenant  une  dynamique  et  une  thermique  des  transformations 
physiques  et  des  combinaisons  chimiques. 

C'est  alors  que  les  formules  physiques,  déjà  très  élégantes  tout  à  l'heure 
grâce  aux  potentiels  thermodynamiques,  se  transforment,  de  manières  extrê- 
mement variées,  avec  une  élégance  nouvelle  et  qui  ne  peut  que  s  accroître 
de  par  les  propoi'tionnalités  très  simples  des  lois  relatives  aux  combinai- 
sons. Des  parois  semi-perméables,  permettent  toujours,  quant  aux  réactions, 
d'isoler  ou  de  faii-e  intervenir  certaines  des  masses  en  présence  et  c'est 
cette  fois,  l'analyse  de  formes  différentielles  linéaires  où  toutes  les  variables 
interviennent  ou  n'interviennent  pas.  le  raisonnement  conservant  toujours 
la  même  allure.  On  peut  aborder  ainsi,  par  surcroît,  la  théorie  de  1  osmose. 

La  célèbre  règle  des  phases  est  un  théorème  énumératif  qui  mesure  le 
nombre  de  degrés  de  liberté  d'un  système  ;  elle  est  accompagnée  de  remar- 
ques intéressantes  sur  la  variance  réduite  et  le  problème  des  masses. 

Quelques  exemples  de  réactions  simples,  en  attendant  ceux  de  la  seconde 
partie  de  l'œuvre,  montrent  déjà  l'immense  fécondité  d  une  analyse  toujours 
élémentaire. 

Parmi  les-  contributions  nouvelles  apportées  par  M.  de  Donder.  citons  ses 
généralisations  relatives  aux  systèmes  à  températures  non  uniformes,  et  aux 
lois  de  Braun.  de  van't  Hoff  et  de  Le  Chatelier. 

Il  y  a,  dans  I  œuvre,  toute  la  thermodynamique  classique  dont  la  portée 
se  trouve  puissamment  augmentée  par  les  méthodes  de  Gibbs,  le  tout  étant 
abrégé,  avec  une  rare  aisance,  par  l'analyse  d'un  auteur  qui.  outre  les  for- 
mules, manifeste  un  sens  profond  et  délicat  des  réalités  physiques. 

A.  BuHL  (Toulouse). 

L.  E.  DicKso.N.  —  History  of  the  Theory  of  Numbers.  —  Vol.  1   Di^-isihi- 
lity    and  Primality.   Vol.    II.    Diophaniine    .inalrsis.    —   2  vol.    gr.  in-8, 
XII  —  488  p.  et  XXV  —  803  p.  :    chaque  vol.  7    doll.  50,    Carnegie    Institu- 
tion, Washington,  1919  et  1920. 
A  1  heure  actuelle,  un  ouvrage  de  mathématiques  de  près  de  1300  pages,  à 
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tirage  limité,  ne  peut  être  publié  qu'avec  d'importants  concours  financiers. 
En  prenant  à  sa  charge  la  publication  de  l'histoire  de  la  théorie  des  nom- 
bres de  M.  Dickson,  professeur  à  l'Université  de  Chicago,  1  Institution  Car- 
negie rend   un  grand  service  aux  sciences  mathématiques. 

Il  s'agit  d'un  ouvrage  considérable  qui  sera  consulté  avec  profit  par  tous 
ceux  qui  s'intéressent  au  domaine  de  la  théorie  des  nombres.  Il  donne  un 
aperçu  très  complet  du  développement  historique  de  la  théorie  des  nombres 
depuis  l'antiquité  Jusqu'à  nos  jours.  Par  sa  richesse  de  documentation  et  ses 
intéressants  aperçus  critiques,  l'œuvre  magistrale  de  M.  Dickson  devient 
indispensable  à  tous  ceux  qui  s'occupent  de  cette  partie  si  captivante  des 
mathématiques. 

Analyser  cet  ouvrage,  ce  serait  passer  en  revue  les  mémoires  classiques 
de  la  théorie  des  nombres.  Bornons-nous  donc  à  donner  une  idée  du 
contenu  en  signalant  les  titres  des  principaux  chapitres  : 

Volume  I.  Divisibihlé  et  nombres  premiers.  Nombres  parfaits  et  nombres 
amiables.  Théorèmes  de  Fermât  et  de  Wilson.  Résidus,  Fonction  <l>  d'Euler. 
Fractions  périodiques.  Racines  primitives.  Congruences.  Divisibilité.  Tables 
de  facteurs.  Nombres  de  Fermât.  Séries  récurrentes.  Théorie  des  nombres 
premiers.  Inversion  des  fonctions.  Fonctions  de  Môbius.  Propriétés  des 
chiffres  d'un  nombre. 

Volume  II.  Analyse  indéterminée.  Nombres  polygonaux.  Equations  indé- 
terminées du  premier  degré  et  congruences.  Triangles  rectangies  rationnels. 
Somme  de  2,  3,  4,  ou  n  carrés.  Congruences  quadratiques.  Séries  de  Liou- 
ville.  Equations  de  Pell.  Equations  indéterminées  du  second  degré.  (>arrés 
en  progression  arithmétique  ou  géométrique.  Systèmes  de  deux  équations 
du  second  degré.  Equations  du  troisième,  quatrième  ou  n">^  degré.  Pro- 
blèmes de  Waring.  Dernier  théorème  de  Fermât. 

Chacun  des  volumes  se  termine  par  une  table  des  auteurs  suivie  d'une 
table  analytipue   des  matières.  H.   F. 

A.  Fkae.nkel.  —  Einleitung  in  die  Mengenlehre.  Eine  gemeinverstiindliche 
Einfiihrung  in  das  Reich  der  unendlichen  Grôssen.  —  1  vol.  iu-8,  v-155  p. 
10  Marks,  Julius  Springer,  Berlin,  1919. 

La  théorie  des  ensembles  mis  à  la  portée  de  tout  le  monde.  Tel  est  I  objet 
de  cet  ouvrage.  En  raison  du  but  poursuivi,  l'auteur  s'est  borné  aux  prin- 
cipes fondamentaux  sans  examiner  d'une  manière  approfondie  les  applica- 
tions géométriques.  Sous  cette  forme  ce  petit  volume  constitue  un  excellent 
ouvrage  d'initiation  à  l'usage  des  étudiants.  Il  sera  aussi  lu  avec  intérêt  par 
les  philosophes. 

R,  Frickk.  — Lehrbuch  der  Differential- und  Integralrechnung  und  ihrer 

Anwendungen.  Eistcr  Band  -.  Differentialn-chnitng  mit  einer  Sanimlung 
von  253  Aufgaben.  Zweiter  Band:  Integralrechnung  mit  einer  Sammiung 
von  242  Aufgaben.  —  2  volumes  in-8.  xii-400  p.  et  v-413  p.  et  229  fig.  ; 
15  Mk.  le  vol.,  majoration  non-comprise;  B.  G.  Teubner,  Leipzig  1918. 

Après  une  longue  pratique  de  l'enseignement,  M.  FrLcke  s'est  décidé  à 
publier  un  traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  à  l'usage  des  étudiants  de 
l'enseignement  technique  supérieur  et  des  Facultés.  Tenant  compte  des 
nombreuses  critiques  formulées  à  diverses  reprises  à  l'égard  de  l'ensei- 
gnement    des     mathématiques     dans     les     écoles    techniques     supérieures, 
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M.  Fricke  s'est  efrorcé  de  faire  un  oiivraj^e  répondant  à  la  fois  aux  exigences 
de  la  science  mathématiqne  et  aux  besoins  des  physiciens  et  des  ingénieurs. 
Il  y  a  pleinement  réussi. 

La  partie  théorique  est  limitée  aux  objets  essentiels  qui  sont  présentés 
avec  clarté  et  précision.  Quant  aux  applications,  l'auteur  a  rompu  avec  la 
tradition  en  ne  se  bornant  pas  uniquement  aux  applications  géométriques, 
mais  eu  faisant  aussi  une  large  part  aux  applications  fondamentales  emprun- 
tées à  la  mécanique  et  à  la  physique  et  en  faisant  l'étude  des  instruments 
mathématiques  :  intégraphes,  planimètres,  intégrateurs  et  analysateurs, 
dont  l'emploi  est  de  plus  eu  plus  répandu  dans  les  sciences  techniques. 

De  nombreux  exercices  et  problèmes  ont  été  incorporés  dans  chaque  cha- 
pitre. L'auteur  a  apporté  un  soin  tout  particulier  aux  applications  numériques. 

Ce  nouveau  traité  est  appelé  à  rendre  de  grands  services  aux  étudiants, 
mais  il  sera  aussi  lu  avec  intérêt  par  tous  ceux  qui  enseignent  le  calcul  dif- 
férentiel et  intégral.  H.   F. 

A.  B.  SouREK.  —  Traité  de  Géométrie  descriptive  (en  bulgare)  —  I  vol. 
grand  in-8o,  616  p..  846  fig.  ;  Sofia. 

Ecrit  à  la  veille  de  la  guerre,  cet  ouvrage  constitue  un  traité  complet  de 
géométrie  descriptive  qui  est  appelé  à  rendre  de  grauds  services  dans  ren- 
seignement supérieur,  universitaire  et  technique,  en  Bulgarie.  Par  les  ma- 
tières traitées,  comme  par  la  méthode  d  exposition  et  le  soin  apporté  aux 
figures,  1  ouvrage  de  M.  Sourek  est  l'équivalent  des  grands  traités  classiques 
de  géométrie  descriptive.  Il  n'est  pas  limité  à  la  méthode  de  Monge  et  aux 
projectious  cotées,  mais  il  contient  aussi  une  étude  approfondie  de  l'axo- 
nométrie,  de  la  projection  centrale  et  des  applications  à  la  projection  nor- 
male. Un  aperçu  historique  est  placé  eu  tète  de  l'ouvrage.  Dans  l'Appendice 
on  trouvera  une  bibliographie  mentionnant  les  principaux  ouvrages  à  con- 
sulter. II.  F. 

T.-J.  Stieltjes.  —  Oeuvres  complètes  publiées  par  les  soins  de  la  Société 
mathématique  d'Amsterdam.  Tome  II.  —  1  vol.  grand  in-4o,  iv-603  p.  ; 
25  florins  les  2  vol.  ;  P.  Xordhoff.  Groningue,  1918 

Nous  avons  déjà  signalé  le  tome  I  des  Oeuvres  complètes  de  Stieltjes 
[E.  M.^  T.  17,  p.  153|.  Les  mémoires  sont  publiés  dans  l'ordre  chronolo- 
gique d'après  la  liste  faisant  suite  à  la  belle  Notice  de  M.  E.  Cosserat, 
publiée  dans  les  Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse  (1895).  Le  tome  II 
contient  les  mémoires  numérotés  de  48  à  84.  On  y  trouvera  les  travaux  bien 
connus  sur  l'analyse,  les  polynômes  de  Legendre,  les  fractions  continues, 
la  théorie  des  nombres,  etc.  Les  trois  derniers  mémoires  (82-84)  ont  été 
rédigés  d'après  un  manuscrit  inédit.  Ce  sont  des   notes    sur  la   loi   de    réci- 

a 

procité  de    Legendre.  sur   l'intégrale     /  .r  "    e'"^  d.r  et     sur    certaines     iiiéga- 

(I 
lités  dues  à  Tchebychef. 

Tous  les  mathématiciens  sauront  gré  à  la  Société  mathématique  d  Ams- 
terdam, et  tout  particulièrement  à  MM.  Kapteyn  et  Kluyver,  d'avoir  terminé 
cette  importante  publication  qui  vient  prendre  place  à  côté  de  la  Corres- 
pondance d'Hermite  et  de  Stieltjes.  H.  F. 
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tations d'un  entier  par  les  formes  positives  d'Hermite  dans  un  corps  qua- 
dratique imaginaire.  —  Ch.  Plâtrier  :  Sur  les  efforts  intérieurs  dans  un 
corps  homogène  isotrope  en  équilibre  élastique.  —  i*""  septembre.  — 
E.  KoGBETLiANTz  :  Nouvelles  observations  sur  les  séries  ultrasphériques.  — 
G.  Humbert  :  Sur  la  mesure  de  l'ensemble  des  classes  positives  d'Hermite, 
de  discriminant  donné,  dans  un  corps  quadratique  imaginaire.  —  8  .sept.  — 
Stuyvaert  :  Elimination  d'une  inconnue   entre   trois   équations  algébriques. 

—  N  -E.  NôKi.u.ND  :  Sur  la  solution  principale  d'une  certaine  é(|uation  aux 
différences  finies.  —  G.  Humbert  :  Sur  la  mesure  des  classes  d  llermile  de 
discriniinanl  donné  dans  un  corps  quadratique  imaginaire,  et  sur  certains 
volumes  non  euclidiens.  —  15  sept.  —  E.  Goursat  :  Remarques  sur  un  pro- 
blème de  géouK'trie  vectorielle.  —  22  sept.  —  N.-E.  Norlund  :  Sur  les  po- 
lynômes de  Bernouili.  —  L.  B.  Robi.nson  :  Un  système  symétrique  de  poly- 
nômes. —  J.  Chazy  :  Sur  les  solutions  du  problème  des  trois  corps  où  les 
trois  corps  forment  un  triangle  isocèle.  —  29  sept.  —  J.  Woi.ff  :  Sur  les 
suites  de  fonctions  holomorphes.  —  6"  oct.    —    E.  Norlund  :  Sui-  une  exten- 
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sioii  des  polviiomes  de  Bernoulli  —  Staïlow  :  Sur  lit  représeiilalioii  analy- 
tique des  (oiiclioiis  de  plusieurs  variables  complexes.  —  G.  Ci  m  :  Sur  les 
Iriiiisformatious  des  équations  linéaii-es  aux  dérivées  partielles  à  deux  va- 
riables indépendantes.  —  13  oct.  —  P.  Boitkoux  :  Sur  une  famille  de  fonc- 
tions nfiulliformes,  intégrales  d'une  équation  (lifFérenlielle  du  premier  oi'fire. 
—  20  oct.  —  -M.  Pétrovitch  :  Intégrales  délinies  dont  la  partie  décimale 
s'exprime  à  laide  des  nombres  premiers.  —  G.  Kolossoff  :  Sur  le  mouve- 
ment d'un  solide  dans  un  liquide  indéfini.  —  ?7  oct.  —  A.  Chatei.et  :  Sur 
les  nombres  hypercomplexes  à  multiplication  associative  et  commnlative.  — 
E.-T.  Bell  :  Sur  les  représentations  propres  par  quelques  formes  quadra- 
tiques de  r>iouville.  —  S  noy.  —  G.  Bouligand  :  Sur  les  fondions  bor- 
nées et  harmoniques  dans  un  domaine  infini,  nulle  sur  sa  frontière.  — 
S.  Stoïlow  :    Sur   une    classification    des    ensembles    de    mesure    nulle      — 

E.  KoGBETLiA.NTZ  :  Sur  l'nnicilé  des  développements  ultrasplH'i-iijues.  — 
N.-E.  NôRLUND  :  Sur  le  calcul  aux  difTéreiices  finies.  —  T.  Cakle.man  :  Sur 
les  équations  intégrales.  —  10  nuw  —  E.  Bo.mpiani  :  Surfaces  de  translation 
et  surfaces  minima  dans  les  espaces  courbes.  —  17  nov.  —  G.  Bouligand  : 
Sur  les  solutions  de  l'équation  Am  =  À«,  analytiques  et  bornées  dans  un 
domaine  indéfini,  nulles  sur  sa  frontière.  —  N.-E.  Norlund  :  Sur  le  calcul 
des  différences  finies.  —  H.  Dulac  :  Sur  les  cycles  limites.  —  O.  Mayek  : 
Sur  les  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre  à  deux  droites  doubles.  — 
P.  HuMBKRT  :  Sur  le  calcul  approché  des  éléments  des  JacobicM-'  critiques 
d  ordre  élevé.  —  24  nov  —  L.  E.  J.  Brocwer  :  Sur  la  classificalion  des  en- 
sembles fermés  situés  sur  une  surface.  —  E.  Kogbeti.iantz  :  Sur  1  unicité 
des  développements  ultrasphériques  —  i^""  déc.  —  G.  Bouligand  :  Sur  le 
problème  de  Dirichlet.  —  8  déc.  —  G.  Valiro.n  ;  Sni-  les  ensembles  régu- 
liers de  mesure  nulle.  —  15  déc.  —  M.  Plancherel  :  Sur  la  méthode  d'inté- 
gration de  Ritz.  —  J.  Drach  :  Détermination  des  intégrales  premières  de 
l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiqiies,  rationnelles,  par  rapport  à 
la  dérivée  première  de  la  fonction  inconnue.  —  29  déc.  —  F.  Carlso.n  :  Sur 
une  propriété  des  polynômes  d'une  variable. 

Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker  Vereinigung.   28.  Band.   — 

R.  v.  Lilienthal  .  Zur  Théorie  der  geodiitischen  Liuien.  —  K.  Bokr  :  Der 
Modularkreis  der  Ellipse.  —  A.  Lœwy  :  Axiomalische  Begriindung  der  Zius- 
iheorie.  —  G.  Pôlya  :  Verschiedene  Bemerkungeu  zur  Zahlenlheorie.  — 
C.  ÏH.ER  :    Umlaufsinn    im    Raume    von    beliebig    vielen    Dimensionen.     — 

F.  Bernstei.x  :  Die  Uebereinstimmung  derjenigen  beiden  Summaliousver- 
fahren  einer  divergenten  Reihe,  welche  von  T.  E.  Slielljes  und  E.  Bore! 
herrûhren.  —  Id.  :  Die  Mengenlehre  Georg  Cantors  und  der  Fiiiilismus.  — 
K.  Carda  :  Ueber  eine  von  .L.-N.-.M.  Carnot  berechnete  Diffeicntialinva- 
riante.  —  Ph.  M.ï:NNt:HEN  :  Ueber  ein  Inlerpolationsverfahren  «les  jiigend- 
lichen  Gauss.  —  H.  VVeyl  ;  Der  circulus  vitiosus  in  der  heuligen  Begriin- 
dung der  Analysis.  —  R.  v.  Mises  :  Ueber  Kurven  gleichmassiger  Kriim- 
mung. —  H.  .MoHRMA.NN  :  Réelle  kanonische  Darstellung  der  Diedergrnppen. 

G.  SzEGô  ;  Ueber  einen  Satz  der  Herrn  Caralhéodory.  —  H.  Dingler  :  Ueber 
die  axiomalische  Grundiegung  der  Lehre  vom  Ding.  —  F.  Dingkldey  :  Ein 
mehrfach  verbreiteler  Irrtum  ùber  eine  Schrift  von  C.  Madaurin.  — 
G.  Szivessy  :  Ueber  die  Zerlegung  eines  beliebigen  Veklorléldes.  — 
H.  FuHR  :  Abschàlzungsformeln  ans  dem  Gebiet  der  linearen  Diflèrential- 
systeme  erster  Orduung.  —  G.  Junge  :  Beweis  zweier  Sâtze  von  .Mac  .Mahon 
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iiber  die  Funklionen  s^..  —  K.  Kommekeil  :  Der  Kegel  zweiter  Ordming  in 
Ebeiienkoordinaten.  —  P.  Stackt.l  :  Periodisclie  Lôsungen  zweiter  Arl  beim 
Dreikorperproblem.  —  K.  Nœthek  :  Die  arilhmetische  Théorie  der  alge- 
braischen  Funklionen  eincr  vciiinderliclien,  in  ihrer  Bezicliung  zu  den  iibri- 
gen  Theorien  und  zu  der  Zalilkorpertheorie.  —  L.  l"'.  J.  Bkolwer  :  Inlui- 
tioiiistische  Mengenlelire.  —  R.  Konig  :  Kunktioncu-  und  zahlenlheoretische 
Aualogien.  —  Id.  :  Beitràge  zu  einer  allgeincinen  liuearen  Manniglaltig- 
keilslehre. 

Journal   fur   die   reine    und   angewandte   Mathematik.    Band    150.    — 

H.  Bkandt  :  Koinposition  der  binarcii  cjiiadratisclien  Formen  relaliv  einer 
Gruiidform.  —  H.  Jung  :  Ueber  algebraische  Fliichen.  —  G.  Fabek  :  Ueber 
Tschebysclien'scrie  Polynôme  —  F.  Lucacs  :  Ueber  die  Bestinimung  des 
Sprunges  einei-  Funklion  ans  ihrer  Fourierreihe.  —  O.  Olsson  :  Einige  An- 
wendungen  der  hydrodynamischen  Theorien  von  Kirchhoff-Clebsch.  — 
T.  Rella  :  Ueber  die  miiltiplikative  Darstellung  von  algebraischen  Zahlen 
eines  Ga/oîsschen  Zahlkôrpers  fur  den  Bereich  eines  beliebigen  Primteilers. 
E.  CzuBFR  :  Der  Mitlelwert  eines  Quotienten.  —  J.  Rosanes  :  Bemerkungen 
zu  der  Aufgabe,  eine  quadratische  Form  als  Sumine  von  Quadraten  linearer 
Formen  darzusleilen.  —  M.  Bauer  :  Bemerkung  ûber  die  Znsainmensetzung 
dei"  algebraischen  Zahikôrper. 

Monatshefte  fur  Mathematik  und  Physik.   XXIX.  Jahrgang  1918.  Eisen- 

steiii  &  Co,  \\'ien.  —  S.  Bkugmann  :  Ueber  eine  Eigenschaft  der  addiliven 
Zeriiillungen  der  Zahlen.  —  H.  Geikinger  :  Trigonomeirische  Doppelreihen. 
-  W.  Gross  :  Ueber  <lie  Singnlarilaten  analytischer  Funklionen.  —  Ueber 
das  Flâchenmass  von  Punklmengen.  —  Ueber  das  lineare  Mass  von  Punkt- 
mengen.  —  G.  Hamel  :  Ueber  Funklionen  mil  beschranklem  miltleren  Qua- 
drat  und  ûber  die  Greuzen  der  Flâchenvergrôsserung  bei  konfornior  Abbil- 
dung.  —  F.  Leja  :  Beslimmung  der  Invarianleti  der  gewôhniichen  Differen- 
lialgleichungen  3.  Ordnung  in  bezug  auf  die  Punkttransformationen.  — 
M.  Pasch  :  Sechs  Punkle  eines  Kegelschnitls.  —  F.  Rilf  ;  Beslimmung  der 
neuen  Integrationsgrenzen  fur  ein  vielfaches  Intégral  bei  Verlauschung  der 
Integralionsfolge  miltels  der  Aussagenlheorie  der  Algebra  der  Logik.  — 
R.  Seelig  :  Ueber  das  vollstandige  Invariantensysteni  dreier  ternarer  quadra- 
tischer  Formen. 

Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  Tome  XIX    —  B.  Gambier  :   Sur 

l'idenlilé  de  Bezout.  —  L.  I'o.mey  ;  Démonstralion  du  théorème  fondamental 
de  la  théorie  des  équations  algébriques.  —  M.  Pétrovitch  :  Théorème 
général  sur  les  équations  algébriques.  —  M.  Weill  :  Sur  des  séries  remar- 
quables. —  L.  Leveugi.e  :  Noie  sur  le  déplacement  infiniment  |»elit  d'un 
trièdre  attaché  à  une  couibe.  —  Id.  :  Quelques  applications  des  formules 
vectorielles.  —  M.  F.  Ega.n  :  Sur  quelques  intégraKs  trigonométriques.  — 
M.  Frkchet  :  Sur  les  conditions  pour  qu'une  fonction  P  (.r ,  y]  -j-  iQ(a;))  soit 
monogène.  — ;  P.  Humbert  :  Sur  les  équations  de  Didon.  —  H.  Vogt  :  Ré- 
duction à  une  forme  normale  d'un  système  d'équations  difrérentielles  simul- 
tanées linéaires  à  coeflicients  constants.  —  C.-A.  Laisant  :  Observations 
sur  les  triangles  rectangles  en  nombres  entiei's  et  les  suites  de  Fibonacci. 
—  M. -P.  Deleîvs  :  Sur  l'extraction,  à  une  unité  près,  de  la  racine  m'  d'un 
nombre  quelconque  à  l'aide  des  logarithmes.    —    L.  Pomey  :    Trois  démons- 
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trntions  dus  théorèmes  de  Fermât  et  de  VVilson.  —  J.  Haag  :  Sur  un  pio- 
blème  de  probabilité.  —  M. -P.  Boulanger  :  Condition  de  convergence  <ie 
trois  droites  de  Simson  —  M.  (iookmagiitigh  :  Sur  l'ortliopôle.  —  A.  Aukic  : 
Sur  le  rapport  anharmonique.  —  V.  Jamet  :  Sur  l'aire  d'un  polygone.  — 
F.  GiBAL'LT  :  Sur  le  cercle  de  Miquel.  —  R.  Bouvaist  :  Sur  les  droites  cou- 
pant une  conique  sous  un  angle  donné.  —  Ph.  Du  Plessis  :  Remarques  géo- 
métriques sur  une  question  de  concours  à  l'Ecole  Polytechnique  en  1919  — 
J.  Sek  :  Groupes  de  points  sur  l'hyperbole  équilatère.  —  M.  d'OcAo.NK  : 
Problème  sur  les  coniques  posé  par  la  Métrophotographie.  —  G.  Fontené  : 
Triangles  et  quadrilatères  de  Poncelet.  —  Id.  :  Enveloppe  des  plans  des 
faces  des  hexaèdres  dont  les  diagonales  sont  portées  par  des  droites  don- 
nées. —  iM.  d'OcAGNE  :  Sur  les  courbes  à  axe  orthoptique  et  les  courbes  de 
direction.  —  R.  Dontot  :  Cyclides  du  quatrième  degré.  —  M.  Malgouzou  : 
Le  théorème  de  Feuerbach  dans  les  cubiques.  —  F.  Balitkand  :  Démons- 
tration du  théorème  de  Chasies  sur  les  arcs  égaux  de  lemniscate.  —  M. -F. 
Egan  :  Quelques  applications  d'une  remarque  de  .M.  d  Ocagne.  —  R.  Gooh- 
.MAGHTiGH  :  Sur  les  spirales  sinusoïdes  osculanles.  —  M.  d  Ocagne  :  Sur  1  hé- 
licoïde  gauche.  —  A.  Mtller  :  Sur  le  complexe  de  Painvin.  —  R.  Goor- 
maghtigh  :  Sur  une  classe  de  courbes  planes  remarquables.  —  F.  Balitkand  ; 
Application  d'une  formule  de  géométrie  inlinitésimale.  — R.  Goormaghtigh  : 
Sur  un  problème  de  géométrie  infinitésimale.  —  M. -F.  Ecan  :  Sur  quelques 
courbes  associées  à  une  classe  d  hélices  cylindriques.  —  R.  Bricard  :  Théo- 
l'ème  sur  les  courbes  planes.  —  G.  Clapiek  :  Sur  la  détermination  des  sur- 
faces minima.  —  Cl.  Servais  :  Sur  les  surfaces  tétraédrales  symétriques. — 
M.  d  Ocagne  :  Sur  les  centres  de  courbure  des  lignes  décrites  par  les  points 
d'une  figure  plane  mobile  dans  son  plan.  —  Id.  :  Sur  une  homographie  par- 
ticulière et  son  application  à  la  perspective.  —  M. -F.  Egan  :  Sur  une  trans- 
formation géométrique.  —  P.  Appell  :  Sur  la  méthode  de  Poincaré  pour 
étudier  la  stabilité  de  l'équilibre.  —  E.  Delassus  :  Sur  un  problème  de  Mé- 
canique. —  P.  Appei.l  :  Sur  une  application  élémentaire  d'une  méthode 
générale  donnant  les  équations  du  mouvement  d'un  système. 

Académie  Royale  de  Belgique,  Bulletin  de  la  Classe  des  Sciences,  1920. 
—  Hayez.  Bruxelles. 

Annales  de  l'Université  de  Grenoble,   tome  XXXIl  1920    —  Gauthier- 

Villars.  Paris  :  Allier  frères,  Grenoble. 

Annaes  scientificos  da  Academia  polytechnica  do  Porto,  directeur 
F.  Gomes  Tkixeira.  —  Vol.  13.  Imprensa  da  Universidade,  Coimbra. 

Bollettino  di  Matematica.  Giornale  scientifico-didattico  per  l'incremento 
degli  Stmli  nialenialici  nelle  scuole  medie.  Diretto  dal  Dott.  Alb.  Conti. 
Anno  XVII,  1920.   Fireiize. 

Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society,  tome  XXYII.  1920.  — 
New- York. 

Contribucion    al   Estudio    de    las    Ciencias  fisicas  y   matematicas.    — 

Nos  i.5-is.   La  Plata. 

Giornale  de  Matematiche  de  Battaglini,  tome  48.  —  Pellerano.  Naples. 

Intermédiaire  des  Mathématiciens,  dirigo  par  C.-A.  Laisant,  Fd.  Mahli  t. 
A.  -Maiaskv,  A.  BoLLA.NGEK.  —  ToHie  XXVII,  1920.  —  Gaulhier-Villars  &  C'*^, 
Paris. 
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Isis;  Revue  liUeinalion;>le  consarrée  à  l'Hisloiie  'le  la  Science  et  de  la 
Civilisalioi).   publiée  par-  (i.  Sakio.n.    —  X"''  7  et  8.   Bruxelles. 

Jahrbuch  ûber  die   Fortschritte  der  Mathematik,  Band  45,   Jahr^ang 

l',l|'i-ir(  lin  :{   llfflcn).   Ilfd    I.   —   Veifin  uiss.  Verlpger,  Berlin. 

Journal  de  Mathématiques  élémentaires,  publié  par  H.  Vuibekt,  45'"» 
année.  1920- 1921.   —   Libi-airie  Vuiberl,  Paris. 

Matematisk  Tidsskrift.  Revue  dirigée  par  p.  Hkf.gaard,  séries  A  el  B  ; 
1920.    —    Copenliagiie 

Mathematical  Gazette  (The),  publié   par  G.  Gkkenstki:kt.  Vol.  X,  1920. 

—   G.   Bell   tV  Sons,   Londre- 

Mathematics  Teacher,  devoted  lo  ihe  Inleiesl  ol  Matliematics  in  junior 
and  seiiior    liigli  Schoois,  1.   .\1I1.   —    Lancasier,   Pa  ;    New-York;    Chicago. 

Mathematische  Annalen,  tomes  81  et  82.    —   J.  Springer,  Berlin. 

Monatshefte  fur  Mathematik  und  .Physik.  Tome  XXX,  1919.  —  Vienne. 

Nieuw  Archief  VOOr  Wiskunde,  publié  sous  les  auspices  de  la  Société  des 

Sciences    d  Auisterdam.    par    J.-C.  Ki.uvver,   D.-J.    Fxoktevkc    et    F.    Schuh, 

2"'»  série,    tome    XIII,  N""  2   el    3.  —    Delsman   en    Noilhenins,    Amsterdam, 
1920 

Prace  Matematyczno-Fizyczne,  tome  XXX,  1919,  Varsovie. 

Procaedings  of  the   Loadon    Mathematical    Society,    vol.   19,    1920.   — 

Londres. 

Rendiconti  del  Circolo   matematico  di  Palermo.  Tomes  XLIII  et  XITV. 

1920.    —    Païenne. 

Revue  de  mathématiques  spéciales,   31"  année,  1920-1921.  —  Librairie 

A'uibei-t.  Par-is. 

Revue   de  Métaphysique  et  de   Morale,  Tl"  année.  1920.    —   Librairie 

A.  Colin.   Paris. 

Revue  du  Mois,    l     .\.K1.    —    Librairie  Alcan.   Paris. 

Bulletin  of  the  Calcutta  mathematical  society,  Vol.  XI,  1919-20.  —  Cal- 
cutta Uuiversity  Press. 

Journal  of  the  mathematical  association  of  Japan  for  secondary  éduca- 
tion. Vol.  II.  1920.   —   Tokyo. 

Periodico  di  matematiche,  série  IV.  Vol.  1,  1921.  —  Nicola  Zanichelli, 
Bologrre 

The  Tôhoku  mathematical  journal,  publié  par-  T.    Hayashi,  Vol.  XVIII. 

1920.  —  Tôhoku  Impérial  University.  Sendai.  Japon. 

Scientia,  Revue  internalionale  de  synthèse  scieutilique,  Directeur  E. 
RiG.NANo,  Milan.  Vol.  XXIX,  fasc.  1-4,  Alcan,  Paris.  —  H.  G.  Plum.mer  :  The 
présent  position  of  Celestial  Mechanics.  —  Ph.  Chaslin  :  Le  raisonnement 
par  récurrence  el  la  rigueur  en  mathématique,  au  point  de  vue  psycholo- 
gique. —  G.  LoRiA  :  Les  contrùbritions  des  diflerents  peuples  au  développe- 
ment des  mathématiques,  l""»  partie  :  Evénements  mémorables  et  hommes 
r'epi'ésenlatifs  dans  l'histoire  des  mathématiques. 

Revue  de  l'enseignemeBt  des  Sciences,  14»  année  1920.  —  Librairie  Alcan, 

Paris. 
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Revue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées,:!!'    amice,  1920.  — 

l.ihraiiic    Di-Dl'ii,  l':iiis. 

Sitzungsberichf.e  der  k.  Aliademie  der  Wissenschaften,  Wien.  Tome  128, 

1920.    —   \ieiuir. 

Wiskundig  Tijdschrift,  1('>'-  aimcf,  1919-1920.  —  Haai-icm. 

Revista  Matematica    Hispano-Americana,    diiigce    par   ,1.    I'.iy-I'asiok. 
Tome  II.  —  Madrid.  1920. 

Revue  scientifique.  Direcleiu- :    Cli.    Molkku.    —   58"^    aimée,  1920.   —  2Htij 
Boul.  Saiul-tieriiiaiii.   Paris. 

Revue    semestrielle    des  Publications   mathématiques.    Tome    XXVIII, 

2*   parlic,  octobre  1919-a\iil    1920.    —    Delsman  en    iNOItlieiiius!,  Amsterdam. 

Wiskundige   Opgaven  met  de  Oplossiugen.    Tome   XIII.   Delsman   en    Nol- 
I  lienins,  A  mslerd  \\\\\ . 

Zeitschrift  fiir  das  Realschulwesen,\Vien,  XLIV  J^ilir^ani;.  —  Vienne. 


2.  Livres  nouveaux  : 

Tous  les  ouvrages  adressés  à  la  Hédaclion  sont  signalés  ici  avec  une 
brève  indication  de  leur  contenu,  sans  préjudice  de  l'analyse  dont  ils  peuvent 
être  ultérieurement  l'objet  sous  la  rubrique  «  Bibliographie  ». 

L.  Bal MG.\RTNER.  —  Gruppentheorie  {Sajumlung  Gôschen).  —  1  vol. 
in-16,  120  p.;  fr.  1.50;  Walter  de  Gruyter  et  C»,  Berlin. 

Première  introduction  à  la  théorie  des  groupes  accompagnée  d'exemples 
bien  choisis  faisant  ressortir  l'importance  et  la  portée  de  la  notion  de  groupes 
en  algèbre  et  en  géométrie. 

S.  Bloch.  —  Cours  de  Géométrie  descriptive  à  l'usage  des  candidats  à 
l'Ecole  Polytechnique,  à  l'Ecole  normale  supérieure,  aux  Ecoles  centrales 
des  arts  et  manufactures,  des  ponts  et  chaussées  et  des  mines  de  Paris 
et  de  Saint-Etienne.  Tome  I  et  II.  —  2  vol.  in-8o,  677  p.,  931  fig.:  chaque 
vol.   fr.   60.;   Hachette,   Paris. 

Cours  complet  de  géométrie  descriptive  d'après  le  programme  de  la  classe 
de  mathématiques  spéciales  préparant  aux  grandes  Ecoles  de  France. 
Signalons,  dans  la  2e  partie  du  tome  II,  les  applications  graphiques  des 
notions  de  courbure,  les  notions  sur  les  surfaces  réglées  et  les  surfaces  topo- 
graphiques. L'ouvrage  se  termine  par  une  collection  de  nombreux  sujets 
d'épuré  et  une  liste  de  presque  toutes  les  épures  proposées  dans  les  der- 
nières années  aux  concours  des  grandes  Ecoles. 

E.  BoRTOLOTTi.  —  Aritmetica  générale  ed  Algebra  per  i  licei  classici  e 
moderni.  Volume  I,  per  la  prima  classe  con  piu  di  1700  esercizi  e  pro- 
blemi,  1  vol.  in-8°,  197  p.:  L.  3.  —  Volume  II,  per  la  seconda  classe  con 
piu  di  2700  esercizi  e  problemi.  1  vol.  in-S»,  324  p-.  ;  L.  7.50,  Albrighi, 
Segati   &  C,  Milan. 

Abrégé  d'arithmétique  générale  et  d'algèbre,  avec  un  nombre  considé- 
rable d'exercices,  s'étendant  à  l'ensemble  du  programme  de  l'enseigne- 
ment dans  les  lycées  classiques  et  modernes  italiens.  I.'ouvrpge  constitue 
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pour  l'élève  à  la  lois  un  résumé  des  leçons  d'algèbre  et  un  iieueil  d'exer- 
cices  et    de   problèmes. 

Pierre  Boitroux.  —  L'idéal  scientifique  des  mathématiciens.  A'ouçelle 
collection  scientifique  dirigée  par  K.  Borel).  —  1  vol.  in-16,  274  p.;  Fr.  8; 
Librairie  F.  Alcan,  Paris. 

Aperçu  historique  des  idées  directrice\s  des  mathématiques  dejmis  l'anti- 
quité grecque  à  nos  jours.  —  Introduction:  l'histoire  des  sciences  et  les 
grands  courants  de  la  pensée  mathématique.- —  I.  La  conception  hellénique 
des  mathématiques.  —  IL  La  conception  synthétiste  des  mathématiques.  — 
III.  L'apogée  et  le  déclin  de  la  conception  synthétiste.  ^ —  IV.  Le  point  de 
vue  de  l'analyse  moderne.  —  V.  La  mission  actuelle  du  mathématicien. 

Sir  \\ .  Bragg  et  W.-L.  Bragg.    —    Rayons  X  et  Structure  cristalline. 

—  1  vol.  p.  in-80  de  vii-209  p.,  avec  75  l'ig.,  Fr.  12  :  Gautliier-\illars  &: 
C°,  Paris. 

Dans  ce  petit  livre,  les  auteurs  ont  d'abord  essayé  de  mettre  en  évidence 
les  faits  les  plus  importants  relatifs  aux  rayons  X  et  aux  cristaux.  Le  reste 
de  l'ouvrage  est  consacré  à  un  bref  historique  des  recherches  sur  la  dif- 
fraction des  rayons  X  par  les  cristaux  et  à  un  exposé  des  résultats  les  plus 
marquants  obtenus  jusqu'ici  dans  ce  domaine  particulier  de  la  Physique. 

Ce  livre  est  une  introduction  et  non  un  Traité  complet,  le  sujet  étant 
encore  trop  nouveau  et  trop  mal  délimité  pour  nécessiter  un  développe- 
ment plus  étendu.  Etant  donné  ce  but,  les  auteurs  se  sont  contentés  d'en 
indiquer  les  grandes  lignes  afin  d'intéresser  les  lecteurs  désireux  d'être 
au   courant   de  la  question. 

H.  Burkhardt.- — Algebraische  Analysis.  Dritte  umgearLeitete  Aullage 
besorgt  von  Dr.  Georg  Faber.    —    1  vol.  in-S",  182  p.  ;  br.  22  M. 

H.  Burkhardt.  —  Elliptische  Funktionen.  Dritte  vollstandigumgearbei- 
tete  Auflage  besorgt  von  Dr.  Georg  Faber,  mit  zahli'eichen  Figuren  im 
Text;  —  1  vol.  in-8o,  444  p.,  Mk.  62:  les  deux  ouvrages  chez  '^Valter  de 
Gruyter   et    C°,   Berlin. 

Cette  troisième  édition  de  deux  traités  classiques  de  M.  H.  Burkhardt 
a  été  revue  et  complétée  par  M.  G.  Faber.  Uanalyse  dalgébrisue  constitue 
une  bonne  introduction  à  l'étude  des  fonctions  à  une  variable  réelle.  Elle 
comprend  les  notions  fondamentales  relatives  aux  opérations  sur  les 
nombres  rationnels  et  irrationnels,  à  la  notion  de  limite,  aux  puissances, 
racines  et  logarithmes,  aux  séries,  aux  fonctions  continues  et  aux  fonctions 
trigonométriques. 

Le  traité  des  Fonctions  elliptiques  a  été  entièrement  remanié  de  manière 
à  faire  mieux  ressortir  les  liens  entre  les  méthodes  d'Abel,  de  Jacobi,  de 
Cauchy,  de  Riemann  et  de  Weierstrass. 

Les  maîtres  de  la  pensée  scientifique,  collection  de  mémoires  et  ouvrages 
publiée  par  les  soins  de  Maurice  Solovine  ;  Librairie  Gauthier- Villars  & 
C°,  Paris. ^■iennent  de  paraître: 

Carnot  (Lazare).  —  Réflexions  sur  la  métaphysique  du  calcul  infinité- 
simal. —  2  vol.  in-16,  viii-117  et  IC^i  f>.  avec  10  tig..  chaque  volume  bro- 
ché; Fr.   3, .50. 
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A. -Cl.  Claihaut.  —  Eléments  de  Géométrie.  —  2  vol.  in-16  de  xiv-95 
et  103  p.,  avec  69  et  77  fig.  ;  cliaqiic  volume  broohf-  Fr.  3, .50. 

Lavoisier  et  Laplace.  —  Mémoire  sur  la  chaleur.  —  Un  vol.  in-16 
de  78  p.  et  2  planches;  broché  Fr.  3. 

La  collection  des  Maitresde  la  Pensée  Scientijique  comprendra  les  Mé- 
moires et  les  Ouvrages  les  plus  importants  de  tous  les  temps  et  de  tous  les 
pays.  Elle  offre  à  la  jeunesse  studieuse  un  moyen  facile  et  peu  coûteux 
de  prendre  contact  à  leur  source  même  avec  les  méthodes  des  grands  savants. 
Tous  les  domaines  y  seront  représentés. 

L'ouvrage  de  Carnot  est  la  reproduction  du  célèbre  mémoire  consacré 
à  une  analyse  détaillée  des  méthodes  introduites  en  mathématiques  par 
Newton  et  Leibniz. 

Dans  ses  Eléments  de  Géométrie  Clairai  t  s'était  efforcé  de  rendre  l'exposé 
plus  instructif.  Renonçant  à  la  méthode  classique,  purement  logique,  il 
parvient  à  présenter  les  éléments  sous  une  forme  plus  accessible  aux  débu- 
tants. Son  petit  manuel  peut  être  lu  encore  aujourd'hui  avec  intérêt  par 
tous  ceux  qui  enseignent  les  premières  notions  de  géométrie. 

Quant  di\i  Mémoire  sur  la  chaleur,  il  contient  les  résultats  des  expériences 
classiques  de  Lavoisier  et  Laplace  sur  la  calorimétrie,  les  chaleurs  spéci- 
fiques, la  combustion  et  la  respiration. 

H. -S.  Carslaw.  —  Introduction  to  the  Theory  of  Fourier's  Séries  and 
Intégrais.  —  1  vol.  in-8°,  323  p.,  30  sh.:  Mac  Millan  and  C",  London. 

Cette  introduction  à  la  théorie  des  séries  de  Fourier  et  des  intégrales 
qui  s'y  rattachent  débute  par  une  étude  approfondie  de  la  convergence 
des  séries  et  des  intégrales  définies.  Deuxième  édition  revue  et  complétée 
par  l'auteur. 

E.  CoTTON. —  Cours  de  Mécanique  générale.^  Introduction  à  l'étude 
de  la  mécanique  industrielle.  Unités.  Travail.  Dynamique  du  point  et 
des  systèmes.  —  Bibliothèque  de  l'Elève  Ingénieur.  1  vol.  in-8°,  138  p., 
40  fig.;  Fr.  16;  J.  Rey,  Grenoble  et  Gauthier-Yillars  &  C ,  Paris. 

Suite  d'un  ouvrage  pratique  dont  la  première  partie  a  été  publiée  en 
1914  (cf.  E.  M.,  t.  XVI,  p.  398).  Nombreux  problèmes  de  dynamique 
résolus  et  à  résoudre,  généralement  empruntés  à  des  questions  industrielles. 
Phénomènes  oscillatoires,  machines,  effets  gyroscopiques,  etc. 

L.-G.  Du  Pasquier.  — Le  développement  de  la  notion  de  nombre.  (Mé- 
moires de  l'Université  de  Neuchâtel,  t.  III).  —  1  vol.  in-S»,  191  p.;  Fr.  15; 
Attinger,  Neuchâtel  et  Paris. 

Destiné  principalement  aux  éducateurs  de  la  jeunesse,  ce  livre  leur  four- 
nit une  étude  comparée  du  plus  grand  intérêt  sur  le  développement  de  la 
numération  chez  les  divers  peuples.  Il  leur  permet  d'illustrer  leur  enseigne- 
ment d'exemples  très  instructifs  sur  les  systèmes  de  numération  d'après 
les  renseignements  recueillis  par  les  historiens,  les  explorateurs,  les  ethno- 
graphes et  les  linguistes. 

A.  S.  Eddington.  —  Espace,  Temps  et  Gravitation.  La  théorie  de  la 
relativité  généralisée,  dans  ses  grandes  lignes.  Exposé  rationnel  suivi 
d'une  étude  mathématique  de  la  théorie.  Ouvrage  traduit  de  l'anglais  par 
J.  Rossignol.  Avec  une  introduction  de  P.  Langevin.  —  1  vol.  in-8  de 
430  p.  ;  28  fr.  ;  Librairie  Hermann,  Paris  1921. 
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L'édition  française  est  appelée  à  un  grane  succès.  Elle  renferme  un 
complément  théorique  où  l'aufeur  résume  l'oeuvre  mathématique  d'Eins- 
ein  et  sa  généralisation  due  à  M.  VVeyl. 

A.  Einstein.  —  La  Théorie  de  la  Relativité  restreinte  et  généralisée, 
traduit  en  français  par  Mlle  J.  Roi  vière,  avec  une  préface  de  M.  E.Borel. 
—  1  vol.  in-16,  de  x.\ii-120  p.  avec  5  fig.  ;  broché,  Fr.  7  ;  Gauthier- 
Villars  &  C",  Paris. 

Le  but  de  ce  petit  Livre  est  de  permettre  à  ceux  qu'intéresse  la  théorie 
de  la  relativité,  aux  points  de  vue  scientifique  et  philosophique,  d'en 
acquérir  une  connaissance  aussi  exacte  que  possible,  même  s'ils  ne  possè- 
dent pas  l'appareil  mathématique  de  la  physique  théorique.  L'ruteur  a 
pris  le  plus  grand  soin  de  présenter  les  idées  fondamentales  aussi  claire- 
ment et  simplement  que  possible  dans  l'ordre  où  elles  ont  pris  naissance. 
C'est  intentionnellement  que  l'auteur  a  omis  les  bases  empiriques  et  phy- 
siques de  la  théorie  afin  de  ne  pas  dérouter  les  lecteurs  qui  ne  sont  pas 
initiés  à  la  Physique. 

A.  Einstein.  —  L'éther  et  la  théorie  de  la  relativité,  trad.  en  français 
par  M.  Solovine.  —  1  vol.  in-S"  de  16  p.;  Fr.  2. .50;  Gauthier-Villars  & 
G  ,  Paris. 

En  élaborant  sa  Théorie  de  la  Relativité,  Einstein  s'est  heurté  contre  les 
conceptions  courantes  de  l'éther,  qui  ne  cadraient  pas  bien  avec  ses  idées 
nouvelles.  C'est  dans  cet  opuscule  qu'il  aborde  avec  sa  maîtrise  habituelle 
ce  grave  problème,  en  le  soumettant  à  une  critique  incisive,  en  montrant 
quels  étaient  les  motifs  logiques  qui  ont  déterminé  les  grands  théoriciens 
de  la  physique  à  affirmer  l'existence  de  l'éther,  et  quels  sont  les  faits  nou- 
veaux qui  nous  forcent  à  l'abandonner,  ou  plutôt  à  nous  en  faire  une  image 
nouvelle,  plus  conforme  aux  résultats  des  récentes  recherches. 

On  y  trouvera  non  seulement  une  contribution  extrêmement  impor- 
tante à  la  Théorie  de  la  Relativité,  mais  encore  des  vues  originales  et  pro- 
fondes sur  différents  sujets  de  physique. 

A.  Errera.  —  Du  coloriage  des  cartes  et  de  quelques  questions  d'ana- 
lysis  situs.  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bruxelles.  — 
1  vol.  iii-8",  66  p.  avec  1  planche.  —  Gauthier-Mllars  &  C  ,  Paris,  et  Falk 
Fils,  Bruxelles,   éditeurs. 

Ce  mémoire  apporte  une  intéressante  contribution  à  l'Analysis  situs; 
il  est  consacré  à  l'exposé  systématique  de  certaines  questions  d'analysis 
situs  énumérative;  1.  Introduction  et  prémisses,  les  axiomes.  —  II.  Les 
réseaux  et  le  théorème  de  Petersen.  —  111.  Les  polyèdres.  —  IV.  Le  colo- 
riage des  cartes.  —  V.  Le  cas  difTicile.  —  VI.  Problèmes  équivalents  et 
problèmes  analogues  à  celui  de  la  carte.  —  Bibliographie. 

M.  Grossmann.  —  Darstellende  Géométrie,  II.  (Teubners  Technische 
Leitfàden).  Zweite  Auflage.  —  i  vol.  in-S»,  153  p.,  144  fig.  ;B.  G.  Teubner, 
Leipzig. 

Précis  de  Géométrie  descriptive  destiné  à  l'enseignement  technique  supé- 
rieur. Deuxième  édition,  revue  et  complétée,  de  la  deuxième  partie, 
comprenant  les  objets  suivants  ;  I.  Méthodes  de  représentation  fournies 
par  l'axonométrie,  la  projection  centrale  ei  la  photogrammetrie  ;  appli- 
cations.  II.   Etudes  des  courbes  et  des  surfaces;   applications. 
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G. -H.  Halphen.  —  Oeuvres  publiées  par  les  soins  de  G.  Jordan, 
H.  PoiNCARÉ,  E.  Picard,  avec  la  collaboration  de  E.  Vessiot.  Tome  III.  — 
1  beau  voi.  gr.  in-3  de  XX-520  p.  Prix  net  90  fr.  ;  Gauthier-Villars  et  Cie. 
Paris  1921. 

Ce  volume  est  presque  entièrement  rempli  par  deux  très  grands 
Mémoires  Sur  la  réduction  des  équations  dijjérentielles  linéaires  aux  formes 
intégrables  et  Sur  la  clm^.'^ificdlioii  des  courbes  f^auches   algébriques. 

L.  Heffter.  —  Die  Grundlagen  der  Géométrie  als  Unterbau  fur  die  ana- 
lytische  Géométrie.  —  1  vol.  in-S",  27  p.,  avec  11  fig.  ;  90  cent.  ;  B.  G.  Teub- 
ner,  Leipzig. 

L'auteur  examine  les  fondements  de  la  Géométrie  en  se  plaçant  plus 
particulièrement  au  point  de  vue  des  bases  de  la  géométrie  analytique. 
Les  traités  de  géométrie  analytique  ne  faisant  généralement  pas  mention 
du  rôle  des  axiomes,  l'exposé  de  M.  Heffter  sera  étudié  avec  profit  non  seu- 
lement par  les  étudiants  en  mathématiques,  mais  encore  par  tous  ceux 
qui  enseignent  cette  partie  de  la  géométrie. 

L.  Kiepert.  —  Grundriss  der  Difierentiel-Rechnung.  1.  Band:  Funklio- 
nen  von  einer  unabhàngigen  Verànderlichen.  Vierzehnte  Auflage.  —  1  vol. 
in-80,  532  p.,  137  fig.;  broché  M.  36;  Hehvingsche  Verlagsbuchhand- 
lung,  Hanovre,  1921. 

Quatorzième  édition  du  traité  bien  connu  de  calcul  différentiel  et 
intégral  destiné  aux  élèves  de  l'enseignement  technique  supérieur.  Cette 
première  partie  du  traité  de  calcul  différentiel  comprend  l'étude  des  fonc- 
tions à  une  variable  indépendante  et  de  leurs  applications  géométriques. 

F.  Klein.  —  Gesammelte  mathematlsche  Abhandlungen  herausgegeben 
von  R.  Fricke  und  A.  Ostrowski  (von  F.  Klein  mit  ergànzenden 
Zusàtzen  versehen).  Erster  Band  :  Liniengeometrie,  Grundlegung  der 
Géométrie  zum  Erlanger  Programm.  —  1  vol.  in-8o,  612  p.  avec  un  por- 
trait, M.  186;  Verlag  Julius  Springer,  Berlin. 

Le  tome  premier  des  Œuvres  de  Klein  reproduit  les  recherches  fonda- 
mentales sur  la  Géométrie  réglée  et  sur  les  principes  de  la  géométrie  (Géo- 
métrie non-euclidienne,  mémoires  célèbres  connus  sous  le  titre  d'Erlanger 
Programm).  Ces  mémoires,  au  nombre  de  trente-trois,  ont  été  revus  et 
annotés  par  l'auteur.  Les  mémoires  d'Erlangen  sont  suivis  de  travaux  qui 
s'y  rattachent  très  intimement  et  concernent  les  bases  géométriques  du 
groupe  de  Lorentz  et  la  théorie  de  la  relativité  d'Einstein. 

V.  Kommerell  et  K.  Kommerell.  —  Allgemeine  Théorie  der  Raum- 
kurven  und  Flâchen.  [Sammlung  Schubert).  Band  I  u.  II  ;  dritte  Auflage. 
—  2  vol.  in-80,  184  et  196  p.:  Fr.  10,50  le  volume  ;  Walter  de  Gruyter 
&  G",  Berlin. 

La  3"  édition  de  cet  excellent  petit  traité  sur  la  théorie  générale  des 
courbes  gauches  et  des  surfaces  a  été  revue  et  complétée  par  les  auteurs. 
Rappelons  que  le  Tome  I  est  consacré  à  l'étude  des  courbes  gauches  et, 
à  la  théorie  des  surfaces  dont  l'équation  est  donnée  sous  forme  implicite 
/  {x,  y.  z)  =  0,  tandis  que  le  Tome  II  traite  des  surfaces  données  par  leurs 
équations  paramétriques. 


S.  Kreutz  et  S.  Zaremba.  — Sur  les  fondements  de  la  cristallographie 

géométrique.  —    1   vol.  in-S»,  473  p.  ;   Imprimerie    de  l'Université,  Cra- 
covie,  1919. 

L'Enseigaenicnt  mathëiii..   21"  nnnt-e:  1930.  2i 
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Cette  étude  des  fondements  de  la  cristallograpliie  géométrique,  publiée 
par  les  soins  de  l'Académie  des  Sciences  de  Cracovie,  est  due  à  la  collabo- 
ration d'un  minéralogiste,  M.  Kreutz,  et  d'un  mathématicien,  M.  Zaremba. 
Les  développements  mathématiques  sont  basés  sur  la  théorie  des  groupes 
de  transformations  dont  les  notions  et  propriétés  fondamentales  ont  été 
rappelées  en  tète  de  l'ouvrage. 

M.  Lecat.  —  Bibliographie  des  séries  trigonométriques,  avec  un  appendice 
sur  le  calcul  des  variations.  —  1  vul.  gr.  ïw-H",  107  p.,  chez  l'auteur, 
avenue  des  Alliés,  92,  Louvain. 

Ce  recueil  bibliographie  reproduit  les  titres  de  plus  de  2500  ouvrages 
ou  mémoires  se  rattachant  à  la  théorie  des  séries  trigonométriques  et  à  ses 
applications.  11  comprend  deux  listes.  La  première,  procédant  par  ordre 
alphabétique  des  noms  d'auteurs,  donne  les  titres  des  mémoires  avec  les 
titres  abrégés  de  recueils,  tomes,  années,  etc.  La  seconde  liste  comprend, 
dans  l'ordre  alphabétique,  les  titres  des  périodiques  et  l'indication  des 
volumes  contenant  les  mémoires  cités  dans  la  première  liste. 

Un  Appendice  est  consacré  au  Calcul  des  variations,  comme  suite  à  la 
bibliographie  publiée  par  le  même  auteur. 

G.  LoRiA.  —  Storia  délia  Geometria  descrittiva  dalle  origini  sino  ai  giorni 
nostri.  [Manuali  Hoepli.)  —  1  vol.  in-8o,  584  p.;  24  fig.  ;  L.  25;  U.  Hoepli, 
Milan. 

Exposé  très  complet  de  l'Histoire  de  la  Géométrie  descriptive  depuis  son 
origine  jusqu'à  nos  jours,  et  de  son  développement  dans  les  principaux 
pays. 

S. -A.  MiTCHELL,  assisted  by  C.-P.  Glivier,  H.-L.  Alden  and  others. 
Parallaxes  of  260  stars  derived  froni  photograpiis  made  at  the  Leander 
McCorniick  Observatory.  —  (Publication  Number  Nine  of  the  Ernest 
Kempton  Adams  Fund  for  Physical  Research.  —  1  vol.  in-'|0,  695  p.; 
4  planches,  doll.  3.  —  Columbia  University  Press  New-York. 

Tables  de  parallaxes  de  260  étoiles  obtenues  d'après  les  photographies 
faites  à  l'Observatoire  Léander  McCormick.  Elles  sont  accompagnées 
de  Notes  explicatives  et  d'intéressants  commentaires  sur  ce  mode  de  déter- 
mination des  parallaxes. 

M.  Petrovitch.  —  Mécanismes  communs  aux  Phénomènes  disparates. 

[Nouvelle  Collection  scientifique.)    —    1  vol.  in-S»,  279  p.;  Fr.  8;  Librairie 
F.  Alcan,  Paris. 

Ce  nouveau  volume  de  la  Collection  scientifique  constitue  un  intéressant 
essai  d'une  étude  des  analogies  que  présentent  les  mécanismes  communs 
aux  phénomènes  disparates.  La  phénoménologie  envisagée  par  l'auteur 
tend  à  relier  entre  elles  et  à  ramener  à  une  même  base,  un  grand  nombre 
d'explications  et  de  théories  ne  paraissant  tout  d'abord  n'avoir  aucun 
rapport. 

J.  PoiRÉE.  —  Méthodes  pour  résoudre  les  problèmes  de  géométrie.  — 
1  vol.  in-8°,  48  p.;   14   fig.;  Cocharanx,  Auch. 

Ce  petit  ouvrage  sur  les  méthodes  de  résolution  des  problèmes  de  géo- 
métrie contient  un  exposé  très  clair  et  bien  ordonné  des  applications  des 
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principales  méltiodes  de  transformation  :  inversion,  homographie,  involu- 
tion,  polaires  réciproques. 

L.  Roy.  —  Cours  de  Mécanique  appliquée  à  l'usage  des  élèves  de  l'Institut 
Electrotechnique  et  de  Mécanique  ap|)liquée  et  des  candidats  au  certi- 
ficat de  Mécanique  appliquée.  Cours  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse. —  Tome  II.  Statique  graphique  et  résistance  des  matériaux.  — 
1  vol.  gr.  in-80  iv-2I6  p.  et  86  fig.  ;  fr.  30:  Oauthier-Villars  &  C  ,  Paris, 
1921. 

Le  cours  complet  comprendra  quatre  volumes.  Les  trois  autres  (Tome  I, 
III,  IV),  en  préparation,  seront  dus  à  MM.  Camichel  et  Lamotte.  Enseigne- 
ment très  pratique  appuyé  sur  un  grand  souci  d'élégance  et  de  netteté 
scientifiques. 

Th.  ScHMiD.  —  Darstellende  Géométrie,  Band  II.  (Sammlung  Schubert). 
—  1  vol.  in-S»,  315p.avecl50  fig.  ;  Fr.  9,90;  Walter  de  Gruyter  &  G",  Berlin. 

Le  tome  II  du  traité  de  Géométrie  descriptive  de  M.  Schmid  est  consacré 
aux  objets  suivants:  I.  Projection  oblique;  application  à  la  perspective 
cavalière  et  à  l'axonométrie  orthogonale. —  IL  Projection  centrale;  appli- 
cation à  la  perspective  normale.  —  III.  Surface  de  révolution;  le  tore; 
applications.  —  IV.  Surfaces  hélicoïdales  et  surfaces  réglées  gauches; 
applications.  —  V.  Projection  cotée;  surfaces  topographiques;  photo- 
grammétrie;  le  problème  des  cartes  géographiques.  —  En  appendice  cha- 
cune des  sections  contient  de  nombreuses  indications  historiques  et  biblio- 
graphiques. 

D.  E.  Smith.  —  The  Sumario  compendioso  of  Brother  Juan  Diez.  The 
earliest  Mathematical  Work  of  the  New  World.    —    1  vol.  in-4o,  vu-65  p.; 

4  doU.  ;  Ginn  et  G',  Boston  et  Londres. 

Edition  de  luxe  reproduisant  le  plus  ancien  traité  de  mathématiques 
publié  en  Amérique.  Ecrit  par  le  frère  Juan  Diez,  un  compagnon  de  Gortez, 
l'ouvrage  a  été  publié  à  Mexico  en  1556.  II  est  donné  en  fac-similé  sur  la 
page  de  gauche,  avec  la  traduction  de  M.  D.-E.  Smith  sur  celle  de  droite. 

Ge  beau  volume  débute  par  une  Introduction  historique  et  une  description 
générale  du  Sumario  compendioso  par  le  savant  historien  des  mathématiques. 

M.  Stuyvaert.  —  Congruences  de  cubiques  gauches.  —  1  vol.  in-S",  197 
p.;  Fr.  12,50;  Van  Rysselberghe  et  Rombaut,  Ed.,  Gand. 

Get  ouvrage  contient  les  belles  recherches  de  l'auteur  sur  les  cubiques 
gauches  et  les  congruences  de  cubiques.  Les  résultats  sont  obtenus  en 
faisant  usage  des  propriétés  de  matrices  exposées  par  M.  Stuyvaert  dans 
cette  Revue  (année  1910). 

E.Tlrrière. —  Optique  industrielle. —  Verres  et  Verreries  d'Optique, 
Objectifs  photographiques,  Téléobjectifs,  Appendice,  Galcul  des  Objectifs 
astronomiques  de  Fraunhofer,  2me  Edition  du  fasc.  n"  1  des  Travaux 
du  Bureau  d'Etudes  d'Optique  du  Service  géographique  de  l'Armée.  — 
1  vol.  in-8°,  105  p.;  2  planches-  Fr.  22;  Delagrave,  Paris. 

Ouvrage  de  documentation  établi  en  vue  de  recherches  sur  la  construc- 
tion des  instruments  d'optique.  Mise  au  point  de  certaines  questions  d'actua- 
lité en  optique  industrielle. 


36«i  H  L  I.  I.  E  I  I  y    li  I  />'  /,  /  O  <:  /{  A  P  II  I O  CE 

A.Wangerin.  —  Théorie  des  PotentialsundderKugelfunktionen.il. 
Band.  (Sammlung  Schubert.)  —  1  vol.  iii-H»,  286  p.,  avec  17  l'ig.  ;  Fr.  18; 
Walter  de  Gruytor  &  C ',  Berlin. 

Le  tome  II  de  la  théorie  du  potentiel  et  des  fonctions  sphériques  de  M. 
Wangerin  comprend  quatre  parties:  I.  Les  propriétés  les  plus  importantes 
des  fonctions  sphériques.  —  II.  Les  problèmes  du  potentiel  relatif  à  la 
sphère.  Distribution  de  l'électricité  sur  une  sphère.  —  III.  Les  problèmes 
du  potentiel  relatifs  à  l'ellipsoïde  de  révolution  et  à  des  sphères  excentri- 
ques. —  IV.  Problèmes  relatifs  à  des  surfaces  fermées  quelconques;  fonc- 
tion de  Green;  principe  de  Dirichlet;  méthode  de  Neumann. 

P.  VVerkmeister.  —  Praktisches  Zahlenrechnen  [Sammlung  Gôschen)' 
—  1  vol.  in-16,  135  p.;  58  i'ig.  ;  Fr.  1,50;  Walter  de  Gruyter  &  C,  Berlin- 
Ce  nouveau  volume  de  la  Collection  Gôschen  est  consacré  aux  méthodes 
pratiques  usuelles  du  Calcul  numérique:  approximations  numériques; 
procédés  mécaniques,  machines  à  calculer,  règle  à  calcul;  procédés  gra- 
phiques, leur  usage  dans  les  différentes  branches  mathématiques. 

H.  WiELEiTNER. — ■  Geschlchtc  der  Mathematik.  II.  Teil.  Von  Cartesius 
bis  zur  Wende  des  18.  Jahrhunderts.  II.  Hàlfte  :  Géométrie  und  Trigono- 
métrie, [Sammlung  Schubert).  —  1  vol.  in-8o,  220  p.,  avec  13  fig.  ;  Fr.  13,50; 
Walter  de  Gruyter  &  C,  Berlin. 

L'auteur  donne  un  aperçu  sommaire  du  développement  historique  de 
la  Géométrie  depuis  Descartes  jusqu'au  commencement  du  19  '"  siècle, 
en  envisageant  successivement  :  la  géométrie  analytique  à  deux  et  à  trois 
dimensions;  les  courbes  planes,  les  courbes  gauches  et  les  surfaces;  la  géo- 
métrie différentielle;  la  géométrie  descriptive,  la  perspective  et  les  débuts 
de  la  géométrie  projective;  la  Trigonométrie;  la  Géométrie  élémentaire. 

A.  WiTTiNG.  —  Einfuhrungin  die  Infinitesimalrechnung.  I.  Die  Differen- 
tialrechnung:  II.  Die  I ntegralrechnung.  (Mathematisch-Physikalische  Biblio- 
thek).  —  2  vol.  in-16,  52  et  50  p.,  2  portraits  et  33  4-9  fig.,  broché,  75  cts. 
le  volume;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Dans  cette  nouvelle  édition  de  son  l ntroduciion  au  calcul  infinitésimal, 
l'auteur  a  introduit  de  nombreuses  améliorations  et  additions.  L'ouvrage 
a  été  publié  en  deux  parties  contenant  l'une  les  premières  notions  de  calcul 
différentiel,  l'autre  une  introduction  au  calcul  intégral.  En  tête  du  pre- 
mier volume  figure  le  portrait  de  Leibniz,  tandis  que  le  second  contient 
le  portrait  de  Newton. 
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